
J.-A. SERRET
Mémoire sur l’intégration d’une équation différentielle à l’aide
des différentielles à indices quelconques
Journal de mathématiques pures et appliquées 1re série, tome 9 (1844), p. 193-216.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1844_1_9__193_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1844_1_9__193_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


PURES ET APPLIQUÉES. 19°» 

MÉMOIRE 

SUR L'INTÉGRATION D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 

A. L'AIDE DES DIFFÉRENTIELLES A INDICES QUELCONQUES [*] ; 

PAR J.-A. SERRET. 

I. 

La premiere idée des différentielles à indices quelconques remonte 
à Leibnitz, et cependant plus d'un siècle s'est écoulé sans qu'elle ait 
produit aucun résultat; car, bien qu'il soit plusieurs fois question de 
ces différentielles dans les ouvrages d'Euler, de Laplace et de Fourier, 
ce n'est que dans ces derniers temps que M. Liouville en a nettement 
fixé le sens et indiqué les principaux usages. Les Mémoires qu'il a 
écrits sur ce sujet, et en particulier son beau théorème des fonc-
tions complémentaires, dissipant enfin le vague dont cette théorie 
était enveloppée, ont étendu le champ de l'analyse en permettant 
de donner aux formules toute la généralité qu'elles comportent et en 
multipliant les moyens de transformation. De là des ressources inatten-
dues pour la solution d'un grand nombre de questions qu'on aborde-
rait difficilement par les méthodes de l'analyse ordinaire, α Ces ex-
» pressions (les dérivées à indices quelconques), dit avec raison 
» M. Liouville, dont il est aisé de fixer avec clarté le sens véritable, 
» ne sont pas seulement curieuses à étudier sous le rapport mathé-
v matique et purement spéculatif : leur représentation existe dans la 
» nature, et l'on peut citer des questions de géométrie et de physique 
» où leur usage est amené sans effort. et parait même indispensable. » 

Dans le Mémoire, inséré au xxie cahier du Journal de l'École, 
Polytechnique, page i63, M. Liouville a montré comment on pou-

i~*] Ce Mémoire est extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
tome XVII, page 458. Toutefois quelques légères modifications ont été introduites dans 
cette nouvelle rédaction. 

Tome IX — Juin 1044. AJ 
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vait appliquer avec fruit le calcul des différentielles à indices quel-
conques à l'intégration des équations différentielles. Sa méthode 
consiste à regarder la fonction que l'on cherche comme la dérivée à 
indice quelconque d'une fonction plus simple, et à profiter de l'indé-
termination de cet indice pour simplifier l'équation transformée. Cette 
méthode réussit dans un grand nombre de cas, mais dans beaucoup 
d'autres; avant de l'appliquer, il est nécessaire de faire subir aux équa-
tions des transformations convenables. On verra dans ce Mémoire en 
quoi consistent ces transformations. 

II. 

On rencontre à chaque pas, dans les questions de physique mathé-
matique , et spécialement dans la théorie de la chaleur, une équation 
différentielle à laquelle on peut toujours ramener l'équation célèbre 
de Riccati, et dont plusieurs géomètres se sont occupés. 

Cette équation est la suivante , 

d2r 2η dr 
(1) dx2 x dx - m2y =0 

dans laquelle m et η représentent des constantes tout à fait quel-
conques. On sait que si η est un nombre entier positif ou négatif, l'in-
tégrale complète de cette équation peut être obtenue sous forme finie ; 
mais on n'a pas encore donné à cette intégrale la forme si simple et si 
élégante qu'elle est susceptible de prendre dans ce cas particulier, forme 
que les principes du nouveau calcul maintiennent invariable pour 
toutes les valeurs réelles ou imaginaires des paramètres m etn. 

Je me propose spécialement, dans ce Mémoire, d'appliquer les prin-
cipes du calcul des différentielles à indices quelconques, à l'intégration 
de cette équation différentielle; mais, avant d'entrer dans l'exposition 
de la méthode, je dirai en peu de mots comment j'ai été conduit à 
cette recherche. 

III. 

Désignons par y la valeur de l'intégrale définieXCc 
(7"C"S "yn+lda ; 
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M. Catalan et moi [*] avons montré, par des moyens différents, que 
cette intégrale peut être obtenue sous forme finie, lorsque n est un 
nombre entier; et j'ai fait voir, en outre, que la formule donnée par 
M. Catalan a encore lieu pour les valeurs fractionnaires de n. 

La méthode suivie par M. Catalan repose sur ce que y satisfait à une 
équation différentielle linéaire de l'ordre 1 (η -+- 1), ce qui suppose né-
cessairement n entier; je vais montrer que, quel que soit n, y satisfait 
toujours à une équation linéaire du deuxième ordre. 

L'intégration par parties donne 

/cos αχ , sin αχ ι in -(- χ) Γ sin αχ . 
:v- ar- (h = ί(Γ^Ρ"' + J °^-· 

■;1 ou 

s„ Ί* = -Τ— 1 ΤΓ+Τ·)»'ada, 

ou 
. Γχ sin αχ , 

y χ = 2 ι « + ι ) Jo rr+ ada ; 

différentiant deux fois par rapport à x, on a 

d'( rx) / , Γχ si" a·17 1 1 
dx7 ^ * JJ

0
 (l —e α ) ' 

d'où 
d 2( rx) , s sin αχ . 

dx7 J - >J
0
 (ι+α!)"+·ada = 

or 
sin ax , dr 

- 1+ a2 n+1 ada = dx 
donc 

dHrx) , , dr 
-â-r~jrx=<n+ 

011 bien 
, . fi2/ 2Λ φ-
ί2' Λ?- ~~ τ ~dx ~? ~ °' 

(*} Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. V, p. ι 10 ; t. VIII, p. 20. 

25. 
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équation qui coïnciderait avec l'équation (i) si l'on y changeait η en 
— n, et χ en mx. 

Rien n'est plus simple que de déterminer l'intégrale complète de l'équa-

tion (a) et, par suite, la valeur de l'intégrale définie f -,—COSaf_| da, 

en supposant τι entier et positif. 
Si l'on pose 

γ — ze'**, 

μ étant l'une des racines carrées de l'unité, l'équation (a) devient 

/ d's dz\ ( dz \ 
(3) Φ ■ x\dï + - m\n + ^)=0· 

Intégrons cette équation par la méthode des coefficients indéterminés, 
et soit, s'il est possible, 

ζ ·— τζ
ο

 —(— a,χ -f- &
2
x* -f-. * · —(— apxp —i— dp

+
,xp'^~^ —i- .... 

La substitution de cette valeur de ζ dans l'équation (3) fournit la re-
lation suivante entre les coefficients a

p+t et ap de deux termes consé-
cutifs quelconques : 

(4) {ρ + ·) — p)ap+t = — 2μ(η — ρ)α
Ρ

· 

Cette relation fera connaître les rapports des coefficients aa
2
,..., a

n 

au premier a
0

, lequel est tout à fait arbitraire; elle montre, en outre, 
que les coefficients a

n+{
, a

n+2
,..., a

2n
_< sont nuls, et que le suivant a

in 

est arbitraire; elle donnera enfin les rapports de tous les autres à ce 
dernier. 

Il résulte de là que, η étant entier, l'intégrale complète de l'équa-
tion (3) sera 

ζ = — (a
0

 —ι- a,x + a
2
x2 -+- ... + a

n
x") 

-\ (a2n
xin + ct

2n+{
 x2n+i +...), 

A et A' étant deux constantes arbitraires, et —, —. . des constantes 
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déterminées et déduites de l'équation (4). La première partie de cette 
valeur de ζ est seule composée d'un nombre limité de termes. 

On voit enfin que l'on obtiendra une intégrale particulière de l'équa-
tion (2) en posant 

y — — e(a
Q
 -f- a

h
x + + ... + a

n
x"«, 

formule dans laquelle μ a l'une des valeurs + χ ou — r. 
L'intégrale générale sera donc 

y = — e~x(a
0

 -+- a,x -+- a
2
x2 -+· ... -1- a

n
x 

+ — e*(n
0
 — a

K
x + a

2
x2 — ... ± a„x") , 

ao 

A et Β étant deux constantes arbitraires et les rapports —. . de-
vant satisfaire l'équation générale 

V _ » — p _ 
°p ~ (p-1- U(2" —p) 

On déduit aisément de là la valeur du terme général — , savoir, 

ap
 2? η [η — ι) [ri — 2)... (« —ρ ι) 

«„ ι.2.3..·7> 27Ϊ.(2Λ —1)(2«— 2). . .(2 η —ρ -+- 1) ' 

ou, en représentant par Γ (q) le produit des (q — 1) premiers nombres 
entiers, 

aJL — Γ(") 2p 1' (2η — p + 1) 
β» r(2") r(n-^ + i)r(/)+i)' 

On aura ainsi pour l'intégrale complète de l'équation (2), 

r 2n-p+1 
y = Ae-x r n-p+1 p+1 2x 

r 2n-p+1 
+ Bex r n-p+1 p+1 2x 

en mettant simplement A et Β au lieu de A' ̂ , ËlM 
1 Γ(2Β) Γ(2Λ) ' 
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Il est aisé de déduire de là la valeur de f cos ̂  — da, mais iene 

m'arrêterai pas à cette recherche, ayant voulu seulement faire voir que 
cette intégrale ne dépendait que de l'intégration d'une équation diffé-
rentielle linéaire du deuxième ordre. 

IV. 

La méthode qui vient d'être exposée revient, en dernière analyse, à 

intégrer l'équation (a) supposée dépourvue du terme en ce qui 

donne 
r =. <: e-r -ι- (7ex, 

puis à faire varier les constantes C et C', de manière à obtenir l'inté-
grale complète de l'équation (2). 

C'est cette même marche que je vais suivre dans la recherche de 
l'intégrale générale de l'équation (1), où je supposerai les constantes 
m et η quelconques. Pour tout ce qui concerne l'exposition des prin-
cipes du calcul des différentielles à indices quelconques, on devra 

• consulter les Mémoires de M. Liouville insérés dans le Journal de 
l'Ecole Polytechnique et dans le Journal de M. Crelle; je me borne-
rai ici à rappeler la définition de ces différentielles. 

Si j désigne une fonction de χ développable en série d'expo-
nentielles réelles ou imaginaires, finies ou infiniment petites, et si 

eAe" représente ce développement, en sorte qu'on ait 

y = Σ Ae"'r' 

nous appellerons, avec M. Liouville, dérivée d'ordrepdela fonction la 

nouvelle fonction ^Aa''eax, qu'on déduit de la première en multi-

pliant chaque terme par la puissance ρ du coefficient de x; ainsi. 
Ton aura 

p- = y \a''<··". 
dx ρ « 
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quelle que soit la constante p, positive, négative, entière, fraction-
naire, irrationnelle ou même imaginaire. 

Quelquefois aussi, et surtout quand ρ est négatif, M. Liouville rem--

place la notation par I ydx~p, qu'il appelle intégrale à indice 

— ρ de la fonction y. Il est presque superflu d'ajouter que cette dé-
finition, dans le cas de ρ entier, rentre tout à fait dans celle qu'on donne 
en analyse, en sorte que les formules du nouveau calcul s'applique-
ront sans difficulté aux dérivées ordinaires. 

V. 

Si l'on pose, comme précédemment, 

y — zeliX, 
l'équation (1) devient 

/ d* ζ dz , \ 2 η ι dz \ 
dx2 2u + τ* + V'z) + τ\di + ν·η - m-z = 0, 

et en déterminant α par l'équation μ2 — m2 — ο, 

(d'z dz\ ( dz \ 
(5) ^ [yy -+■ * p- + ™ +μ.ζ) = o. 

Il est clair qu'il suffira de connaître une intégrale particulière de 
l'équation (A) pour obtenir l'intégrale générale de l'équation (1) [*]. 

Si l'on pose 
dPO Ζ = -—, dxp 

ρ étant une quantité quelconque à laquelle nous attribuerons plus tard 
une valeur particulière, l'équation (5 ) devient 

dP^t) dP+'Q dP+'b dPB 
(6) x dxp2 + 2ux dxp+1 2n dx p+1 2un dxp =0 

[*j Kn réalité, l'équation(5), en adoptant les deux valeurs de p., donne lieu à deux 
équations différentielles distinctes, et il est nécessaire de connaître une intégrale parti-
culière de chacune de ces équations. 
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Pour avoir l'intégrale à indice λ du premier membre de cette équation, 
nous nous servirons de la formule suivante, qui sert à intégrer le pro-
duit de deux facteurs [*] : 

Γ
; φφ,<ώΓ; = φ, fX tpdx* — γ ̂ y+1 cldxy+1 

+ MhtL) giy+2 cl dxy+2-.... 

On voit que le nombre des termes du second membre sera limité toutes 
les fois que <p, sera une fonction rationnelle et entière. 

On aura donc 
p+l dP^B j .,, d 6 , 

J xd^dx x dx p+1 0 

f+xS^'dxP+i = 3# — (/»+ t)f9dx. 

D'après cela, l'intégrale à indice (p +1) du premier membre de l'équa-
tion (6) sera 

x 'lx 2Ρ·Χ@ ( a" — P — ι) ô -4- aμ(η — ρ — ι) fôdjc. 

Si donc on désigne par ψ la fonction la plus générale qui satisfait à 

l'équation 
dP^Sf __ 
dxt+x 

on aura 

x dx + 2P-X^ (2n ~ Ρ ~ 0 5 A- 2ju [η — ρ — i)J6dx = ψ ; 

si l'on pose maintenant p= η — i, le terme f$dx disparaîtra, et 
l'équation en 6, réduite au premier ordre, deviendra 

(7) x d0/dx+ 2ux+n 0=y 

la fonction ψ satisfait à l'équation 
d"i> 
Έϊ ~~ °' 

[*] Journal de l'École Polytechnique, xxie cahier, p. 166. 
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et la valeur de ζ sera donnée en même temps que celle de 5, au moyen 
de la formule 

</»-' ο 
z = dxn-1 

La fonction complémentaire ψ est nulle si η est entier et négatif; elle 
renferme η constantes arbitraires si η est entier et positif; tlans tout 
autre cas elle en renferme un nombre arbitraire, mais limité : au sur-
plus . nous n'avons pas à nous occuper ici de cette question. 

La supposition de ψ nul dans l'équation (7) ne fera qu'altérer la gé-
néralité de la valeur de 0, mais cela importe peu, puisque nous n'avons 
besoin que d'une valeur particulière de z. 

Si donc on fait A = o, l'équation [η) devient 

■;») χ ■■■,-—f~'2/Jur — n) 9 = o. 
ou 

τ-1- (^ 'luix - π· 
α on 

S Ae"*'" X-", 

A désignant une constante arbitraire. 
On aura donc une intégrale particulière de l'équation (o) en posant 

9. z = A dn-1 e-2ux x-n 
dx ' 

VI. 

L'intégrale de l'équation (8) fait connaître immédiatement ceiie de 
l'équation (7) parla méthode de la variation des constantes ; on trouve 
ainsi que la valeur la plus générale de 0 qui satisfait à l'équation 7} 
ou à l'équation (6; est 

( 1 o) 5 — Ae~''-.UTx— e—'-'-y·' x~" je'1"* x"~x 'Idx. 

ψ étant, comme nous l'avons dit, la fonction la plus générale qui sa-
tisfait à l'équation 

rf"-i 
'dx'· ~~0, 

Tome IX.— JYIN iSp. L9 
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si η est un nombre entier, la fonction ψ renferme η constantes arbi-
traires, et l'équation (10) donne pour Q une expression renfermant 
7?+1 constantes arbitraires, comme cela doit être. 

VII. 

Il résulte de ce qui précède qu'on satisfera à l'équation (i) en posant 

(") 
. ci"-1 {é~'1!uc ΛΓ-") 

J dxn-1 

μ. étant l'une des racines de l'équation 

μ2 — m3 — ο ; 

l'intégrale générale sera donc 

( ï 2) 
A „ __ d«-< {eimlχ-") 

y = Ae dxn-1 dx n-1 

A et Β désignant deux constantes arbitraires. 
Telle est la forme simple et remarquable sous laquelle se présente la 

valeur générale de y, valeur que l'on pourra aisément calculer toutes 
les fois que η sera un nombre entier, mais qu'il importe de savoir 
transformer. 

Nous allons examiner successivement les deux cas bien distincts qui 
peuvent se présenter. 

VIII. 

Supposons η positif ou de la forme α + β \j— 1, α étant positif. 
On a 

x~n =. —i-, f e~"xun~Kdu. 

Γ (η) désignant, suivant l'habitude, l'intégrale eulérienne de seconde 
espèce 

ί e'~"u"~sdu. 
J Ο 

D'après cela, l'équation (11) devient, en mettant simplement A au 
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lieu de , 
n-1 s 

y — J xu"~' du; 

or 
Jn-i /»» 

I e-(«-î-2";·'·· /i" 1 du 

= (— i)"- 4 £ e~d"~u'l~' (u -+- a p.')" 4 gÎm, 

donc 

( 131 y — Ae~."x£ e x"u"~' (M+ αμ)
η 'du. 

Telle est l'équation qui, dans le cas de /2 positif, remplacera l'équa-
tion (11). 

On en déduit, pour l'intégrale générale de l'équation Ci), 

(14) 

y = Ae~'nx ££ e-x" u
n

~' (u -4- du 

-f- Β emx ££ e~x" u(u — 1 m)
n

~' du. 

Si, par exemple, τι = ι, on a 

Ae-"' + Be"' y = : 
si /7. — 9. , 

y = Ae~mx ( -, + +Be"»(-,- -,), 
v \x* x2J \.r3 χ-] 

valeurs qu'on peut aisément vérifier. 
On voit en général que la valeur de y s'obtiendra sous forme finie 

si η est un nombre entier, et que dans aucun cas les intégrales définies 
de l'équation (i4) ne deviendront infinies. 

On peut aisément vérifier à posteriori l'exactitude des résultats aux-
quels nous sommes parvenus. 

En effet, si l'on pose 

y = f ' e~ u"^ 4 (u-had)"" 4du. 

26.. 
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«
0
 et u

t
 étant indépendants de x, et qu'on porte cette valeur dans 

l'équation (i), le résultat de la substitution donne 

g — {μ Η-a, + __ e — [μ,-Γ-ιι,^χ
 a

« .i
 2p.)" ~ Ο , 

équation qui sera satisfaite si l'on fait 

uQ =: ο et irt cc. 

On satisfera encore à l'équation précédente en posant 

w0 = o, w1 + 2p.~-o, 
ou bien 

«ο + 2 p. — ο , et îî, -= cc ; 

en sorte qu'on pourra prendre pour valeur générale de γ, 

( 15) 
γ = Ae mx f e~~J" u"~1

 (2m -H M)" ' du 
T/U 

+ Be mx 2mu"~ * (2m — «)""" 1 du, 

expression qui sera souvent plus commode que celle fournie par l'équa-
tion ( 14)? et qui, du reste, peut être aisément déduite de cette der-
nière. 

Il est clair que l'équation (14) subsiste quelle que soit la constante 
m réelle ou imaginaire. 

IX. 

Avant d'examiner le cas de η négatif, il est nécesaire de rappeler une 
formule importante due à M. Liouville [*], qui sert à transformer 
en intégrale définie, une intégrale à indice positif 011 de la forme 
α -t- β y— ι, « étant positif. 

Cette formule est la suivante : 

(.6) fPr ·''·(lx'' - -ç
p)
 £ ψ(,χ + ") id'^du. 

[*1 Journal de l'École Polytechnique, \xi'' catiier, p. 8. 
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L'exactitude de cette formule exige que la fonction φ(χ; s'annule 
pour χ = ce, ou, en d'autres termes, que le développement de o{x) 

on série d'exponentielles ̂  A
u
enr ne renferme que des exposants né-

gatifs ou de la forme α + β y' — ι ? α étant une quantité négative. 
Il existe toutefois une formule analogue à la précédente et qui donne 

le moyen de transformer j*P (f{x)dxp, lorsque la fonction ç qr) s'an-

nule pour χ — — oc, ou que son développement en série d'exponen-
tielles ne renferme que des exposants positifs ou de la forme « -+- β y U~î. 
α étant une quantité positive. 

Supposons en effet a de cette forme dans l'équation 

cl(x) = eAa eax, 
et soit 

X - f φ (χ -- u)up~'dui 

on aura 

X J A
a

ea *-"> ur~ 1 du , 

ou , en intégrant sous le signe ̂ , 

x = y
 A

«
e

"
x

 i
05 e

~"
u uP

' '
du

· 

Or, la partie reellede a étant positive, on a 

fC°e~a"up-,du = ; 
donc 

χ r
(p)2^ =

 t
(p) f ? -f-J·-*·''·· 

et, en remettant au lieu de X sa valeur, 

( " 7) J
P
 <p(x) dxp — — jf φ ίχ — «)«'" 1 foc 

Cette démonstration est, semblable à celle que M. Liouville a donnée 
de l'équation (i 6). 
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Il ne faut pas oublier que les formules (16) et (i 7) n'ont lieu, la pre-
mière , que si φ ( oo) = ο, et la deuxième, que si φ (— oo) = o. 

X. 

Examinons maintenant la forme de l'intégrale générale de l'équa-
tion (1) quand η est négatif, ou de la forme α + β \j — 1, a étant néga-
tif. Si l'on change ne η — η, les équations (1) et (11) deviennent 

(1 bis) 
<f2r indy „ 
dx2 x dx m2 y =0 

(ι 1 bis) j — Ae'
ix 

J " ' e '
l!
'
x

x
n

dx
n+K

. 

L'équation (11 èw)fait connaître deux intégrales particulières de l'équa-
tion (x bis) correspondantes aux deux valeurs de p., et par suite l'inté-
grale générale. 

Si donc on remplace μ successivement par -+- m et — m dans l'équa-
tion (11 bis), on aura pour l'intégrale générale de l'équation (1 bis), 

(18) y — Aemx e~2'nx x" dxn~*' + Βe"mx e2mxx" dxn+t, 

A et Β désignant deux constantes arbitraires. 
Si m est réel ou de la forme α -+- β \j —- χ, α n'étant pas nul, on aura, 

en vertu des formxxles (16) et (17), 

Γ " ' ' e2,nx x" dxn+ ' — „ 1 f e2mix~u} (x — u)n un du, 
-1 n+1 n+1 

Γ " ' ' e2,nx x" dxn+ ' — „ 1 f e2mix~u} (x — u)n un du, 
J T{n 1) J

0 

et l'équation (18) devient, en mettant simplement A et Β au lieu de 
Λ ^ 

(^ΐ)"^Γ(«-|- ι)' Γ(« -f- 1)' 

'9 

y — Ae~~
mx

 £ ('
 2m

" (x + u)" u" du 

-hBemx £ cr2m" (x — uf u" du. 
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Telle est l'intégrale complète de l'équation (1 bis) dans le cas de η po-
sitif ou de la forme α -f- β y' — 1, a. étant positif. 

Les deux intégrales définies qui y entrent, ne deviendront jamais 
infinies, même si m était de la forme β y— 15 mais il est évident que, 
dans ce cas, les formules (16) et (17) cessent d'avoir lieu, et l'équation 
(19) ne représente plus l'intégrale générale de l'équation (1 bis). 

Si η — ι, on trouve 

y = Ae~~mx(mx -+- 1 ) -+- Be"" (mx — 1); 

si η = 2, 

y — A e~'nx (m2x2 3mx h- 3) -+- Βe^'nx(in2x2 — 3mx 3j, 

valeurs qu'il est aisé de vérifier. 
En général, on voit que la valeur de y s'obtiendra sous forme finie 

toutes les fois que η sera un nombre entier. 
La substitution dans l'équation (1 bis) de la valeur de y, fournie par 

l'équation ( 13), s'effectue très-simplement; mais le résultat de cette 
substitution n'est nul, ainsi que nous l'avions prévu, que si m est réel 
ou au moins de la forme α -t- /3 y' — 1, a n'étant pas nul. 

Ce dernier cas ne saurait offrir aucune difficulté, et on le ramène au 
précédent ; effectivement, si l'on change m en m y — 1, l'équation ( 1 bis) 
devient 

, d2r 2Λ dr „ 
(1 ter) ter) sr - τ dk+ my = °' 

dans laquelle m est une quantité réelle. 
Or, si dans cette dernière on change χ en χ \J — 1, on retombe pré-

cisément sur l'équation (1 bis)·, on obtiendra donc l'intégrale de l'équa-
tion (1 ter) en changeant χ en χ y*— 1 dans l'équation (19), On aura 
ainsi 

(20) 

y — Ae mxV~{ j* e -mu
 (x\J— 1 -t- u)" u"du 

+ Β emx v'~1 Γ V2'"" (χy - 1 - u)n u" du, 
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résultat qui, comme les précédents, est très-facile à vérifier à poste-
riori . 

XI. 

Nous avons déduit de l'équation (12), qui exprime dans tous les cas 
l'intégrale générale de l'équation (1), deux autres formes de cette in-
tégrale générale, évaluées au moyen d'intégrales définies, facilement 
exprimables à l'aide des transcendantes eulériennes, et qui ont l'avan-
tage de ne jamais devenir infinies. Toutefois, ainsi que nous l'avons 
déjà dit, si η = σ, ■+■ β y— Ο ta première exige que a soit positif, et 
la seconde qu'il soit négatif. 

Ces deux cas, que nous avons examinés séparément, et que nous 
avons traités par des méthodes différentes, peuvent aisément se rame-
ner l'un à l'autre, en sorte que l'intégrale de l'équation (1 ) étant connue 
dans l'un de ces cas, on la connaîtra aussi dans le second. 

Soit 
y F ( η , oc) 

l'intégrale générale de l'équation (1 ), dans laquelle on suppose η tout 
à fait quelconque; si l'on change η en —· rt, on retombera sur l'équa-
tion (1 bis), dont l'intégrale générale sera 

y — F ι — n, oc) ; 

or. il est facile de voir quel changement éprouve la fonction F, quand 
on y change η en — n; si, en effet, on pose 

r — oc2"^ z, 

l'équation (1 bis) devient 

d-z iin+l)dz , —, -+- '■ m2Ζ — Ο, αχ- χ αχ 

dont l'intégrale générale sera 

ζ F [{« - 1), oc]. 

L'intégrale générale de l'équation (1 bis) sera donc 

y — x2n+> F[(rc -- ïj, 0C\. 
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il est évident que l'équation 

F (— η, χ) = F [ η + ù x] 

a lieu, que F soit ou non l'intégrale générale de l'équation (i); si donc 
on prend 

F Γ — η , χ) — A e!'x j e-2.a* x" dx"+i. 

,j„ ( -lux _-η-Λ 
F (η -t- ι, χ] = A'βμτ ' '· dxn 

on aura cette formule remarquable, au moyen de laquelle une inté-
grale se trouve exprimée par une différentielle, 

/"+' . ά"ίε~2<υ* x~"~é 
c x" (lx"^{ Cx2n^' — -■ 

dx" 

La constante C se détermine aisément; on trouve 

c = fëH-
Si dans l'équation précédente on fait e—ν·* X, elle devient 

Ί /Vï-4-1 ,1 h ι /*2Λ-4-4 Xx"rfy,+I = -É-. -é- / xdx2n^. 
•r J "·£ JC" J 

et cette formule a évidemment lieu quelle que soit la fonction X. 
On peut renfermer dans un même type les intégrales de toutes les 

équations différentielles ( i) quand η varie. 
Si, en effet, on pose 

^ d- u:'v""x '■ r,, _ x "·) V Λ · - · \ - —— .1 # _ „ dx"~' dx"-

l'équation ( r A) deviendra 
y = Ce-mx - C'emx 

XII. 

Dans le cas de m — ι, on satisfait à l'équation ( ι bis> en posant 
y = cos ax da ; 

;
 ( ι -t- α in-*1 

et, comme cette valeur de γ ne peut croître indéfiniment avec x, on 
Tome IX. — Juin 'S'il· 27 
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aura évidemment, en ayant égard à l'équation (19), 

J
o
 (Τ^Γ^ρ- da= A e~* £ e~2u(x + u)" u" du. 

Pour déterminer A, soit χ — ο, on aura 
Γα (la Γcc 

£ r, + ;^ = AX r*"*"*», 
α ou 

A ~ [Tf/Tf- or 
donc 

cos ax ue-s 
J

0
 [x+^aa-[T{n+l)]'J

0

 β & ' U)Ua"> 

formule que j'ai démontrée directement [*]. 

XIII. 

Les résultats qui précèdent et ceux que M. Liouville, et après lui 
d'autres géomètres, ont obtenus[**], montrent clairement, non-seule-
ment l'utilité, mais encore la nécessité incontestable de l'intervention 
du calcul des différentielles à indices quelconques dans une multi-
tude de questions d'analyse et de physique mathématique. Et, en effet, 
une équation différentielle étant donnée, la fonction qui doit lui satis-
faire est, en général, une fonction continue, non-seulement de la va-
riable indépendante, mais aussi des paramètres qui entrent dans l'é-
quation différentielle. D'ailleurs ces paramètres peuvent entrer dans 
l'équation intégrale comme indices de differentiation. Si l'on veut se 
borner au cas particulier où ils sont entiers et positifs, on détruit la 
généralité des formules en renonçant gratuitement à la continuité 
qu'elles présentent d'elles-mêmes. 

Nous citerons un exemple célèbre à l'appui de cette assertion. 

[*] Journal de Mathématiques pares et appliquées, t. VIII, p. 20. 

[**] Plusieurs géomètres se sont occupés, dans ces derniers temps, des applications 
du calcul des différentielles à indices quelconques. Nous citerons en particulier les 
travaux de MM. Svanberg, Ruminer et Jurgensen , publiés à Berlin , par M. Crelle. 
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XIV. 

Si l'on développe la fonction(1 — irx -t- r2)~ï, suivant les puis-
sances entières et positives de r, le coefficient X„ de r" sera une fonc-
tion rationnelle et entière de x, cpu satisfait, comme on sait, à l'équa-
tion différentielle 

21 ■' (J ~ 'r2) % ~ 2X Ê + <n + = °-

D'après cela, η étant entier, on sait encore, et il est facile de le véri-
fier, que l'intégrale générale de l'équation précédente sera 

^ = *.[*-»/,-.-^55]= 
cette valeur de y suppose nécessairement η entier et positif, mais la 
forme que M. Rodrigues a donnée de l'intégrale complète de l'équa-
tion (21) est tout à fait à l'abri de cette particularisation [*]. 

Si l'on pose 
dre 

y ~~ ίπτρ"1 

l'équation (21) devient 

dP+,0 dP 0 , . dPO 
1-x <i — χ2) -—χ- — ix -, !- ni η -4- ι —- — ο, 

et, en prenant l'intégrale de l'ordre {ρ +- 1), 

11 — χ2) ̂  -f- 2 pxQ 4- [p(p -T 1) — ni η χ- ι )][9dx — ψ. 

la fonction ψ devant satisfaire à l'équation 

dPJj = o. 
dxP 

Si l'on pose 
ρ ρ ■ 1 — n(n ■■ 1) — o, 

[*l L'équation (21) rentre dans la classe d'équations que M. Liouville a étudiée, 
vxie cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique. 

27.. 
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on a, en négligeant la fonction ύ, 

(1~ ·*
2

) £
 + 'ap-tù =

 °> 

d ou 
θ = A(i — jc3)p, 

et par suite 
. dPJ ι — xAp 

y = A dxp 

Or les deux valeurs de ρ sont ρ — η et ρ — — (η + i); l'intégrale gé-
nérale de l'équation (21) sera donc 
, ·, 1 dn.( 1—·x"*)" ,, p»+< dx"^ 

y J dxn J (t — x*)n+i 

Telle est la formule donnée par M. Rodrigues; elle constitue, dans 
tous les cas, l'intégrale générale de l'équation (21); si η est entier, la 
première partie ne diffère de X„ que par un coefficient constant. 

On pourrait arriver à l'intégrale complète (22), si l'on connaissait 
l'une des intégrales particulières de l'équation (21). Soit, en effet, 

, d" (1 — χ*)" 
■' dxn 

Si l'on change η en — η dans cette équation ainsi que dans l'équation 
f 21 ), on aura 

1-x2 d2y/dx2 - 2x dy/dx+ [n~i)njr=o, 

équation qui sera satisfaite par 
Λ Γ" dx" 

j- J1-x2n 

on satisfera donc à l'équation (21) en posant 

. dx"+i 

y = A 1-x2 n+1 
ce qu'il fallait démontrer. 

XV. 

Les résultats qui précèdent sont parfaitement connus, et je ne les ai 
rappelés que pour montrer l'heureuse intervention du nouveau calcul 
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dans un genre de questions qui ont si vivement préoccupé nos plus 
illustres géomètres. On sait, en effet, que les fonctions X„, dont nous 
venons de parler, ne sont qu'un cas particulier des fonctions Y„ de La-
place , fonctions sur lesquelles repose entièrement la théorie des attrac-
tions et qui jouent un si grand rôle dans la Mécanique céleste. 

Dans un grand nombre de cas les difficultés qu'on rencontre dans 
les applications du calcul des différentielles à indices quelconques, se 
réduisent à trouver les développements des fonctions en séries d'expo-
nentielles. U ne peut exister à cet égard de règle générale; quelque-
fois il sera nécessaire d'introduire des intégrales définies multiples : 
nous allons en trouver un exemple, dans la transformation des inté-
grales particulières de l'équation (21). 

XVI. 

Si χ est > 1, on a 

1 1= —-—. Γ e-»(*-') θ" dû, 
(x—i )"+' v(»-t-i)Jo 

(x-h I]"+7 ~~ rpT+7] J
0

 e~v{r^,]®"dcp, 

d'où 

1 1 _ = r—- r Ç f. e^'f)û" m" dû da e'^+f<r \ 
1-x2 n+1 -1 n+1 r2 n+1 

on aura donc, en vertu de la définition des différentielles à indices 
quelconques, 

Γ"+< dx"+' 1 Γ" Γ® njaj + 
j (,!:>)»+. — (_,}«+= r»(«+i)J0 1er? + 

et si l'on pose 

(9 = 9tang2^, d'où dû — φ tang ~, 
cos' -2 

cette équation devient 

s -cl x+ cos w 
n+1 dx n+1 1 sin 2n+1 w dw cos, w/2 cln dcl 

1+x2 n+1 -1 2n+2 r2 n+1 cos w/2 
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D'ailleurs l'intégrale définie relative à φ a pour valeur 

&> 
COS2"^2 -2 

r(n+1) J [ûc cos ω)η+' 

et 1 on aura, toute réduction faite, 
[·"+<_ dx·'-' __ —I Ç- sin'—' 0, 

J (i— X2^' ~ (— 2)— r(n+T)X dw 

Mais cette formule ne peut donner que les valeurs de Jn+1 dxn+1/1-x2 

qui correspondent aux valeurs de χ plus grandes que ι. On eût ob-
tenu une formule applicable à tous les cas en employant un dévelop-
pement différent pour la fonction ΓΓ ■ 

Si. par exemple, on prend 

'Τΐΰρ " FFrôX*^'(,+"s"',s· 

1 ^ rw—i ν- ^ 

{
ι-χ)Τ-' Γ(η+ι) J

n
 ' ·' 

d'où 
I =.- !-=±Zlïll Γ Γβ-(·θ-^-ι)θ"φηάθ({φβ~χ{6^*-ί) , 
1-x2 12 n+1 

et qu'on opère sur ce développement exponentiel, comme nous l'avons 
fait précédemment, on trouvera sans difficulté 

/"+< dxn+' (y/—x)"+1 Çn sin" οι dot 

ïï-x7
+t

 ~~
 2"+,r (i+T) Jo (7^^v=xy™' 

formule qui fera connaître la valeur de n+1 dxn+1/1-x2 n+1correspondante 

à une valeur quelconque de χ. 

XVII. 

Dans bien des cas la transformation des différentielles à indices quel-
conques, en intégrales définies, exige des calculs fort longs; mais il 
arrive souvent que cette transformation, effectuée dans l'hypothèse par-
ticulière où les indices sont entiers, conduit à des résultats exacts dans 
tous les cas. 
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Quand cette particularisation momentanée doit apporter des simpli-

fications notables, on devra toujours s'y soumettre, sauf ensuite à 
discuter la généralité des résultats obtenus. 

L'application de ce qui précède conduit immédiatement à la valeur 
générale de la seconde des intégrales particulières de l'équation fat . 

η étant un nombre entier, on a, par la formule du binôme, 
(jc2 — ιΥ — y —,——1* "I"')( — ι y ,T2u~2p. 

x2-1 = > AU Γ(» — p~\~ r) v > (-1)p x2n-2p 
d'où 

y r(«-H)r(a« —2/j + i) p 
dx" ^éT(n—ρ -Ι-ι) Γ(/;-Ηι)Γ(« — 2/M-i)(--1)p xn-2p 

D ailleurs 

r(2ft — 2/> + 0 _ 22"+l Γ(η + ι) V-Pd% 

Γ(η— /H-i)r(/H-tj ~ π Γ(2ρ + ι) J0 (I H- ' 

donc 

■■<-)" _ ?-2°+1 Γ(η+ι) rx d<i γ γ(λ+ι) , —- 2/,. 
<ir" 7r

 t

/
()

 (i+S1)"1·' Ζί Γ(ψ+ι)Γ(«·2^+ι) ^ ^ 12p 
mais 1 expression 

y J1ÎÎL±I) Λ.«-ν (5 v'ZTj )ip = y ?("-Ι)···(*-ν±!)χ>,^/, .--- y, 
•^r (2/J-t-l) r(n-2/7-(-i) ' 1.2. 3... 2/7 3 ^ ' 

n'est autre que la partie réelle de (jc ±9 y — i)"; on aura donc 

d"(.r-—1)" a2" r(«-f-ι ) é*50 (.r-H 9 y/—l~f {χ — δ \/—r )" ,, 
dx" ~ η Jo ~ d0 

et il est très-facile de s'assurer que l'équation (21) est satisfaite, quel que 
soit η, en posant 

y — Y Γ 9 1 (5 ~ 9V —1 ) " (i(j r* I 
J ~ J

0
 (1 -f- δ2)η+ι a9U» 

ou, ce qui est la même chose, 
7T 

2 Ρ cos-ω cosau , 
y~ Jo (cos2«+^sin3«)"+' "· 

[*j Cette formule a été donnée par M. Wantzel, dans le Compte rendu des séances 
de VAcadémie des Sciences, tome XVII, page ; 1 q r. 
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XVIII. 

il résulte de ce qui précède que si η est positif, l'intégrale générale 
de l'équation (21) sera 

7T 
A /1 + 1 Γ2 COS" 01 cos/ζω J _ Γπ sin2n_H ω , 

y = Ax J J0 (cos'w +^sm'Bj'+l J0 (χ -+- cos ω)*-'-' ' 

seulement, ainsi que je l'ai dit, la seconde de ces intégrales ne peut 
subsister que pour les valeurs de χ supérieures à 1. 

La forme de cette intégrale générale sera la même si η et η + ι sont 
négatifs, car le changement de η en — η ou de η en η — ι produit le 
même changement dans l'équation (2 1). 

Si η est négatif et η + ι positif, l'intégrale devient, en changeant le 
signe de η, 

. Γ" tlx?1

 T1
 r i-n (U'-n 

y = A J ~~ J (1—x1)" + J (ι—O'-"' 
OU 

t Γ77 sin 2"~' ω ιίΐύ /'-it sinl""2ftw » 

y = A Jo (x-hco&oi)" J0 (.v-hcosai)'-" dw 

Ces deux intégrales deviennent identiques dans le cas particulier de 
η = 4-; mais en posant 1 — 2η = h, et faisant tendre h vers o, on dé-
duit aisément de l'équation précédente la valeur suivante de y qui cor-
respond à ce cas particidier, 

y = A dw u dw sin w 
J Ο γΛ" -f- COS ω 1/« V'-r+cosw V'r+COSw 

Enfin, comme le paramètre η (η -t-i) de l'équation (21) peut être 
réel pour des valeurs imaginaires de n, on est nécessairement conduit 
dans cette question à la considération des différentielles à indices ima-
ginaires; les formules que nous avons données sont encore applicables 
dans ce cas, mais leur discussion présente peu d'intérêt. 


