JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

E. CATALAN

Note sur une formule d’Euler

Journal de mathématiques pures et appliquées 1'° série, tome 9 (1844), p. 161-174.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1844_1_9 161_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1844_1_9__161_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURES ET APPLIQUEES, (61

NOTE
SUR UNE FORMULE D’EULER,

Par E. CATALAN.

Cette formule est ia suivante:

oy =1+ e+ =) @ (rdne(r—1) o
(Y 1 1.2 I-+4x 1.2.3 1+
VY

(n+1)n(n—1)(n—2) z
+ a3 e

Elle se trouve dans un Mémoire d’Euler, inséré parmi ceux de Saint-
Pétersbourg, pour I'année 1811. Jai essayé de la démontrer d’'une
maniere qui fiit 4 la fois élémentaire et rigoureuse; ’ai cherché ensuite
quelques conséquences de cette formule.

L.

Afin de mettre plus d’ordre dans la discussion relative 4 la conver-
gence, j'établirai des a présent une série qui est, pour ainsi dire, con-
juguie de celle d’Euler, et qui est telle, que I'existence de Pune des
deux entraine 'existence de ’autre. Posons I

N

5\ —— s —
l/ —
nous obtiendrons

X =y, et x—= — - <.

[*] Pavais rédigé cette Note d’une maniére un peu différente, et je n'avais démontré
I'équation (1) que pour les valeurs de x inférieures a 'unité. M. Liouville, qui m’a in-
diqué la transformation (2), m’a ainsi permis de compléter mon travail.
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Cette derniere valeur, substituée dans I’équation (1), donne

- __. n y nin—1) y° . (n+l)”‘(”,,_,l,,) ¥
(‘%) (i—f"f) "I"‘;x-;—y_," 1.2 14y 1.2.3 (1+‘y)2
Sy (n—'—])n(ﬂ—[)(n_z)_ 7 _
' + 1.2.3 4 (,f,_y)g .
1I.

En représentant par C,, , le nombre des combinaisons de m lettres,
prises 4 & ¢, nous pourrons, dans le cas de n entier positif, mettre.
Péquation (1) sous la forme abrégée

’ N ¥ parid
W 0+ ar=3[Cin iy 2,

n+p~—4, Ap (I+.z)P -+ (‘11+p,2[)+0 (I—l-x)l;

p étant une variable qui doit recevoir les valenrs o, 1, 2,..., (n—1).

Gette formule se vérifie aisément pour » =0, n =1, n = 2: sup-
posons qu’elle ait été démontrée pour le cas ot 7 est un entier positif
quelconque, et prouvons qu’elle subsiste quand on y remplace 7
par n —+ 1.

Si nous multiplicns les deux membres par 1 + x, les termes en
22— P P
(14 2= (12" {1+ z)P

donneront, étant multipliés,

3 ! 2P (14 x) . 21 (1 +x)
(-‘/l+p-~-i- 2p—1 (—;-m: +Cln+p4|, 2 p—1 m"f‘ (‘n+p—-|,2p mf
x2P+‘ z.?[)—!—?
-+ Cn+p, 2p 41 —‘—(1 Fa)r -+ Cn+p,2p+4 (]’*_;—‘TV.
. . . . . x¥ .
Le premier terme et le cinquieme ne contiennent, ni ———-, N
(1+az)r

Pt .. 3
————-3 en les négligeant, nous aurons, pour la somme des trois
(I+ .Z‘I)P’ ? EE

autres,

Clt+p——|, 2p—1 zP -+ Cn+p—|, 2p—1 _-1‘2"'*"”
-+ Cn+p-l, 2p |(l + x)P -+ C‘n+p-—l. 2p | (I -+ ‘I)P

-+ Cn+p,2p+4 |

Mais , d’aprés la théorie des combinaisons,

Al — Al
(‘n+p—4,2p—-|+ Cn+p—l, 2p — (Jn+p, 2p>?
1
Cn +p,2p -+ Cn+p, 2p+1 — (-‘n+p+l, 2p--4 0
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done

) x‘zp 5 xzp—lv-(
et N —_—
(1 + x)j' ——2 {Cn+p, 2p (I—I‘;)—p —+ (—‘n+p+i, 2p+4 (1 + 2}
et comme cette équation ne differe de P'équation (4) que par le chan-
gement de n en 1 + 1, il résulte de ce qui précede que la formule (1)
est vérifi¢e pour toutes les valeurs entiéres et positives de 7. Il en est
de méme pour la formule (3).

Remmgue. Lorsque, n étant entier positif, on suppose x = — I,
tous les termes du second membre de équation (1) deviennent infinis,
a 'exception des deux premiers ; mais si, avant de donner 4 x cette
valeur particuliére, on multiplie les deux membres par (1 + xy, et
qu'on fasse ensuite &= — 1, on trouve o = o.

1.

Dans le cas de n entier positif, Péquation (3) peut étre représen-
tée par

ki

‘__.. . n yl[)-{-‘v
\:)’ l+]) n_‘z [C"+p~"21)(l—l—_y-)l" - Cn+p, 2p+ 4 (

;_f_ )’)P_H_ ’

Afin de ramener la quantité entre parenthéses i la forme de celle qui
entre dans 1'équation (4), je remplace

2p -t 2p—1 p
-I,,, 4__’? par A;.__‘)_,A,.\, ‘;“,‘ J— M_‘?’“_—__.,
(v 4+ ) (1 y)e (1 =+ y)F
et
I S AL
(1y)p+ (L + y)¥ (14 y)e+:
Jobtiens ainsi )

; (An ! 2P 2p -1

; . - 2 —p-i,2p Y Y

\I 'Jr—‘)"‘) " — [ ' —— — C , 2 1 *—"',]’
-+ Cn_'_Pv', 2 p—1 .‘(1 +r)e mep 2P+ T 7)7

Ol
. -1 P 2p+l
e 7 = 2 Cll+p 2p }"J Y (“/14 P 2p+a 'r‘"— 3
. , q‘I'v’—_)‘)/' ) (l - ),-)p
C o al.,
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ou enfin, en développant,

(r+1)n y: (r+1)n(n—1)
1.2 1y 1.2.3 I+4y

(r+2) (n+1)n(n—1) y*
+ 12.3.4 ESS

Cette équation ne difféere de I’équation (1) que par le changement de
x en y, et de nen — n; donc celle-ci est vraie dans le cas de n entier
négatif. Observons que dans ce dernier cas, aussi bien que dans celui
de I'exposant entier positif, le second membre de Péquation (1) n’a
gu’un nombre limité de termes.

Iv.

2 b

r . . x Y
Représentons par z la fraction —— = -2 nous pourrons , x
14 x t 4y ’

étant quelconque, écrire ainsi les équations (1) et (3):

P

) (14+x"=M + N,

e M — N -
7 (14" =M = N ;7

—

en posant, pour abréger,

M:I+n(n——r)z (.n_._'“l)"(”_l)("m?‘)ﬁ_}_.__,
1.2 1.2.3.4

_n_ (rxn(r—1) (pt2)(rt1)r(n—1)(n—2) ,
N = s 1.2.3 Z+ 1.2.3.4.5 T

.~' "l‘_ saa —‘ ;
Le terme général de M est de la forme (a1 1])(: ' 1,2 ,2; (r=1) z'; son

2

) ! e préced t (p+i—1)(n—1i) it .
lapport an terme qum le precede es “—-(21,_-—.1)(27)‘—‘ Z, quantite qui

deviendra évidemment négative & partir d'une certaine valeur de .
Donc, si I'on peut, abstraction faite du signe, rendre ce rapport « plus
petit que l'unité, la série représentée par M sera convergente. Afin
de déterminer les valeurs pour lesquelles cette convergence subsiste,
posons

fi4n—1){i—nr)

(2i — 1) (24)

[

=13

a4 ==

[T ' + o Loaprgee (R RN RN NN o "
! Ll 7
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o
[ )

4—2i*—6—2zi+nn—1)z+2=o0.

1°. Sil'ona z> 4, le premier membre de cette équation deviendra
négatif a partic d’'une certaine valeur de i; on aura donc, pour de
grandes valeurs de cette quantité, « >1, etla série M sera divergente.

2°. Dans le cas de z =4, le premier membre de I'équation sera
pareillement négatif pour de grandes valeurs de i, et la série M sera
encore divergente.

3°. Maissi'on a z < 4, lerapport a deviendra inférieur i I'unité,
et notre série sera convergente.

La meme discussion , appliquée a la série N, fait voir qu’elle est con-

vergente pour z-z 4. Conséquemment , les seconds membres des équa-
tions (6) et {7) seront convergents pour toutes les valeurs de x et de
) comprises entre les racines des équations

x! y?

=4, =4

1+ x 1 4 ¥

-

savotr,

—

2 Zay2, ¥ 2F 2y2;

x =
ou, en séparant les racines,

x' =+ 4,828..., y' = —0,828...,
x'= —0,828..., y"'= + 4,828....

V.

Développons, suivant les puissances ascendantes de a, et par la for-
mule du bindme, les deux membres de I'équation (1). Tant que la
variable x sera comprise entre x” et - 1, ces denx développements
seront convergents; et comme cette équation est démontrée lorsque #
est entier, les coefficients des méines puissances de x seront égaux dans
ce cas; donc, d’apres un raisonnemeut connu, ils le seront encore
lorsque I'exposant n sera quelconque. Ainsi, la formule (1) est vraie
pour toutes les valeurs de 7, et pour les valeurs de & comprises entre
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x” et + 1. Donc aussi 'équation (3) est démontrée pour un exposant
quelconque, et pour les valeurs de y comprises entre 5" et — 1.

De méme, si nous développons les deux membres de cette derniére
¢quation, nous reconnaitrons qu’elle est vraie pour les valeurs de y
comprises entre — 4 et y'; d’ou il résulte que 'équation subsiste pour
les valeurs de x comprises entre + 1 et '

En résumé, les équations (1) et (3) sont vraies pour toutes les valeurs
de Lexposant n, et pour les valeurs de x et de ¥y comprises entre

2(1—vya)et a1+ ya).
V1.

Si, dans I'équation (7), nous remplacons y par x, les équations (6}
et (7) donneront

M+ Nx=(r+ an, M(r + x) — N = (1 + &)

d’ou
M — At/ () N = (L =i t-a)
T 2z ’ - z(2 + x)
Ainsi,
/ - n(n—l)z + (r+4-1) 7 (n-1) (n~2) oy g”:f'%) (1) n(n-1)(r - 2)(n- 3) s
'8 1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6
) ( _(1 + x4 (14 )
- 2+ x o
rplpynin—1) (et 2)rtaie(r—1)(n—>)
o ‘Y 1.2.3 P T 1.2.3.4.5 .
\9 {1z — (1 z)

Ces deux résultats, indiqués dans le Mémoire d’Enler, donunent en par-
ticulier, en prenant z = 1, d'ou x =41 (14 v5):

n(n—1) , (rtyel—n(e—2)  _(3+y5)+2(3—y5

IO) I+ - P 1.2.3.4 I ,‘n—x(s_*_v/-g} ’
) 2 (e | (b2 ntne(eon(n2) | B3VE )T -4(3- B )T
II' ;+ 1.2.3 12345 T 2"(5'*‘3\/5\’



PURES ET APPLIQUEES. 16~

Ces deux dernieres formules donneront encore, par Paddition et la
soustraction |

(1 g " n(n—r1) + ‘n+1)n(n—1) " (mn+1)r(n—1)(n —2)

(19 1.2 1.2.3 1.2.3.4
Y 543 (3 +7§/5>" I —ay5 (3 — By

~ "0\ 2 10 o=t

o=t o) by (e e—)

/[3> 1 1.2 ~ _1.2. B B 1.2.3.4
/ 5—3y5 (3+\/5)n V5 (3— V51

— e + —_— —_—— .

10 2 J 10 on=2
VII.

Apres avoir mis I'équationt (1) sous la forme {4), cherchons, dans le
développement du second membre, ordonné suivant les puissances as-
cendantes de x, le coefficient de x*.

En représentant toujours par C,, , le coefficient de 27 dans (™,
nous aurons :

Pour le coefficient de a*~*#, dans (1 + x)-7,

(_ I)k_ﬁp Ck——p~1,p-1 H

et pour le coefficient de a*—2r—* dans (1+ax)y 7,

(_ I)k——ap—a Ck—p—a, bt

Ainsi, le coefficient de x*, provenant de

C o r (_‘ i+
A”+l,_4,2p.(*l‘m ~+ N, Tpee (I_.‘—{-—;:)if;.

sera

/ \K— 2 . ~ ~ 3
1) p(Cn+p-4,2p PaS Gk~p—0,p——| - (‘n+p,2p+| > (-‘k—p—Q,p-—i)'

Si donc nous donnons a p les valeurs 1, 2, 3,..., nous aurons

p Cn,k

:.'[/Ju) o ~ 2 . P
= ((‘Il+p-~l,2p > (Jlr—p~l,p—4 - Cn+ y2pt X Ck— —-2,p 1/
» p—=2p
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c'est-d=dire ,

4 nr—1)(r—2)...(n— k1) _ n(n—1) [ — (n+1)n{n—1) .
- 1.2.30 s k 2 1.2.3
Py (n+1)r(n—1)(n—2) &—3 (nt2)(r+1)n(n—1)(n—2) k —
(1d) A+ 1.2.3.4 T T 1.2.3.4.5 A __). 1 4
" (pt2)(n+1)n(r—1)(n—2)(n—3) k—4 k—5
\ 1.2.3.4.5.6 1 2 T

Dans ces deux derniéres formules, & est un nombre entier positif ;
. . A . k .
la variable p doit étre, dans tous les cas, moindre que —-}'—, et si n

est entier positif, elle doit étre moindre que n. Enfin, on doit prendre
le signe + ou lesigne —, etle nombre des termes doit étre impair ou
pair, selon que & est pair ou timpair.

VIII.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé la variable z positive.
Admettons maintenant qu’on lui attribue des valeurs négatives, et exa-
minons dans quel cas les séries M et N seront convergentes.

Nous avons trouvé, dans le § 1V, pour 'expression du rapport

\ . . ;o n4i—1){n—7i .
d’un terme de M & celui qui le précede, (——~)—( —7—,)7——) z. 81 le fac-
teur z est négatif, il est clair que, pour de grandes valeurs de 7, ce
rapport sera constamment positif. Done, & partir d'un certain rang,
tous les termes de la série M seront de méme signe; et comme le coeffi-

A . . . . , , {*—i—n(n—1
cient de z est, abstraction faite du signe, égal & ——— i>-) , quan-

§li—
tité inférieure a i lorsque i sera suffisamment grand, il s’ensuit que
si la variable z est comprise entre o et — 4, la série M sera con-
vergente. L’application de la regle de M. Raabe ferait voir que cette
série devient divergente a partir de z = — 4.
Les mémes considérations, appliquées a la série N, conduisent aux

2

mémes conséquences.
Actuellement , I'équation
x'l

=3, ou & —2z2xr—z=0,
1+ x ’

o Pt ot PEpbaee o XA RERNRRE [ . e
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donne

2= 1z iz 1)z
Ces deux racines sont imaginaires tant que z est comprise entre o et
— 4; nous pourrons donc les représenter sous cette forme

x=—(1—0a)EBy—1,
en posant

a=%z-+1, fr=—42 —z
Ces deux dernieres équations donnent
a?+ B2 =r1;

ainsi nous pouvons prendre

o= COS W, f =sinw;
d’ou
2= —2(1 —cosw) = — 4sin’ jw,
et

NS

I +X=Ccosw = y—1Isnow.

Ces valeurs, substituées dans I'équation (6), donnent

(cosw = y—1sinw)" =1 —4 "(l”—ji)sin”%w+...

+ [’; _A(f_’*_'%);(g—:) sin® L @ +] (— 2sin®* Lo = y— 1 sinw).

Mais,

’ . n . . .
(cosw &=y —1 sinw)" = cosnw = — 1 sinnw, sinw=2siniwcos!w;

donc, en égalant les parties réelles et les coefficients de y — 1,

COS N = I — 41(?_:2‘__1_) sin? Loy + 42 (lz+1)’:(’;—31)4(n—2) sin* L o— ..
n (4 1)n (2 — 1)
— 2 ; ; +2-4 *——T:Q_."g'—‘""— I T ey

Tome IX — Mar 1844. 22
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n 4 (r+1)n(n—1)
T 1.2.3

sin® L o
(16) sinnn=sino e (n - 2)(n - 1) (2 — 1) (n — 2)
1.2.3.4.5

sin* Loy —...

On réduit aisément les coefficients des puissances de sin Lo dans
I'avant-derniére équation, et on la raméne alors a la forme

(n+1)r*(n—1)
1.2.3.4

s (n+2)(n+[)n2(n—ﬂr(n———2) —
A 1.2.3.4.5.6 s

o,
;cosmo =1 v-—[;.:sm”%w + 42,

(17) |

in4 1
SIn —ib)

CIEN

W~ .

Dans ces deux formules, I'arc o doit étre compris entre o et 7.

1X.

Les séries (16) et (17) conduisent 4 un grand nombre de résultats
plus ou moins remarquables.
D’abord, si nous supposons successivement

i3 am
N = - (,):;, ) == ——»,

3

nous obtiendrons

(18) sin 7T =1 3| P00 o) i) )

3 2 1 1.2.3. 1.2.3.4.5 A
\ os T i (nt-1)n*(n —»—_1_) _(:11—'—2)(ﬂ+12?2{7l—1)£{2—2)
(19} cos 3 =1 1.2.3.4 t.2.3.4.5.6 T e
o A (nT)nn -1 2 (22} (n=-1) (1) (n—2)
(20) - sin SR =g Ty e R
o L (f_—i:ﬁl)n’ (n—1)
[21) cos 5 —l 72—+ 2 T3 T
) conm ozl o(n41)n(n—1) g (72 (n+1)r(rn—1)(n—2)
(23) sin’T —4y3| f - 3n A= g T v o R
(23) cos = (3 L glrtirie—y
3 1.2 1.2.3
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Si, dans les équations (18) et (19), nous faisons

1 _. 3 3
’l‘i" n—z: n»——g’

il viendra

r 1 i 1 1.3 1.3.5 1.3.5.1
Ny L
\24) Vi 2 e 2.4.25+ 2.4.6.27+ 2.4.6.8.2° AN
LA 3 _ 1 1 .3 1.3
A Vo= on 2.4.2  2.4.6.2 2.4.6.8.27

. :;:__ 3 7.3.1 11.7.3.1.5 15.11.7.3.1.5.9
el 378 T3 T a5 T va3456,4 T
foy E/h_é_ 3  7.3.a _ 11.9.3.1.5
2T 3V T3 TN T Teshd a4 56.5
: 2 5 3 5 7.1 9.1.3 1r.1.3.5
( 3= 2 _ 7t ¢ — —_.
28) 3\/3 2 2.2° 2.4.2°  2.4.6.2 2 £.6.8.22 7
g 2 3 5 P 9.1.3
29 =3~ 32575 4.o° 2.4.6.08 -+ 2.4.6.8.92 +
En prenant, dans les équations (20) et (21),

n = %7 n=4%, n=i,

nous aurons de méme
o Ity g, &2 . 7428 1074258
(30; 2T 3T TR3E Y 3485 T 86,5 T
. 3 5 _ . T 4.2 s 1425
B SV =3 gy et ey =t e —
% - 1+l.3+ 1.3.5 n
I\ 2 v2—1+4 m 4.8.12 [
T 5 7.1 9.1.3 ar.i.3.5
(33) V2_5~Z~4_.§_4. 12 480206 0

Les équations (22) et (23) conduiraient a des résultats du méme genre.

22,
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X.

Dans I'équation (16), divisons les deux membres par nao, puis
supposons que 7 diminue indéfiniment; a la limite, nous pourrons

supposer
sinew
nw - ?
d’ou
$ ; B
(34\ 51N @
VU h4— Zsin’ Lo + 4% 37— L2 Loy 4 43 223 et o
Ha 3o 34550 2" [56, Mz
;o - . _ b1y . T P 27
Cette série donnera, par les hypotheses » =3, w=72, ©= 7,

2 4
1 2 2 2.4 2.4 2.4.6
(36 _—I+§+3.5+_—'§+57g+7.9.14}+79n 3
am o=l 3 3.6 3.6.9 3.6.9.12 ‘
(37¢ "3‘*7\’3[‘ + 53 545 7567 56989

. 3 3 6 3. 6.9 - 1 L2 1__i ’
XI.

Si, dans I’équation (17), nous retranchons les deux membres de 71,

nous aurons

(n+1)n*{n—1)

nt .
in2 1 _ 1 1 2 LN .
— COST =* lnw=4h—sin’jo sin* L+ ...
I — COS nw =2 SIN* 5 Nw 4‘_25 5 4 W Lo ;

d’ou
ne v, 2

s — .
n—1)(n—1 .
o | —2 _étl;vwsm Lw —42(_——)—(———25111‘%&)—{»... ;

1.2.3 A
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puis. en supposant 7 == 0,

\r] .

— A oein? L 2#__1.__ m* i 3 _,I'_z.._. 1 0’1‘ *
=4 sin Lo+ 2.3.45111 tw+4 5F 56 sin®, w0+ ["].

tn?

< 3())

v

lLes équations (34) et (3g) permettent, comme on le voit, de déve-
lopper un arc ou son carré suivant les puissances du sinus de cet arc:
elles supposent, ainsi que les précédentes, » < 7.

Si, dans Péquation (39), nous supposons successivement

w=in, W= %7, w = %m,

nous aurons
4o LA 1 + 1.2 n 1.2.3

8 T tsE i T35 6 556

4
R L UL S R L. S 24
AN 5 T ot 3T s T8 T B g0 Ggiii :
o 2 .1 3 3.6 3.6.9 3.6.9.12
12) >7T( 2 2 3.4+3.4.5.6+4.5.6.7.8+5 6.7.8.9.10
Xn

7

Revenant & I’équation (1), je la mets sous la forme

( 3 — n—1 a* in —_ 3
(thazf—t_ 1., "1 ntr)(r—y) &t
n 1 1.2 1+ 1.2.3 1+x
(rtr)ln—1) (n—2) -
1.2.3.4 {14+ a)

Si Yexposant » diminue indéfiniment, nous aurons

h {(1+az)—1 ” v ox? 1 x?
1. - i T2 — T T s
u n 2" 1—x 2.3 1-&

1 x4 1.2

T IEhFa T 345 Gray

+is

1 2t —1 , o
( ) se présente sous la forme | quand on y fail

La fraction

[*] La formule (3g) est due & de Stainville; elle se trouve dans le Cours & Analyse
de M. Cauchy. Au reste, la plupart des résultats contenus dans ces dernicrs paragraphes
sont probablement connus: si je les ai rapportés, ce n’a eté que pour montrer com-
hien la formule d’Euler est fertile en conséquences.
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n = o3 mais, en appliquant la régle ordinaire, on trouve que sa li-
mite est égale au logarithine népérien de 1 -+ x; donc

1 I x3
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Cette scrie est convergente, aussi bien que les précédentes, entre
x=120 —ya2) et x=2(1+ya2).

Elle donne, par exemple,




