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WAL VAV W VARV A Y

MEMOIRE
SUR LES SURFACES ISOTHERMES ORTHOGONALES;

Parn M. J. BERTRAND.

Tes seuls cas particuliers ot Pon ait déterminé la forme des surfaces
isothermes ont présente jusqu’ici une circonstance remarquab]e: je
veux parler de Vexistence de deux autres systemes de surfaces coupant
les premicres a angle droit et orthogonales entre elles, qui peuvent
également étre considérées comme isothermes. Tl m’a semblé utile
d’examiner si ce fait pent étre érigé en théoréme général. La discussion
de cette question fait 'objet principal des recherches suivantes.

Je démontre que le théoréme en question conduirait a des résultats
inadmissibles et qu’il existe certaines conditions sans lesquelles un sys-
teme de surfaces isothermes ne saurait étre conjugué i deux autres
systemes de surfaces isothermes orthogonales entre elles et aux pre-
miéres. C’est par hasard que ces conditions se sont trouvées remplies
dans les cas examinés jusqu’ici.

Les surfaces cylindriques, que je considere en particulier, satisfont
toujours aux conditions établies pour des surfaces quelconques. Je
démontre en effet que des cylindres isothermes sont toujours coupés
orthogonalement par d’autres cylindres également isothermes. Ce
théoréme était déja connu, il avait été donné par M. Lamé comme une
conséquence analytique du caractére assigné par lui a un systeme de
surfaces isothermes.

Je me suis aussi occupé des surfaces isothermes de révolution; les
surfaces orthogonales conjuguées sont, dans ce cas, desplans et d’autres
surfaces de révolution dont les méridiens coupent a angle droit ies
méridiens des premiéres. J’ai trouvé qu’un systeme de surfaces iso-
thermes de révolution étant donné, leurs trajectoires orthogonales de
révolution ne peuvent étre isothermes que dans le cas particulier ou
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leurs méridiens sont les bases de cylindres isothermes. Dans ce cas, les
méridiens jouissent d’une propriété remarquable. Les courbes de I'un
des systémes sont coupées par leurs diverses trajectoires orthogonales
en des points dont les distances 4 I'axe de révolution sont dans un rap-
port constant.

Je commencerai par établir directement les conditions connues pour
qu’une série de surfaces puissent étre isothermes. Ces conditions sont,
comme M. Lamé I’a montré, une conséquence fort simple de I'équa-
tion de Fourier, et nous pourrions les prendre pour point de départ;
mais il sera utile de les déduire de considérations analogues a celles
qui serviront dans le reste du Mémoire.

I.

Considérons dans un corps en équilibre de température la série des
surfaces isothermes; prenons sur 'une d’elles un élément superficiel w,
et par les différents points du contour de cet élément, faisons passer
des courbes qui coupent & angle droit les surfaces considérées. Ces
conrbes formeront un canal dans lequel le mouvement de la chaleur
s’effectuera indépendamment de ce qui se passe dans les autres par-
des du solide, car le flux de chaleur 4 travers ses parois sera,
comme oun sait, égal & zéro. Il faut par conséquent, pour Véquilibre,
que les diverses tranches du canal soient traversées a chaque instant
par la méme quantité de chaleur. Soit s la longueur du canal comptee
partir de la surface sur laquelle a été pris I'élément o. La ligne s peut
servir a caractériser les diverses surfaces isothermes, car ces surfaces
sont, par leur nature, déterminées dés que Pon connait un de leurs

points. Si V désigne la température de la surface qui correspond a

dv

Parc s, et & 1’élément intercepté sur cette surface par le canal, o’ A

sera le flux & travers cet élément. Ce flux devant étre constant, on
aura

dv
(L)’I — C’
d’on
d.
(I) dV = 9—;,
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(2) V:Cf%

Reste 4 déterminer o' en fonction de s. 1 semble évident que la loi de
variation est indépendante de la forme donnée i la section qui sert de
base au canal; c’est ce qni résultera d’ailleurs de 1a maniere dont nous
allons la calculer.

Quelque petite que soit la surface par les points de laquelle on
mene les trajectoires orthogonales, cette surface peut étre décomposée
en un nombre infini de rectangles infiniment petits par rapport & elle-
méme. Supposons ces rectangles déterminds par les intersections des
lignes de courbure de la surface, et considérons un filet normal aux
surfaces isothermes, et ayant pour base I'un d’entre eux, cherchons
Vaccroissement de la section lorsqu’on passe d’une surface isotherme
a une autre infiniment voisine. Toutes les sections seront, comme on
sait, des rectangles infiniment petits. Soient o et £ les cotés de P'un
d’entre eux, R et r les rayons principaux de la surface sur laquelle i
se trouve, et enfin ds la distance 4 la surface infiniment voisine. On
aura évidemment

@+ doiai R+ ds: R,
B+dB:f:ir+ ds:p,
d’ou

doe = — a’ﬁ:%‘ﬁ;

et, parsuite, le reclangle, qui était «f3, devient

(o + do) (B + df) = aﬁ(H— i’é‘ n ff_f>,

. . ' 1 1
il augmente donc proportionnellement 4 la somme R T 7 somme que
nous appellerons, avec Mie Sophie Germain, courbure de la surface au
point considéré,

Chacun des rectangles augmentant dans le rapport trouvé ci-dessus '
il en sera de méme de I’élément ®, et nous pourrons écrire

(3) dw = wds (1% + l),

r
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et, par suite,

4) o =C,e H

remettant cette valeur dans I’équation (1), il vient

(5) V= Cglfdse—f‘" ¢ (R+r—).

Cette formule permet de calculer la température d’un point quelconque
lorsqu’on connait la loi de variation de la courbure le long d’une ligne
perpendiculaire aux diverses surfaces. Elle apprend, par conséquent,
conformément 2 ce qu’on devait prévoir, que des surfaces choisies au
hasard ne peuvent pas étre considérées comme isothermes, car en pre-
nant diverses trajectoires orthogonales on trouverait des valeurs dif-
térentes de la température aux différents points d’une méme surface.

1l est facile de déduire de la formule (5) la condition nécessaire pour
que des surfaces données puissent étre isothermes; il faut que, s et s’
désignant les longueurs des deux trajectoires orthogonales différentes,
comptées entre les deux mémes surfaces , on ait

e as (X ‘_ P _ 's’ds L, _'_,
6) ‘/‘5 dse jr) (R—h) :f e /0 (R+,)

Différentions les deux membres en prenant pour variable indépendante
un parametre quelconque X, il vient

' 1 Ly 1
s = *G@) ~ (w—:)
—e =——e
d)

fm)
L di

.

Prenons les logarithmes

; ds s (1 1\ 4 s (T 1
\8\) 12.;—'[0' dS(E-{“;)——la—)‘—b/o‘ dS(ET,—f-r,).

r I' L P IR
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Si nous différentions une seconde fois, il vient

ds d2s’
RN e ds (1 1y i ds' (1 1
W) E—ﬁﬁ+ﬂ—ﬁfﬁﬂﬁ+ﬂ’
dx dr

et, par suite, le premier membre, c’est-a-dire

ds

i ds |1 1
ol z—ﬁ%+#

d

ne doit dépendre que de la surface que l'on considére, c’est-a-dire
qu’il doit étre une certaine fonction du parameétre ). 1l est facile de
faire coincider ce résultat avec celui de M. Lamé. 1 étant, en effet, le
parametre qui distingue les surfaces les unes des autres, on peut con-
cevorr leur équation résolue par rapport a ). Soit

) ¢ (X, 7y 2) =1

cefte équation. La distance ds de deux surfaces infiniment voisines
s'exprime facilement au moyen de «/}. Supposons, en effet, que 'on
prenne sur la normale & 'une des surfaces une longueur infiniment
petite ds; si &, y, z sont les coordonnées du point par lequel cette
normale est menée , les coordonnées de I’extrémité seront

ds i{\ ds d—A
r + - dx -+ _‘,,,‘“_;___,,*._.d;}:,,,ﬁ S
‘ \/m\)ﬂ CACNNET  J \/ A\ 2 d)\j? ('dxy’
(Zi, +\% e dz) T\&) T\ &
d
ds =2
d dz

\/“dx TDN? (dn\?
(lx> + @ + kE
e, par conséquent, I'accroissement de 2, lorsque I'on passera de la

surface & laquelle appartient le point x, 5, z, 4 celle qui passe par I'ex-
trémité de notre petite normale ds, sera

a 2y dxd”_.d\/dw A3\ | [d3\*
;[;(x’kzvf‘}"—‘_?l; & = das Ir —+ dy -+ A

Tome IX, — AvriL 1844. 16
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d’ou l’qn tire

(12) ds = “

\/ dA\2 _ [dWNE  jda\2’
(@ @)+ (@
la différentiation donne
d [di\2 d [d\\2 d [d)\\?
ds @ (z;c) +ﬁ<d—y) +;ﬂ(a)
a )

d\2? _ d [d\?dzds _ _ (d)\?d*} 1

az) = dz\dzs) Bad - > \dz E(dly (d1>2 (dl)“
E— -+ {—
ly dz

Mais on a

TR

d (dN\® _ d (d\?dyds _  [d)\2d) 1
zﬁ(d_y I \&y) a2 \&) @ '(h)z <d1>2+ (dx 2
dy

dz) * CZ
d (d\2 __ d [d\*dads _ [dN\?d" 1
oi\az) T @\&) s *\&) T TanNT jone T TaNe
24 dy) dz)
et, par suite,
ds dN\2 d>) (dN\2d [d)\\2?d)
e iz) ar \d@y) @ T\ &) am

S S [ iy,

) 1
En calculant d’apres les formules connues la somme 1+ ~, on
- g r

trouve qu’elle est égale &

d2h/di\2 d*\ [dW\\2 d*n/dW\?2 d? d?) d®)
dzi \dz +dy2 dy dz? \ dz g.r?+dy2+_ck—’

- ’
I\ (A2 (N2 \/(@)24_ (ﬂ)2+<ﬂ)2
[ dz + 71; + da dx dy dz
et en substituant dans Pexpression (10), on voit que les surfaces ne
seront isothermes que dans le cas o1 le rapport

(i) ()~ ()
(@ (&) + (&)
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sera une fonction du seul parametre ). Réciproquement, si cette con-
dition est remplie, la formule (4) donnera un état calorifique qui, une
fois ¢tabli, se maintiendra indéfiniment, puisque tous les éléments des
différents canaux gagneront 4 chaque ipstant autant de chaleur qu’ils
en perdront.

II.

Un systéme de surfaces qui s’enveloppent les unes les autres étant
donné, elles ont toujours deux séries de surfaces trajectoires orthogo-
nales qui les coupent suivant leurs lignes de courbure; dans les cas
examinés jusqu’ici en prenant pour surfaces primitives des surfaces
isothermes, il s’est trouvé que les surfaces orthogonales étaient anssi
isothermes; il est important de savoir si ce fait peut étre érigé en théo-
reme général. Pour nous assurer qu’il n’en est pas ainsi, nous em-
ploierons la méthode si connue de démonstration par Vabsurde, qui
consistera ici & admettre d’abord le théoréme, pour en déduire des
conséquences dont quelques-unes ne seront pas exactes.

Considérons trois séries de surfaces isothermes orthogonales, et soit
ABCD un rectangle curviligne de dimensions finies, formé sur I'une
d’elles par quatre lignes de courbure, fig. 1; menons quatre lignes de

Fig. 1.

courbure respectivement tres-voisines des quatre premiéres, de ma-
16..
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niére 4 former aux quatre sommets A, B, C, D, quatre rectangles infini-
ment petits, dont je désignerai les cOtés par (@, b,), (@, ,), (a3 b,), (@, 5.4);
soient iy, i,, iy, i, les distances comptées sur les normales aux points
A, B, C, D, entre la surface considérée et la surface infiniment voisine.

Puisque, par hypothése, les surfaces normales 4 ABCD, et dont
’'une a AD pour trace, sont des surfaces isothermes , on peut concevoir
sur chacune de ces surfaces une température telle qu’il y ait équilibre
calorifique, et telle, par conséquent, qu’en considérant le filet com-
pris entre la surface ABCD, la surface voisine appartenant au méme
systéme et les deux surfaces orthogonales a celle-la passant par BA et
B’A’, les sections faites sur ce filet par les deux surfaces AD et CB soient
traversées par les mémes quantités de chaleur. Si donc &V, désigne la
différence de température entre les points de la surface AD et ceux de
la surface A'DY, et dV, la différence analogue pour les surfaces BC et
B'C’, on aura, d’apreés 'expression connue du flux,

biidV, _ byi,dv,
’

(@) e = T
» bicdV, _ bidV,,
. . a, a,

On aura, par des considérations analogues, en remarquant que les
surfaces AB, CD sont, par hypothése, isothermes, et désignant par dV',,
dV', les accroissements de température qui auraient lien dans I'état
d’équilibre, si Ion passait de la surface AB a la surface A’B’ et de la
surface C'D’ 4 la surface CD,

a i dV' _ ai dV),

b

: b, by

i, dV/ ay i, dV'
d asis PR ',
(d) 5 5

Ces quatre équations étant multipliées membre 4 membre, donnent

(e) i1iy = i3,
) I, Y0y 0 iy 0.

Nous avons donc ce théoréme :

Dans un systéme de surfaces isothermes orthogonales, si sur l'une
quelconque des surfaces on considére un rectangle de dimensions finies,

[T B o [ I T RN R P s ' v
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Jormé par quatre lignes de courbure, les distances des quatre sommets
de ce rectangle & la surface infiniment voisine de celle qui le renferme,
Jormeront une proportion.

D’apres cela, si Pon admettait qu’une série de surfaces isothermes
ettt toujours des trajectoires orthogonales isothermes , il en résulterait
que 'une des surfaces isothermes d’un corps étant connue, ainsi que
les distances & la surface infiniment voisine le long de deux lignes de
courbure perpendiculaires I'une 4 Pautre, on pourrait déterminer la
valeur de cette distance pour un point quelconque pris sur la surface;
il suffirait, en effet, de faire passer deux lignes de courbure par le point
considéré, et la distance cherchée serait une quatri¢me proportionnelle
a celles qui correspondent aux trois autres sommets du rectangle formé
par ces lignes et par les deux premiéres. Mais cette conséquence est
inadmissible; on sait, en effet, qu’il est toujours possible de se donner
deux surfaces isothermes consécutives arbitrairement, et gque la loi des
températures dans le reste du corps est alors déterminée.

Le théoréme exprimé par I'équation ( ') est relatif 4 deux surfaces
isothermes infiniment voisines, mais on peut en déduire un autre, qui
donne une propriété commune & toutes les surfaces qui peuvent entrer
dans un systéme de surfaces orthogonales triplement isotherme. Consi-
dérons sur 'une des surfaces deux lignes de courbure orthogonales AB,
AC, fig. 2, et deux lignes voisines A’ B’, A’C’; on peut évidemment con-
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struire des lignes de courbure infiniment rapprochées de telie maniere
que les rectangles compris entre deux lignes consécutives et les courbes
AB, A’B’ soient tous semblables entre eux. On pourra également con-
cevoir des lignes de courbure perpendiculaires 4 AC qui divisent la
bande infiniment étroite comprise entre AC et A’C’ en rectangles sem-
blables entre eux et semblables aussi aux précédents. Les différentes
lignes qui déterminent ces rectangles étant prolongées, décomposent la
surface considérée en éléments infiniment petits, et je dis que ces élé-
ments seront tous des rectangles semblables entre eux.

Considérons, par exemple, le rectangle DD'; si tous ceux qui sont
compris entre AB, A’B’, AC, A’ (Y, sont semblables entre eux, il sera
semblable & chacun d’eux.

Désignons par (a,, b.), (s, by), (ay, by), (@, by) les cotés des quatre
rectangles (AA"), (BB'), (DD ), (CC'), et soient i,, iy, iy, 7, les distances
des surfaces infiniment voisines comptées aux points A, B, C, D; Péqui-
libre du canal AG, A’C/, dans le corps qui aurait ses surfaces isothermes
perpendiculaires 3 ABCD et passant par AB, A’B’, exige que 'on ait

a, i, dV, a i, dV,
® T _ s

on aura de méme

a,i,dV, a,i,dV,

(%) =
Si donc
a _ a __
5 b b

on tire de la, en ayant égard 4 la proportion
il : i2 ::il : i'&,
i —_ = =
( ) b, b
Nous avons donc ce théoréme :
Toute surface susceptible de faire partie d'un systéme de surfaces
orthogonales isothermes jouit de la propriété de pouvoir étre découpée
par ses lignes de courbure en rectangles semblables entre eux. Le
rapport des cétés de ces rectangles peut étre choisi arbitrairement, et
Lon peut faire en sorte, par exemple, qu’ils soient tous des carrés.
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L’ellipsoide pouvant toujours entrer dans un systeme de surfaces
isothermes orthogonales, jouit de la propriété précédente, et peut étre
divisé en carrés par ses lignes de courbure.

1IT.

Lorsque les surfaces isothermes d’un corps sont cylindriques, les
surfaces orthogonales conjuguées sont d’autres cylindres et des plans
perpendiculaires aux génératrices; pour que deux séries de cylindres or-
thogonaux soient toutes deux isothermes, il faut, d’apres ce que nous
venons de dire, que les traces de ces cylindres sur les plans perpendi-
culaires & leurs génératrices, ou, en d’autres termes, que les bases de
ces cylindres forment des rectangles semblables entre eux, pourvu.
bien entendu, que ces bases soient convenablement espacées.

Il est facile de voir que cette condition sera toujours remplie et
qu’elle est méme nécessaire et suffisante pour que les premiers cylindres
soient isothermes.

Si nous considérons, en effet, la propagation de la chaleur dans un
plan, soient A, A’, A” une série de lignes isothermes, fig. 3, B, B’, B”

Fig. 3.
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leurs trajectoires orthogonales; considérons le mouvement de la chaleur
dans le filet compris entre Bet B'. A et A, étant deux lignes isothermes
quelconques, si « est la portion de A interceptée dans le filet BR', et v,
la portion correspondante de A,, en désignant par dV, Paccroissement
de température lorsque ’on passe de A a la courbe voisine, et par ¢V,
I’accroissement correspondant pour la ligne A,; et enfin, en nommant
i, et i, les portions de la ligne B comprises entre les mémes courbes,
on aura

wdV widV,

: , dou Z=2::4V, . dV;

4
LA L iy 1

siw’y w'y, 7, i, sont les quantités analogues & w, o, i, i,, pour un
autre filet quelconque orthogonal aux lignes A,, A,,..., on aura

/

[
& ~ m . w .. -
(!gl 7—f‘dV4({V,
N H l‘
donc
o ooy, 0 "‘”a
&/’j I.l . I.‘ . ill . [-r"

Si, par conséquent,
4] w [N
7, i 4

v

:i,‘— sera égal a chacun de ces trois rapports. 1l en résulte que si 'on
choisit les lignes A, A’,..., et les trajectoires B, B,... de maniére que
les rectangles compris entre A, A’,... et ceux compris entre B, B/, ...
soient semblables entre eux, ce qui évidemment est toujours possible,
il arrivera que tous les autres rectangles seront semblables & ceu-la,
et par conséquent semblables les uns aux autres.

Réciproguement, sil’on a sur un plan une série de lignes se coupant
toutes a angle droit, si tous les rectangles formés par leurs intersec-
tions sont semblables entre eux, un quelconque des systémes peut étre
considéré comme composé de lignes isothermes.

Soient, en effet, les lignes A, A’,..., A, B, B/,..., B,, fig. 3; si nous
supposons isothermes les lignes A, A’,..., A,, la température en un
point de chacune d’elles pourra étre déterminée par la considération

e ’, N NN Y TR TR PR [ RERNERT: Vi e
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du mouvement de la chaleur dans un canal compris entre deux courbes
voisines B, B’. La condition pour que les lignes A, A’,... paissent étre
isothermes est, comme nous ’avons expliqué plus haut, que ces cal-
culs, faits successivement pour les différents filets, conduisent aux
mémes résultats. Cest précisément ce qui arrivera ici, car la condition
qui donne, dans un filet, Paccroissement de température quand on
passe d’une courbe a la suivante, est

“V _ ¢.

{

. w , .
Si donc - est constant pour tous les filets, on pourra déterminer, pour
1

chacun d’cux, la constante arbitraire C de maniere a rendre aussi dV
constant, et indépendant du filet considéré,
Nous retombons ainsi sur ce théoréme, déja démontré par M. Lamé:

A un systéme de courbes plares isothermes, ou, si I'on wveut, de
cylindres isothermes, correspondent toujours des trajectoires orthogo-
nales isothermes.

Si les surfaces isothermes sont de révolution, les surfaces ortho-
gonales conjuguées doivent les couper suivant les méridiens et des pa-
ralleles; ce sont, par conséquent, des plans passant par axe de ré-
volution et d’autres surfaces de révolution dont les méridiens coupent
a angle droit ceux des premiéres. Si nous admettons que ces trois
séries de surfaces soient 4 la fois isothermes, il faudra, d’aprés notre
théoréme, que deux quelconques d’entre elles puissent tracer sur la
troisieme des rectangles semblables entre eux. Par conséquent, les
meéridiens des surfaces de révolution doivent former, si on les dispose

convenablement, des rectangles semblables entre eux; ce sont donc
les bases de cylindres isothermes.

Nous avons donc ce théoreme :

Des surfaces isothermes de révolution ne peuvent avolr powr trajec-
toires orthogonales conjugudes d’autres surfaces isothermes que dans
le cas ow leurs méridiens Jorment un systéme de lignes isothermes.

Lorsque cette condition sera remplie, il faudra, en vertu de Féqua-
tion ( f') du § II, qu’en considérant un rectangle de dimensions finies

formé par quatre méridiens, les distances des quatre sommets de ce

Tome IX. — Awpn 1844. iy
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rectangle au plan méridien infiniment voisin forment les quatre termes
d’une proportion. Mais ces distances sont proportionnelles aux rayons
des paralléles correspondants aux quatre points. -

Nous avons donc ce théoréme :

Deux: sysiémes de lignes isothermes orthogonales étant donnés, pour
que leur rotation autour d’un axe engendre des surfaces de révolution
isothermes, il faut que les distances a laxe des quatre sommets d’'un
rectangle formé par les lignes données soient les quatre termes d'une
proportion.

On peut vérifier que cette condition est remplie par un systéme de
sections coniques homofocales; les lignes sont, comme on sait, iso-
thermes, et leur révolution autour de leurs axes engendre des surfaces
isothermes ; si donc on prend un rectangle formé par deux hyperboles
et deux ellipses, les ordonnées de ses quatre sommets doivent former
une proportion. Clest précisément ce qui résulte d’un théoreme de
M. Chasles, d’aprés lequel une méme hyperbole coupe toutes les
ellipses en des points correspondants dont les ordonnées sont dans un
rapport constant avec les axes des ellipses sur lesquelles ils se trouvent.

1Vv.

Yindiquerai le moyen de déduire des propositions précédentes quel-
ques théoremes de géométrie pure relatifs a ellipsoide.

Si 'on considére un systéme de surfaces isothermes, nous avons
vu, § I¢, que la fonction

s

i v _ds (1 1
\0() ds dix \R r/’

ax

dans laquelle s, A, R, r conservent la signification indiquée dans ce pa-
ragraphe , doit avoir la méme valeur pour tous les points d’une méme
surface. ) désigne un paramétre quelconque dont la valeur puisse ca-
ractériser les diverses surfaces isothermes, et nous pouvons évidemment
le choisir de maniére A rendre carrés tous les rectangles compris entre
deux courbes trajectoires orthogonales aux diverses surfacesisothermes
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menées par deux pointsinfiniment voisins m, ', fig. 4,d’une méme ligne

79 14 1 9,
L—»—'— H 1

Fig. 4.

de courbure, et les surfaces qui correspondent i des accroissements
égaux de ). Cela étant, si par deux autres points voisins m, , i/, , on méne
des trajectoires orthogonales aux surfaces isothermes, et que la distance
de ces points soit tellement choisie que le rectangle m, m' n,7, soit carré,
il résulte des propositions démontrées plus haut, que, dans le cas du
systeme triplement isotherme, tous les rectangles n,, p,, n, p,, etc., se
trouveront aussi des carrés.

Par conséquent, les quantités d's, d*s qui entrent dans la formule (),
peuvent s’exprimer au moyen des cotés m,m,, n, %, p,p,. Ona évi-
demment

ds = m,m,
ds +d* = n,n,.
Mais en remarquant que les tangentes aux courbes m,n,, m, r| vont

\
‘

se rencontrer i celui des centres de courbure de la surface qui corres-
pond 4 la ligne de courbure AB, on a

ma,  R-ds
mm, — R’
d’ou
(8 mi e, 4y &,
K mym, ds R
et par conséquent
ds ds
. av
(7) P
dx

17.
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ce qui, substitué dans Vexpression (), la réduit a
@) ol
di) r
par suite, cette expression doit étre constante pour tous les points de

la ligne AB.
Nous avons donc ce théoreme :

Dans un systéme de surfaces isothermes orthogonales sur une méme
surface et sur une méme ligne de courbure, la distance de deuz sur-
Jaces infiniment wvoisines varie proportionnellement au rayon de cour-
bure correspondant aux lignes de courbure de Uautre systéme.

On sait d’ailleurs que la distance de deux surfaces est réciproque-
ment proportionnelle au flux de chaleur. Par conséquent,

Le flux de chaleur varie, sur une méme ligne de courbure, en raison
inverse du rayon de courbure correspondant & la ligne de Uautre
systéme.

Si 'on rapproche ce théoréme de 'un de ceux qui ont été indiqués
plus haut, savoir, que les flux de chaleur aux quatre sommets d’un
rectangle formé par quatres lignes de courbure sont en proportion, on
aura le théoréme suivant :

Si sur une surface du second ordre on considere un rectangle formé
par quaire lignes de courbure, quatre des rayons de courbure de la
surface, correspondants aux sommets de ce rectangle, forment une
proportion. Les quatre autres rayons de courbure Jorment de méme
une proportion, et, par suite, le produit de quatre d’entre eux pris dans
un certain ordre est égal au produit des quatre autres.

Ce dernier théoréme présente quelque analogie avec des propositions
récemment démontrées dans le Journal de M. Crelle [*.

[*] Voyez un Mémoire de M. Joachimstahl, Journal de M. Crelle, t. XXVI, p. 155,



