JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

LEBESGUE
Théorémes nouveaux sur I’équation indéterminée x° + y° = az’

Journal de mathématiques pures et appliquées 1'® série, tome 8 (1843), p. 49-70.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1843_1_8_ 49 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1843_1_8__49_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURES ET APPLIQUEES. &y

THEOREMES NOUVEAUX

SUR L’EQUATION INDETERMINEE

x° —i——‘}"s ] G,ZS;

Psr M. LEBESGUE,

Professeur a la Faculté des Sciences de Bordeaus.

Si dans cette équation on fait @ = AB®, B® étant la plus grande
cinquiéme puissance qui divise a, on la remplacera, en posant
Bz = u, par I'équation

x® + y' = Au’,

ou l'on pourra supposer x, y premiers entre eux, et par conséquent
A wet a A. Dans cette équation, x est positif, mais ) peut étre positit
ou négatif. Sil’on suppose maintenant A sans diviseur premier de forme
10m + 1, il parait probable que I’équation

x'[ + ‘),.5 — Au5

est impossible, ou du moins n’a que les solutions qui se présentent
immeédiatement ; telles sont

u—0, Xx—=—y=1I,
et pour A = 2, ‘

x=y=u=1.

Voici ce que M. Dirichlet a démontré i cet égard (Journal de

M. Crelle, tome 111, page 354):

19. Si A est multiple de 5, et que la plus haute puissance de 5 qui
divise A ne soit pas 5* = 25, I’équation est impossible;
Tome VIII, — Fvnier 1843. 7
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2°. Si A nest pas divisible par 5, et que la division par 25 donne
un des restes = 3, = 4, + g, == 12, I’équation est impossible;

3°. L’équation est impossible pour A = 1.

Voici ce que j’ai ajouté aux propositions connues :

1°. I’équation est toujours impossible quand A est divisible par 5;

2°. 51 A n’est pas divisible par 5, et que la division par 25 donne
un des huit restes = 2, + 6, = 8, = 11, I'équation est impossible.

Le cas de A non divisible par 5, et donnant, quand on le divise
par 25, un desrestes = 1, &= 7, reste 4 examiner, et ne parait pas
pouvoir se traiter comme les précédents, si ce n’est pour le cas de
I'équation

xIO =+ J,JO — AZS’

qui est généralement impossible quand A n’a point de facteurs premiers
de forme 1om +1.

Dans un premier paragraphe je rappellerai diverses propositions
connues; dans un second je démontrerai synthétiquement les anciens
théorémes et les nouveaux. Le premier paragraphe indique clairement
ce qui m’a guidé dans I'ordre établi entre les diverses propositions du

second.

§ L
Propositions préliminaires.

1°. Si n représente un nombre premier impair, on sait que Péqua-
tion
x’l + .},n — AZ'"

se ramene i une équation semblable o1 2, y, z sont premiers entre
eux. (Ici nous supposons x, z positifs; le signe de J est quelconque.)
Pour le faire voir, il suffit de remplacer @ par Ab*; A n’étant plus
divisible par aucune n*™ puissance, on fera bz = u, et 'on aura

xn + ]ll — Aun;

sous cette forme on voit que le facteur commun a Xy Uy ¥y U5 Xy )
disparait par la division.
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2%, Ona
.%.n __l_‘),.n — (.1 -+ ],.) (.,l.n—l —_ xrz~2j T +]71—4).
Si Pon fait & + 3 = s, le second facteur devient

x n n § — "
Tty _Z + %) — "=t — st ...+ nx'.
x -y s

Sous cette forme on voit de suite que les denx facteurs de " + 3,
savoir,
x+y et (2" — Xy A4 L+ ),

seront premiers entre eux quand 2™ + y" ne sera pas multiple de #;
mais que, si cela arrive, ils seront tous les deux divisibles par n, de
sorte que x” -+ y" le sera par n’. De plus

xn—-‘l . xn-—ﬁ‘),- &+ ... +‘7.rz-4

ne sera divisible que par la premiére puissance de 7.
3°. Euler a prouvé (voyez la Théorie des nombres de Legendre) que
le facteur
- a" Ty o

nombre essentiellement impair, outre le facteur 2, qui peut s’y trouver
4 la premiére puissance seulement, n’a que des facteurs premiers dc
forme 2kn -+ 1. On suppose n premier [*].

[*] Je remarquerai en passant qu’on dédnit de 1a qu'il y a une infinit¢ de nombres
premiers de la forme 24n+1. Si, en effet, il n’y en avait qu'on nombre limit

Pis Prs - 3 Phs le nombre
P Y A 2l |

serait divisible par quelqu’un des pombres pi, puy -.-; Pi; or sil'on fait
5 == Pipee Phs

_cette quantité devenant
PP prQ 41,

ne sera divisible par aucun des nombres p, p. s ... ps. Cette proposition est un cas par-
ticulier de celle-ci : Toute proposition arithmétique @, a + &, a4~ 2 b,... (ou bien la
formule a - bx) renferme une infinit¢ de nombres premiers, quand a est premier i &,
(Poyez la démonstration de M. Dirichlét, dans ce Journal, tome IV, page 393.

o]

AR
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4°. Donc I'équation

xll -+ ‘]JZ — Azn’

ou les inconnues sont premiéres entre elles, pour le cas de A sans fac-
teur premier de forme 2kn + 1, se décomposera ainsi, en faisant
s=uy (u, v premiers entre eux, le second impair) :

1°. Pour Az” divisible par n,
n(x-y)= Auty, 27— Xy Ly = o
2. Pour Az"non divisible par 7,
X+ y=Au, X' —x" Py .yt =
Par conséquent, si on faitn = 5, Iéquation
x’ + ¥ = Az’

ou les inconnues sont premieéres entre elles et A sans facteur premier
de forme 104 —+ 1, se décompose ainsi :

1% '+ y’= Az®, Az® multiple de 5, z == uv, ¢ Impair, premier 2 7,
(A) 5(x +3) = Aw’, x*— 'y + 22y — Yt + pt = bo?,

2% X'+ y*= Az*, Az’ non multiplede 5, z = wy, v impair, pre-

mier 4 u,
(B) r+y=Aw, x*—2y+axty*— xy® -+ yt = o,
L'impossibilité de I'équation
x® + y' = Az’

résulte donc de I'impossibilité des systémes (A), (B). M. Dirichlet a
prouvé I'impossibilité du systéme (A), mais seulement dans le cas de
x + y divisible par 25. 1] reste 4 examiner le cas de x -+ 7 divisible
par 5, sans I'étre par 25. Si le systeme (A) était impossible, dans ce
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cas il serait prouvé que Péquation
xz“) _|_ _}/5 — AZ5

est impossible toutes les fois que A est divisible par 5, car alors il
faut avoir & + y divisible par 5. La démonstration de M. Dirichlet
exclut les nombres A = 25B, B n’étant pas divisible par 5. Le cas
A = 5B (B non divisible par 5) n’est pas exclu, car, comme 5 (x -+ y)
est divisible par 25, il faut supposer « divisible par 5, d’ou 2 + » di-
visible par 5* au moins. Voici donc le théoréme de M. Dirichlet :
« L’équation
xl’i _+__ )r5 — AZ’S,

» ol x est premier & y positif ou négatif, et A sans facteur premier
» de forme 10k + 1, est impossible quand A, multiple de 5, est tel
» que la plus haute puissance de 5 qui divise A n’est pas la seconde. »

Pour la démonstration, telle que I'a donnée M. Dirichlet dans un
Mémoire qui devait étre inséré dans le Recueil des Savants étrangers,
et qui a paru, avec un Supplément, dans le tome 111 du Journal de
M. Crelle, il faut consulter cet ouvrage. J’ai changé un peu I’énonce,
pour réunir en une seule deux propositions du Mémoire cité.

Une conséquence du théoréme précédent, c’est I'impossibilité de

5 5 -
x5 4+ y® = 7%

tout nombre ayant 'une des formes 5a, 5a = 1, ba %= 2, les cin-
quiémes puissances auront les formes 25A, 25A = 1, 25A + 7, d’ou
il suit qu'une des inconnues &, ¥, z est divisible par 5; et comme on

7

eut isoler cette inconnue, on aura 1’équation impossible
p s q P
x + = 5’
Quand A n’est pas divisible par 5, 'équation
xd + ]‘5 = Az

est impossible pour z multiple de 5; ainsi, z n’étant pas multiple de 5,
on aura
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De la
2% =195k + 1, ou 25k — 1.
L’équation
X+ y* = Az,

étant multipliée par z°, donne donc
A= (rz’+ (rz)°+ 25Q.

Comme on ne peut supposer x + multiple de 5, on ne pourra
prendre

x=5x"+r, y=5y'—r (réant=1, ou +a);

voici donc les seules hypotheses 4 faire :
1°. & ou y divisible par 5, il en résulte

A= 25Q=*1, A= 25Q % 7;

20 x =b5k+r, y=>5k+ r(rétant = 1 ou =+ 2); il en résulte
x— y divisible par 5 et == A = 2 (rz)* +- 25Q, d’on

A=25Q=*2, A=125Q %113

. x=05kx 1, y=5k+a les signes étant pris comme on vou-
dra; il en résulte % + y* divisible par 5, et

A:QSQI":G, A::25Q‘_‘:‘8.
On voit donc que les formes
A=025Q %3, £4, =9, = 12

ne se présentent point; d’oli ce théoréme :
« L’équation
x® + % = Az’

» ol les inconnues x, y sont premiéres entre elles, A n’ayant aucun
» facteur premier de forme 10k -+ 1, est impossible quand A, divisé
» par 25, donne un des huit restes + 3, = 4, =+ 6, =12.»

Ce théoréme est de M. Dirichlet, qui I'a démontré de méme.
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En examinant ces questions, ’ai ¢té porté & penser que les équations

(C) xt—xyt - aty —xyt + y =17
(D) xt—axy + 2yt —xyt + =57,

sont impossibles, sauf quelques solutions qui se présentent immédia-
tement.

Je w’ai pu jusqu'ici prouver cette impossibilité (qui peut-étre n’existe
que sous certaines conditions). Voici ce que j'ai trouvé pour 'équa-
tion (C). Elle peut prendre I'une des formes

(¢ + ) — by (x+y)* + 52 yr=r°,
x@—y)(x+ry)=r—y'= 5Q.

La premiére montre que x —+ ) et par suife rn’est pas divisible par 5:
la seconde prouve qu'un des trois nombres &, x — ¥, x* + y* est di-
visible par 5, quand on suppose que y ne lest pas.
Jai prouvé 'impossibilité dans les deux derniers cas et J'en ai tiré
ces deux théorémes, qui renferment ceux de M. Dirichlet :
« L’équation
x® 4+ ' = Az’,

» ou les inconnues x, y (dontla seconde peut étre négative) sont pre-
» miéres entre elles, et ou A n’a pas de facteur premier de forme
» 10k + 1, estimpossible:

» 1° Quand A est divisible par 5;

» 29, Quand A, divisé par 25, donne un des seize restes

+o, =3, =4, £6, =8, g, =11, 12,9

N. B. On voit que le cas des restes = 1, == 7 reste a examiner, et
que, si I’équation (C) était impossible pour x divisible par 5, on aurait
ce théorérue plus général : '

« L’équation

xS -+ ]5 — Azﬁ

» est impossible quand A n’a aucun facteur premier de forme
» 1om-+ 1. »
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Iemploierai dans mes démonstrations les deux propositions sui-
vantes, qui forment la partie principale du travail de M. Dirichlet:

« L. Les nombres P et Q devant étre premiers entre eux, P'un pair,
» Pautre impair, et le dernier devant étre de plus divisible par 5, je dis
» que, pour égaler le binbme P* — 5Q? de la maniére la plus générale
» & une cinquiéme puissance, il suffira de poser

P 4 QV5 = (f+ gV5)°,

» ou
P :/(_f" -+ 50f2 g2 -+ IgSg*)’ Q — 53(‘}”‘*‘ 10f2g2 + 58,4/"\:;

» les indéterminées f et g Ctant premiéres entre elles, 'une paire,
» lautre impaire, et la premiére non divisible par 5. » (Journal de
M. Crelle, tome 111, page 361.)

« II. Les nombres P et Q devant étre premiers entre eux et impairs
» P'un et autre etle dernier devant étre divisible par 5, je dis que,
» pour égaler le bindme P* — 5Q? au quadruple d’une cinquiéme
» puissance avec toute la généralité convenable, il suffira de poser

6 (P +QVE) = (f+ gV5)",

» Ou
6P = (o 50 f*g* + 155", 16Q = 5g(f*+10fg*+ 5gh);

» les nombres indéterminés f et g étant premiers entre eux, impairs
» I'un etlantre, et le premier de plus non divisible par 5. » (Journal
de M. Crelle, tome 111, page 371.)

Tajouterai qu’en posant

J=u+v, g=u—y,
de sorte qu’un des nombres u, v soit pair et 'autre impair, on trouvera

P=(u+o)(tru —312°v + fru*o® — 31uv® + 1104,
Q=5(w—0) (1 — uv+ uv* —uov® + o*),

Cette transformation servira plus loin.
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§ 1L

Proposition 1. I.’équation indéterminée

a? = b* + bob*c®+ rab¢t
est impossible.
Démonstration. On commence par faire disparaitre le facteur &,
a -
527
par §*, supposons donc de suite , ¢ premiers entre eux, il en résulte

commun 4 b et Ac, en remplacanta par —; puisque a® setrouve divisible

que a et ¢ sont premiers entre eux; antrement / et ¢ auraient un fac-
teur commun. 1l en sera de méme pour a et b, car si § était un diviseur
premier commun, 6 diviserait 125 ¢* et par suite 125: donc 0 serait 5:
mais alors le deuxieme membre étant divisible par 5 seulement, n’est
pas carré. Ainsi «, b, ¢ sont premiers entre eux; a et b sont premiers & 5.

Cela posé, distinguons plusieurs cas :

1°. b pair, ¢ impair, le deuxiéme membre prenant la forme 84+ 5,
’équation est impossible; .

2°. b impair, c pair. On fera ¢ = 2’d, d étantimpair, il viendra

a® = b* 4 2% abbrd? 4 2Y 1a5d,

ou

at — (b2+ 22525[12‘)2 — R R
ou

(b2 + 22:’ 25 dz)z —_—a? = 2u‘+2 53 d!.,
on

(& + 2% 25d® + a) (B* + 2¥2bd* —a)= Qti+2 R84,
Or a, b sont impairs et premiers 4 5; de 1a résulte que les facteurs
b2 2¥abd? 4+ a, bP42¥25d?—a,

ont 2 pour diviseur commun et n’en ont pas d’autre; on décomposera
en deux facteurs f, g premiers entre eux, et il faudra poser I'une des
équations suivantes :

. . i ey
b+ 92X abd?+a=af" = otHISgh o bP I gl g4,
2 2 2 g b B3 gk o2 4 SN Y Aoy S S 8, £A,
b 4 2%abd? — g = 2 Bigh, =M [, = aNHigh =2 i

Tome VIIL. — Feviex 1843. 8
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les deux derniers donnent par addition , puisque d = f'g,
b = 5° f* — 2ol f2e3 4 otigt = 8k 4. 5, impossible;
les deux premiers
b2 :f'b . 22i25f282 + 24i53g4 o { > 1,
ou bien
(fz — 2= 5ng2)a_ b3 = 5ri—2 535,4;

et comme
j'z — g2t 528 + [), j'z — g3t 5282 — b’

ont 2 ponr diviseur commun, ou posera, pour f2— a2~ 52 ¢ posi-
tif, en faisant g = hk,

S — 23 B5gr = b = o hA = 2.5/,
f2__ 22i—|52g2: b: 2’0i—3 56;4’ — 24i—3k6;
pour f? — 22! 52 g2 pégatif, on aura, au contraire,,
%=t 5202 f3 4 f— o pt, = 2.5 A",
22i—| 52g2 _ j'2 1 b — 241,7—3 53k6’ — 25[—3‘.4 ;
on a donc, par addition, les quatre équations
j'z — hﬂ_}_ 22i—l 52h2 k2 —+ 2‘”‘7-4 53]{4’
JE=00R e 0¥ B b f — Bk B,
~—fi= R — 2 UBRRRRR oM — Bk,
— [P =5 — 22 BRI L ohim A = 8k 5,
les trois derniéres sont impossibles; la premiere peut s’écrire
j'2 — }l-’a 4+ 22({'--0)4-1 52b2k2 + 24([—4)53k&’
qui differe de
a® = b* 4+ o B4 K2}2 02 4 94 KA B

par le changement de i en i — 1. On finira donc par tomber sur une
¢quation toute semblable 4 Iéquation proposée, out les inconnues du
deuxieme membre seront impaires.

3°. b, ¢ impairs. L'équation devient alors, & cause de i = 0,

(B* & 57¢%)? — @t = 4.5%¢",
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d’ou, en faisant ¢ = d f, on tirera

el

b* + h%¢* = a = 2",
b + 52t = a = 2.5%f %,
et par suite

b* =d* — 5*d*f* + 5° f* = 8k + 5, impossible.

I.’équation est donc impossible dans tous les cas. On rejette la solution
¢t =0, a=b=1.
Proposition 1. L’équation
a* = b* + 10b%*c* + 5¢*

se ramene toujours a une équation semblable ou b, ¢ sont impairs.

Démonstration. On démontre, comme plus haut, que a, b, ¢ peu-
vent étre considérés comme premiers entre eux, et que a et b sont
premiers & 5. L’impossibilité est manifeste pour b pair et ¢ impair ;
pour ¢ pair = 2°d, d étant impair, on aura, par des décompositions
semblables aux précédentes,

a* = b + 2% 5P d* 4 a5 dr,
(b2+ 22i5d2)2 — a? = oM+25 gk
et si Uon fait d= fg, f et g premiersentre eux, on aura
b* + 2¥5d? g = 2f* = a2.5f%
? b
bn - 22i5d2 Fa= 2&1’4—4 554’ — 24»‘4—134’
d’on
b2:fa__22z5j'2g2_'_2455g4’ i>1,
62:51-4_22i5f2g2+2ki gfu, [':I.

Cette derniere équation, multipliée par 4, revient a

(8g2 . 5}”2)2__~ 462: 5./‘4.

Soit f = hk; il viendra, en supposant successivement 8 g2 — 5 /* positif
ou négatif,
8g® —5f* =ab= h*, 5f*—8g*xab= &'
8g* —b5f*x ab="5k", 5f*—8g2x 2b=>54k%
8.
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d’o

16g2 = A* + 1oh*k® + HA°,

— 16g*= A" — 10h* k* + 5k* = 16Q — 4, impossible.
On est donc parvenu a I'équation
16g* = h* + 10h*k* + 54,
semblable & la proposée, mais ou les inconnues du deuxiéme membre
sont impaires.
I.’équation

b2 :f" _ 22i5j'2g2 + 24i5g4’ i>1)

reste & considérer. Elle donne
(j'z — 22i-15g2) _ bz — 24i—25ga,

et si I'on fait g = A4, il en résulte

j'2_22i—4 5g2;ib:2}l"', :2‘5}14,
f2 _ 221'_4 sgz = b — 241’—3 5‘.4’ — 2!.[—3/‘.4;
2 fgt— f2 b = ok, = 2.5k,
221—4 5g2 _j'2 = b — th—a 5]{4, — 24;‘—3 /U';

d'ou
S = R 2R R 4 2,
[P=5R 22 5R F 4 2t B = 8k + 5,
—JP= R =2 5R R+ 25 = Bk + 1,
— [P =5k — ¥ 5R R oM K= 8k + 5.

Les tvois derniéeres équations sont impossibles; la premiere revient a
j’2 — k!. -+ 22 (E=1)+1 5h2k2 —+ 24(1‘—1) 5kh,

qui differe de I'équation donnée par le changement de ieni— 1. On

finira donc par tomber sur une équation semblable a la proposée , mais

ou les inconnues du second membre seront impaires
Une telle équation

a*= b* -+ 10h%c? + 5¢°

est possible; la solution » = ¢ = 1, a=/ se présente de suite, et,
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au moyen de cette solution, on peut en trouver d’autres parla méthode
de Fermat. J’indiquerai ailleurs le moyen de les trouver toutes.

Proposition 111. L’équation

a® =b*+ 1002 c®+ bt

est impossible quand on suppose ¢ = 5% ou 10h?, ou plus générale-
ment ¢ = 2’5 A%

Démonstration. On fera tous les calculs de la propesition préce-
dente; dans chaque décomposition un des facteurs sera multiple de 5,
il entrera dans le terme dont le coefficient est 5, de sorte que Fon
finira par tomber sur une équation

a* = b* + 10b%c* + 5¢t,
ou b, ¢ seront impairs et ¢ = 5d*, ou sur I'équation

a* = b* + 2bob*d* + 5°d®,
d’ou

(b + 125 d*Y? —a*=4.5°d®, d=g/,

b* +125d" = a =a2f",
b+ 125d" = a =2.5°g%;
par suite

b2 :f's__ 53]'4g& _|_5sgs’

ou
(2f4 . 53g4)2 — 4= 55gs’ g:]l/i,
2 f* — 53g* = 2b = £P,
a [ —bigh o 2b = 5°k%,
Rigt— a2 f* = ab=h",
higt—aft = 2b=5%F"
d’ou

GfY =R+ 2 B A 457k = 16Q,
_Gft =kt — 2 B R+ 5O

La premiére équation étant impossible, puisque J est impair, on n’aura
que la seconde, qui revient a

4(R _fa) = 5 (k' — 52 k2,
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Comme %" — 524*, 4 cause de A* et &* de forme 16 Q 1, est seulement
divisible par 8, on aura
4 (h® — [ = 5.64 1
_en supposant / impair et A* — 52} — § [, on aura donc
kR —f* =80, soit I=mn,
4+ f? = o, = 103,
b — f* = fom?, = 8ma.

Gomme la différence dedeux carrés impairs est divisible par § au moins,
il faut rejeter la premiére décomposition, qui donne

R*=1% + a0m?,
ou une différence de deux carrés impairs divisible par 4 seulement.
l.a seconde décomposition donne I'équation
J— 2 @
h = fm* + 51*,

et si Pon fait { = pg, p et q étant des nombres impairs premiers entre
eux, il en résultera la décomposition

PP roam=p RBxom= 3¢%, dou 2k =p? 4 5q%,

équation impossible, car 2/? — p* n’est jamais divisible par 5 ( autre-
ment 2 n’est pas résidu quadratique de 5).
I’équation
@ =b"+ 10b%c® 4+ 5¢°
est donc impossible dans I'hypothése de ¢ = 543 et dans celle de
¢ = 10h%

Proposition 1V. Si & et ¥ sont des nombres premiers entre eux dont
le second peut étre négatif, I'équation

x—xyi Aty — ey =

est impossible, quand on suppose x — y divisible par 5, ou bien
x*+ y? divisible par 5.
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Démonstration. Un des nombres x, y n'est pas divisible par
soit ¥, 'équation pourra s'écrire

x(x— )&+ ) =2 -7y

[=a

Or z n’ayant que des facteurs premiers de forme 10k + 1, 0n a
z* = 1 + bok.

On a, par le théoreme de Fermat,
yr=1+35Q,

donc z° — y* est divisible par 5; il fant donc qu'un des nombres x,
x—y, y:+at le soit. On a supposé ici z non divisible par 5, ce qui
résulte de ce qu'on a

(x+ y)— 5.ry(1+_y)”+5xy = 2z’;

or si z était divisible par 5, x 4+ y le serait, et le premier membre, an
lieu d’étre divisible par 5°, nele serait que par 5.
Examinons d’abord le cas de x— y divisible par 5: on a

(Ba® — oy + 3P — Slx—7)' =47
19, Si & — y est impair, il faudra poser
16 (x— ) = 5g (J* + 108"+ 58");
or 5 g est premier  f* + 10f?g* + 5g*, donc
5g =5k, dou g=05k et I=j"'+ 1028 + 5g*.

()r on sait que cette derniére équation est 1mp0551ble pour g = 5A%
. 8i o — y est pair, comme on 2

etz o[ (S -

il faudra poser

z=f%*—5g" et z(x

y)2 g (jh 1 .f'ﬁ gz 5g4);
2
ainsi

5g = 2.2b&%
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ot
g = l0k2, l? :j"‘ —+ 10]'2g2+ Sgl;
or cette équation est impossible pour g = 1042,
N.B. On excepte le cas x = y, qui donne z =1.
Examinons maintenantle cas de a? + y? divisible par 5;o0n a

@ g =5t = (2
Or comme les deux théoremes de M. Dirichlet sur I'équation
p2 _ 5Q2 — 25

laissent le signe de z arbitraire, pourle cas de x + y impair il faudra
poser
(x + 2 =f(/*+50f2g*+ 125g".

Comme fetf*+ 50f%g*+ 125¢% sont premiers entre eux, on devra
avoir

J+50f2g* +1a3g* carré,
ou bien

h* = f* 4 50f?g* +125g*,
ce qui est impossible.

Si x 4 y est pair, comme on a

[E] =5 (222) =

2 2

il faudra poser

T = S o f gt na5 g,

2
ou

(X+ )" =2f(f*+ 50 fg* + 125g");
comme le deuxieme facteur est Impair et premier 4 2 ./, il faudra avoir
St +50f*g*+ 125g* carré,

ce qui a été démontré impossible.
Remarque. Pour démontrer généralement I'impossibilité de I’équa-
tion
x*—x3y+x”_y2—xj3 _'_].4: z5,

il resterait 4 prouver I'impossibilité dans le cas de « divisible par 5.
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Proposition. V. 1’équation

x4+ = AB®2*

est impossible quand A, multiple de 5, n’a pas de facteurs premiers de
forme rom + 1.

Démonstration. On peut remplacer Péquation donnée par cette autre
x° + y® = AW,

ol x et y sont premiers entre eux; comme x + 7 est nécessairement
divisible par 5, I'équation, si I'on y fait u = pq, se décomposera ainsi

5(x+y)=Ap’, xt—xty+aty —xy + rt="5q%

p. ¢ sont des nombres premiers entre eux dont le second est impair
et non divisible par 5.
La seconde équation revient a

5(x? 4+ y*)P — (e + y) = 20p%

2712 .
pour x - y pair, on lui donnera la forme

o] ()T =

On aura donc pour x + ) impair
+r\? »
16 (x 53’) =g+ rof*g*+ 5g%),

qui devient, en posant f = u +¢, g =u — 9,

ou

.\ 2
(‘”'Z,’) =(u—v) (e — v+ B — uv® + b,

et pour &x + 7 pair,

1 (z+7\? 4 2 52 4
;( 5y) = g(f* +10f%g" +38%)

Tome VILIL, — Févrien 1843, 9
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ou bien, en multiplian; par 32, et posant 2 f = u -+ ¢, 2g=u — v,

2
(M_y) =(u— ) (U — w04 1P0? — up® + o,

.5 :
Or on a
ZH+y _ Ape
5 T 95
si A est divisible par 25, etqu’on pose
A = 25B,
on aura

2 .
(“fj"éﬁ) =BUp = — o) (1 — o — WPt — gt g '

et comine
w— Ut 4w — gt o4,

qui n’est pas divisible par 5, puisque « + ¢ ne I'est pas, est premier
a B, il faudra poser

u— 10 Pt — gt g '’ ou =u?’,
5i A est divisible par 5 seulement , il faudra faire
p= 5’1q, d’ on ‘T—‘{;l = A 55“_’(/5,

et par suite

z 2 .
( ‘;‘7> — A? f)“’“"“(/”) = (u—v) (18" — 139 4 12 0? — 1o? + o¥),

qui conduit 4 la méme équation
U — w4y — 0 G+ v = ou = s,

Il suffit donc de montrer que I’équation précédente est impossible,
par la raison que le cas de u ou v divisible par 5 ne peut se pré-
senter.

1°. Le cas de x +- y divisible par 25 (celui traité par M. Dirichlet)
exige que 'on aitu — o divisible par 5; on sait qu’alors

U — U4 w0 — ot g g
est impossible.
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2°. Le cas de & + y, divisible par 5 seulement; revient & f? + g%,
divisible par 5, et par suite 4 #* + ¢*, divisible par 5, puisqu'on a,
dans le cas de x + y impair,
Sr gt =all e,
et dans celui de x + y pair
2( [+ gY) =u? + 2
En effet, dans le premier cas (x + y) impair, on a

16 (4= f*+5Q, dou 16*(x?+y*)=f""+ 5Q,
&x 2 g " L. *Y A 2 (8 "
16(*57) —gf*+5Q, dou 16 (Jgf) =g f* + 5Q,

et par conséquent
160 (@ 0+ () | =S )+ SR
Pour que f? + g* soit divisible par 5, il faut et il suffit que

x—l—y)“

{2 2\2

le soit. Posons

x + y=Dbs,
s w’étant pas divisible par 5,

x + P =5~ a2y,
il faudra donc avoir
(25 8* —axy)® + s,

divisible par 5, ou bien encore

ha?y* + s4,
divisible par 5, mais

xr =58 — 7y

donne
x% — J,-ﬁ + 5Bl, x2f= p— J,.A -+ SR”,

c’est donc 4 y*+ s* qui sera divisible par 5; or cela arrive toujours,
puisque, y et s n’étant pas divisibles par 5, s* et y* ont la forme 5m —+-1.

Q.-
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La démonstration reste la méme pour x + y pair, senlement la
quantité 4x* y* + s* se trouve divisée par 16.

On aurait pu prouver directement que le cas de z ou v divisible
par 5 ne peut se présenter, car il répond & f? — g? divisible par 5, ce
qui conduit a 4y* — s* divisible par 5, ¥ et s ne I’étant pas.

Proposition V. L’équation

x® 4+ yS = AB*Z°,
ou A n’a pas de facteur premier de forme 10m + 1, est toujours im-
possible quand A, non divisible par 5, étant divisé par 25, donne un
des seize restes

+o, =3, £4, 26, =8, =9, 11, E 12,
plus simplement un reste autre que * 1, = 7).
Démonstration. On rameénera I’équation a cette autre

xs _}_.},5 — A_us’

ou x, )y sont premiers entre eux, et, posant
U —=rq
on décomposera ainsi I'équation:
(x4 y)=Ap*, x'—xy+2"y*'—xy’+ 7y =q¢*

Or la derniére équation, qui suppose x, ¥, & — ¥, ou x* + y?, divi-
sible par 5, est impossible dans les deux derniers cas, qui donnent.
I'un A de forme 25B == 2, = 11; Pautre A de forme 25B = 6, = §.
Pour & ou y multiple de 5, A est de forme 25B =1, = 7. Quant

aux formes
A=25Bx3, =4, £9, x 12,

elles ne peuvent se présenter. On suppose z non divisible par 5, car
pour ce cas I’équation est impossible.

Remarque 1. Le cas A =1 ou de ’équation
xS _‘_JS — 145

est aussi impossible, parce qu'une des inconnues est divisible par 3,
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et on a une équation de forme

P5 + q5 — 55a ‘,5’
en transposant s'il est nécessaire.

Pour A = 2, ’équation

x5 +J5 — 9 z5
a la solution

X = J" —= Z =1,
elle n’en a pas d’autre.

Remarque 11. Pour le cas de A=—25B = 1, == 7, ou, ce qui revient
au méme, quand I'un des nombres x, 7 est divisible par 5, Péquation
2t — .Z‘3]’—|—- 1‘2]‘2—— .1’]'3 +]’J‘: qﬁ

se mettra sous la forme
(ax® — xy + 29 — 5 (@) = 4¢°

pour x ¥y impair, et sous la forme
s Y 2\ LY\ 5
.
pour Xy pair.
Dans le premier cas, il faudra poser

I st/ ay®) = (f* + 50 fg*+ 1258");
N 16.7c]f:5g(f‘+10f2g”+5g‘");

dans le second, il faudra poser

x® — % + 2= f(f*+ Bof?g* + 125¢")

(D) -
'—ii = 5g(f*+10f%g" +5g".

N

1l reste donc & montrer Yincompatibilité des équations (C) et celle des
équations (D).

1l est un cas ou impossibilité de la seconde des équations (C), (D);
se présente de suite, C'est celui de x et y carré {ou de Véquation
x'* = y** = Az"); iciil faudra rendre carré

j"o+ Ioj'2g2 <+ 5gk7
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¢n supposant que g soit de la forme 542, ou 1042, ce qui est démontre
mmpossible dans la proposition III ; on a donc ce théoréme :

« Proposition V1, L’équation

xiO j—_ ]GO — ‘ﬁzﬁ

» est impossible quand A n’a point de facteur premier de forme

» 10m + 1. »
Car I'équation, déja démontrée impossible pour A, multiple de 5
et pour A divisé par 25, donnant un des huit restes

*2, £3, =6, £8, =9, = 1. = 19,

I’est eucore pour le cas des restes = 1, + 7, ce qui épuise tous les
cas possibles.



