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AAVAAA MAANAAA

VAR AAAA L BAAARA VAR LY

SUR QUELQUES FORMULES
RELATIVES

A LA THEORIE DES INTEGRALES EULERIENNES ;

Par J.-A. SERRET.

i. Je me propose de donner une démonstration simple de quelques
tormules fréuemment employées dans I’ Analyse, en les rattachant au-
tant que possible & la théorie si féconde des intégrales eulériennes.

Soit

p = e*6"ds;

on aura identiquement

fme-ﬁmrxp-adx — I‘(p),
o

mbp

m étant une quantité positive, ou au moins de la forme o 4 §y — 1,
o étant positif.
Si on fait
m=a -+ fy’r:T,

I'équation précédente donne lien aux deux équations distinctes
i T(p)
. - — 1 e d .
(1) j(: e~ cos yx 2P~ dr = —~ cos” ¢ cos pg,
(o) & —ar o} p»—qd F(P} 4 1 v
.\2/! A (4 S1n }.I‘ X X = 7— COS (P L1841 qu’

formules dans lesquelles on suppose

Yy =a ta‘ngga.
2. Sil'on multiplie I’équation (1) par

dy 7 dy

G+ = cospliattang' s |
Tome VIIL. — Décevnre 1843 62
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et qu on lntegre ensuite depuls Yy =0 ]usqu a J = <, ou de =0

o= 2, on aura

€08 xy r(p) COS¥ g COS Py
—(l.L 1)——-1 —_
/(: * dxf 1+0)" — ar o (1-+a‘tangie)" de

Or, j’ai démontré (page 20 de ce volume) que I'on a, quel que soit r,
®  cosxy ki fm (@ +22) n—1 n—1 4
Y _dy = e~ (4 )" 2 gt
| 5 = wr (

égnation précédente deviendra donc

L]

@
T zf"’ P_,m-xp—ddxf e— (¥ +22) (,1‘ + z)n-l 2=z
[ J, o

_I{p) cosP 2y cos pop do:
T ar ), (14 a’tangie)” P

d’ou 'on tire

Wi

w{rl

14t tang’e) (P (n

" *cost coqu» waf ! a2 _
’ Ly = (@32 0P (2 + 2) ' 2 (e .
Yy

Soit
:=uwxt, dou dz= xdt;

I'équation précédente deviendra

P b
f ('()S '?COS])'P[{(P_ a }f PN I—}—t n—-cdtf p—laviv2nx x 2P o
v

{1+a'tang? )"

L'intégrale du second membre relative 4 & a pour valeur

Clan4p—1i1) |
(a4 14 2t)m+p—1’
donc
x
(3\ 2COSP—'mL05pf - r(on+};_,) ® £ (1 g
; o {1 —+a? tang® w\n ¢ = ( )[I‘(n)] A (m;;df.
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Si Pon fait @ =1, cette formule devient

T

2 Tion—-—p—1 @ gt
p+2n—1 - i ( — P ) S e,
fo cos 9-COSPR AP = e TR J, (e

D’ailleurs

YR pn—ide _ ()T (p).
. (T T T(r+p)’
donc
T

2 T F<2II+P"“I)
p+2n—2 — .
S eosr it cosprdy = St LTI

Silon fait p+ an — 2 = ¢, cette équation devient
T

2 b I'(g+1)
(4) cos?o cosppdy = — e
v/: peay 29 F(Z_}E+l) F({/‘EJ‘_’_I\)

!

Cest la méme que j'ai donnée page 6 de ce volume, et qui avait été
démontrée différemment par MM. Cauchy et Binet [*].
Si Von fait ¢ = p, on a la formule donnée par Poisson.

a

2
5) / cos? ¢ cos pydp = ;ﬁ»_«\.
o
3. Si n = 1, I'équation (3) devient
T
(6) f 7 _cosPycospy dp == 770
: o €0S8’¢ -+ a sin’g 2 (a+ 1)?

qui comprend comme cas particulier la précédente.
L’équation (6) peut s’écrire de la maniére suivante :

1A

f‘(cos?e?v:;)p -+ (COScp e“r’\/:)p 7r< a )/'
o

0 de =T (L
cos’y -+ a’sin’e ¢ a\a--i

[*] Mémoire de M. Cauchy sur les intégrales définies prises entre des limites imagi-
paires, et Mémoire de M. Binet sur les intégrales eulériennes. {Journal de I’ Ecole Po-
lytechnique, xxv1® cahier.)
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Si donc F (z) représente une fonction développable en série conver-
gente suivant les puissances positives de z, on aura

(5 XEF(COS?(:V\/:;)+F(COS?L’_P~/.:)d?:gF( a )’

/ cos*g -+ a’sin?y

etsi a=1,

T

(3) £5 [F (coscpe? ‘/:) +F (cosqo e“w:)]dq; =nF(i

Les deux formules (7) et (8) feront connaitre un grand nombre d'in-
tégrales définies,
Si, par exemple, on pose
F(z) =e"™ et 20=26,

les équations (7) et (8) donneront

a—
N /"em°°56cos(msin6)d9 r "‘(a-,-x)
W9y = g€ :
[0}

coS* 1§ -+ a?sin’L9 a
, i mcos @ .
(10} f e cos(msin @) df = =.
8]

Cette derniére formule a été donnée par Poisson, au XIX® cahier du
Journal de I'Ecole Polytechnique, p. 493.

4. Silon multiplie les équations (et (2) par

d
T~V dy — g9 g—1 o 9
Y7 dy = a%tang ¢ s

et qu'on integre ensuitede y =o0 & y = o, il vient

fwe“”xf’"‘dxf Cosxj]q_'dszp) zcosp*q*‘cpsinq“‘gocospg;dgc,
] o

al—1 o

f me‘“"x""dxf “sin &y 1 dy =£—ff%)f “cosPgsin?~" psin p g dg;
0 o o

el , en ayant égard 4 la formule connue



PURES ET APPLIQUEES. 493
on en tire aisément

T

2 . I'(¢)I(p— :
(ri) f cos? T osin?'gcospo do = _jq)ig_@ cos =,
o r(p) 2
T
2 o . r(grip—9q) . g~
I cosP T tgsin?tosin po do = L Lgni®.
(r2) .£ ¢s psinpgag T () S =
Si dans les équations (11) et (12) on fait successivement ¢ =1 et
g = p —1, on ales quatre formules suivantes, que j’ai déja données

par différents moyens :

’E
P 3 ;
cosP? g cosg dy = o,
o

F3
2 I
P2 4 o = I
£ cos”? ¢ sin pop dg = Pt
‘-'—: sinp—;i
f sin? 2o cospp dp = )
0 p—I
ad -—cosPTTr
2, -
f sin?2gsin pgp dp = =
o P

Si dans Véquation (12) on fait ¢ = o, il vient

r
2 sinpg m
Pt T = —-
;fo‘ cos” ¢ Sine 97 = 5

3. Cette derniére peut étre bien simplement déduite de 1'équa-
tion (2); si 'on multiplie 'équation (2) par

dr _ __dy
y  singcosg

. oy T T vianed
etquonintégrede y =02 y= o oude g =o0 2 ¢ = ;, il viendra

s

- 2] R o3 T 2 s'
f e~ xp! dxf R dy = L () f cos? 1o LY g
0 ) Y o sin

af 9 i
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e V. .
s1n xy ™ - . 1 )
f paC ({’),- — f e g P g — P :
o Y 2 ° afl

donc
* sin puo ~
cosP o LY gy = T,
v Sl ¢ 2

. Oun peut déduire immédiatement de Péquation (2 la valeur e

cus ar T s . | .
j' ~——— dx. Multiplions en effet I’équation (2) pa

cos y dy  cos(atange) dy

¥ sl ¢ cos o

et integrons de y = o i y == ou de =0 a 9= ;. on aura

o YL N . y e ol
SN Ly Cos T 2 S1n pre
e AL i i 2_(/]. = L T e0sp=15 2P (g atangold;,.
. Ja ¥ a’ o tosing et

vor s
. sin 2y cos § , N . .

Or S10 Zy” cos - ag 8T ; " .
Jr, j . dy est égal a 5 Ou a0, suivant que x est plus gran.

ot plus petit que 1 ; donc on aura

T
i e r 2 sl o )
E e~ xt tdxr = L.p) cosl g —2L Lt osia tang o) du
L ar J, sin g : 2
d'ou, enfaisant p = 1.
" ; T cos ux T
cosfatang o) dy = M =T e
' ) o I )



