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NOTE

SUR LA THEORIE MATHEMATIQUE DE LA DOUBLE REFRACTION;

Par M. H. SENARMONT,

Ingénieur des Mines.

Depuis que le génie de Fresnel a créé Padmirable théorie de la
double réfraction, M. Hamilton a déduit des conséquences nouvelles
et singuliéres de la forme de I'onde lumineuse dans les milieux biré-
fringents; et expérience, d’accord avec ces épreuves délicates et déci-
sives, est venue confirmer les idées de Fresnel d’une maniére aussi
complete qu'inattendue.

Fresnel avait laissé imparfaites les démonstrations de plusieurs résul-
tats auxquels il avait été conduit par une sorte de divination. M. Ha-
milton les a complétées par une analyse savante [*], et M. Pliicker
les a rattachées trés-simplement aux propriétés des surfaces réci-
proques [*]. On peut aussi retrouver tous les résultats connus, sans
recourir & aucune théorie géométrique particuliere, et en s’écartant
a peine de la marche que Fresnel avait adoptée.

On se contentera, dans ce qui va suivre, d’établir les principes et
les conséquences de la théorie de Fresnel, 4 peu pres dans Pordre qu’il
a suivi lui-méme : on ne s’arrétera pas d’ailleurs 2 Vinterprétation phy-
sique de chaque résultat géométrique; et, tout en empruntant le lan-

gage de l'optique, on supprimera les développements qui ne seraient
pas ici a leur place.

I*1 Transactions of the royalirish deademy, LXX" vol,
[**] Journal de M. Crelle, tome XIX.
Tome Vi1l — Sertomene 1843 46
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§ ]er_

Lorsqu’une onde plane se propage dans un milieu ¢lastique quel-
conque, on peut toujours déterminer dans le plan de cette onde
deux droites telles, que si la direction du mouvement vibratoire coin-
cide avec 'une ou avec autre, les forces élastiques mises en jeu ont
une résultante comprise dans le plan qui contient déja le mouvement
vibratoire lui-méme et la normale au plan de P'onde.

On désignera par a2, b*, ¢* les élasticités suivant trois axes d’¢lasti-
cité principaux, par a, 3, 7 les angles que fait avec ces axes la direction
d’un mouvement vibratoire quelconque. On démontre d’ailleurs que
la résultante des forces élastiques développées a pour composantes,
suivant les trois axes, des quantités proportionnelles a

a® cos a, b* cos 3, c*cosy;

«le sorte que la projection de cette résultante sur la direction dn mou-
vement vibratoire lui-méme est proportionnelle a

(1) r* = a*cos*a + b* cos®f3 4+ ¢* cos*y.

N

Si le mouvement vibratoire se trouve compris dans le plan d’une onde
perpendiculaire & la droite qui fait avec les axes des angles I, m, n, on

a la condition

2) cosu cos{ + cosBcosm + cosycosn = o}

enfin, pour que la direction du mouvement vibratoire , la résultante
des réactions élastiques mises en jeu, et la normale au plan de I'onde,
soient comprises dans le méme plan, il faut qu’elles puissent étre toutes
trois perpendiculaires a une méme droite qui fera des angles convena-
blesu, v, w avec les trois axes, de sorte gne P'on a les trois condi-

tions
COSOCOs UL +  COS ﬁ COS ¥ -+ COS Y COS W = O,

=) a*cosacosu + b*cos 3 cos v + ¢?cosycosw = o,
coslcosu + cosmcosy + cosnmcosw = o,
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desquelles on tire successivement

cos u Ccos ¢ SCO v

Ez_cz - c:___az) - (aa_ bz\’
cos « cos f _ COS v

/

(¢* —a*) + ———~i2:;l (a* — b*) = o.

cos { cos mn

(b —c*) +

cos o cos p

I équation (2) peut étre mise sous la forme

cos [ a2 cos m 2 cos n )
cos? o 4 — - €os® 3 4 = 08Ty = 0,
CcOoS o cosﬁ 7

et’on arrive enfin a

cos [ cos m
m e
b a) cost b+ (¢ —a) costy (@ — 5) cos® a + {¢* — b cos’q
( cos 7
. CO5 % )

(@@ — ) cos? o + (b* — ¢?) cos? B

I expression (1) peut prendre les trois formes ,

r? — a? = (h* — a*)cos® f§ + (¢* — a*) cos’ 7,
Pt — b = (a® — b*) cos® a + (¢* — b?*)cos’ v,
Pt — ¢ = (a® — ¢*) cos* o + (b* — c?) cos® 3;
donc
j ( cos { ( cOs m
| 7t — at At — b?
cos cos B
; ’I\' . \/ cos® I cos* m 4
Yoo (7““’ — gz): p? I BE:
cos® / cos? m cos® n
g2 I PR X P o—

4 cos = cos L —+ cos 3 cos m -+ cos g cos 1

A cause de Péquation (2), le dénominateur de la derniere fraction est
nul; il faut donc que le numérateur soit égal a zéro :

\ cos ! cos’m cos’n
(5 T

r?—ga P p— I’ 72— c?

=
_O}
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Cette derniére équation fournit généralement deux valeurs de 1%, aux-
quelles correspondent deux systémes de valeurs pour a, 3, .

L’¢quation (5) représente la surface d’élasticité, dont les rayons
vecteurs sont proportionnels aux vitesses avec lesquelles se propage-
raient, suivant lear direction, des ondes planes qui leur seraient per-
pendiculaires. et dont les vibrations auraient la direction déterminée
par 'un ou I'autre systéme de valeurs de «, £, 7

§ 11

Les directions déterminées par les deux systémes de valeurs de o, f.
/> sont rectangulaires entre elles.
Soient r’2, r”? les deux racines conjuguées de I’équation (5), =", .

7" 3", 97 les valeurs correspondantes de «, 3, 7 :

" cos { cos m cos 72
r?}’—_ a? ;’z :‘Z-z rr o2

) cosa’ cos B’ cos ¢’
cos ! ' cosm cos »
7 [12) P ])z) . L")

cos " cos 8”7 T cosy”

En multipliant ces équations membre a membre, on a

[_,__‘Eis’_’__.,, ] [__fﬁ’”m] [h__ﬁ"v_l
(r’"’—(z“):r”ﬂ—rz*li: (r"-b’)(r”~b2) _ (r't—c?)(r"*—e*)

cos z' cos =" cos B’ cos cos y/ cos "
cos* / + €08* m ©0s’ n
B e N G N ek ) Gt 3 B T N ey

€0s & cos «” - cos B’ cos B” +- cos y” cos 9"
Mais de équation (5) on tire facilement

(r*—a*) (r? —a*) = (@® — b%) (@* — ¢*) cos? {,
i (1 = B2) (P — b*) = (B* — a?) (b* — ¢*) cos? m,
(" — ") (P —c*) = (¢* — a*) (¢ — b?) cos* n;

et comme, apres substitution , le numérateur de la derniére fraction
se réduit identiquement a zéro, son dénominateur est nécessairement

uul.
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§ 100

Dans tout milieu élastique il existe deux directions suivant lesquelles
les deux vitesses de propagation des ondes planes deviennent égales.
Ces vitesses correspondent d’ailleurs 4 des directions quelconques du
mouvement vibratoire dans le plan de Ponde.

Soit

a>b>c.
I équation (5) peut se mettre sous la forme

(r2—b%2 4 (r? —b?) cos®m(2b* — a® — c*) + cos*[(b* — c*)~+ cos*n(b* — a*)]
+(h? — a®)(h* — ¢*) cos* m.

Si 'on exprime la condition des racines égales,

o = [cos* m(2bh*> — a* — ¢*) + cos*{(b* — ¢*) + cos*n(b* — a*)|?
+ 4(a* — b*)(h* — ¢*)cos*m,

les deux termes sont essentiellement positifs; il faut donc qu’on ait

N 2 at — b? 2 b — ¢

, cos’m =o, cos’l=— , cos*n = .

LS) @ — ¢ a* — c?
? rz = h2

Si I’on porte ces valeurs dans les équations (4), les valeurs de cos «,
i o T .y
cos 3, cos 7, se présentent sous la forme et demeurent indéterminées.

Les deux directions déterminées par ies équations (8) sont les axes
optiques.

§ IV.

Si I'on définit la normale 4 une onde plane quelconque par ses
distances angulaires aux deux axes optiques, les deux vitesses de pro-
pagation correspondantes pourront s’exprimer simplement en fonction
des nouvelles coordonnées.

Soient Z,, t,, les angles que fait la normale avec les deux axes
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optiques; on a

\a — ¢*)cos ¢, :\rz —b2 1cos { + VT — ¢\ cos .
\,’(Eli:A(,‘z)COS l, = \/’([l b2 )COS[ — \‘1./) — ¢ )COS n;
donc
cos | = "/(ﬂ—:_i) (cos to -+ cos ’|> .
Vie —&) \ 2
Ji f— cost,
cos n = * /W —) <ms cost )
V(b — ) 2

Par ce changement de coordonnées I’équation (5 prend la forme

ri— a4 et — (@t -— ¢*) cos £, cos ¢,

Jater + la* — cﬂ) ( ((os to, =+ cost r — €*icos &, — oS 4y J
4
d'ou
9 a’ +- ¢ at — ¢t . .
re= e e (cos t, cos ¢, = sin t, sin ¢,
al —+ ¢ at— ¢

=——— cos (¢, = ¢,

t, Tt ) /
= a? q1n< ‘: )+c"cos(»

mH

i/)_
§ V.

Les plans qui contiennent une droite quelconque, et les deux direc-
tions des mouvements vibratoires des ondes planes normales a cetie
droite, partagent en deux parties égales les angles diédres compris entre
les plans qui passent par la méme droite et par les axes optiques.

Les directions des mouvements vibratoires et la normale aux oudes
planes correspondantes sont trois droites perpendiculaires entre elles.
On peut donc les prendre pour axes coordonnés.

Pour changer de coordonnées angulaires, soient f*,, /', S
les angles que les directions des deux vibrations font avec les axes
optiques;

cosf, _ cosu v\a"—bz)—}—cos, v,bﬂ_cﬂ\

i

cos f, cos a' V (a* — bz) — cos-y v(b — c’)
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Si Pon élimine o', 7', 2", 9", au moyen des équations (6), on a

jcos £y cos I(r— ¢ y(at— bz) + cos n (r't — a?) V(b7 — ¢ (7)
‘o) ’cosf' " cos ! (r'*— ¢ \/ at — b’) — cos 7 (r’* — ¢%) \/(bziﬁc} ’
O Neosst cos 1t o) Vi ST+ connlri— ) V)

eos £ T (7" — ¢ y/(a’ — b*) — cos n (r'"*— ¢ \/(5’ T

Mais des équations (7) Pon tire

(.f” — &) yl@ — b)os 1

?
— a?) \/ —_ c’) cos n

donc

Les projections des axes optiques sur un plan parallele au plan de
Ponde font donc des angles égaux avec les nouveaux axes, ou, en
d’autres termes, avec les directions des deux vibrations rectangu-
laires.

§ VI

La surface représentée par I'équation (7) est susceptible d'une con-
struction géométrique trés-simple.
Si T'on coupe Vellipsoide
1

W a® cos® o + b? cos® 3 + ¢* cos® y

par un plan quelconque passant par son centre, et si Pon porte sur la
perpendiculaire & ce plan des longueurs inversement proportionnelles
aux diameétres maximum et minimum de I’ e]hpse ainsi déterminée, les
deux points que P'on obtient de cette maniére appartiennent 4 la sur-
face.

La longueur d’un rayon vecteur quelconque est donnée par les
équations

cos® & + cos® f§ + cos® y =1,

o= a cos? o + b* cos® 5 + ¢* cos? y;
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st le rayon est compris dans un plan perpendiculaire 4 la droite qui
fait des angles [, m, n avec les axes,

cos cos i + cos B cosm + cosycos =0}
st ce rayon doit étre maximum ou minimum,

cos zd cos o+ cos Sdcos ff+ cosydcosy = o.
a*cos adcos o+ b* cos Bdcos f§ 4 ¢* cosydcosy = o,

cos [ dcosa + cos md cos o+ cosndcosy = o.

Si 'on compare maintenant ces équations & celles qui ont fourn:
I'équation (5), on voit qu’elle ne differe que par la notation des quan-

N T . . r . . ;
tités a éliminer et par la substitution de At 11 est d’ailleurs évi-

dent que les axes de Pellipse coincident en direction avec les deux

vibrations rectangulaires.
On verra facilement que la proposition du § V résulte immeédiate-

ment de cette construction géomeétrique.

VII.

/4

Détermination de la surface d'une onde élémentaire.

Sil'on désigne par ¢, cosl, cosu., cosy des coordonnées polaires
variables, I'équation d’une onde plane qui a passé par origine scra,
au bout de 'unité de temps,

s

« »
(10 COS 2 COS [ -+ COS (L COS I — COSY COS N — - == COS %}
) f

el les constantes [, m, n, r doivent satisfaire anx deux conditions

. . cos?/ C08? cos” n
5 . .

VL < : - e
rt—at a— 0 r?— ¢t

cos®/ 4+ cos>m + cos*n = 1.

La surface d’'une onde élémentaire est tangente i toutes les ondes planes
qui ont pass¢ en méme temps par 1'origine; elle enveloppe donc toutes
les positions du plan (10}, quand I, m, n, r varient. Cette surface
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enveloppe se déterminera de la maniére suivante :
On a d’abord
dcosn dr

COS A+ COSY—— == ———
=+ dcos i pd cosl ’

dcos n
cosl 4 cosn———=o0,
dcos [
cos ! cosn dcosn cos? / cos’m " cos’n | rdr
P ar | pi—etdeost | (ri—a? " (m—bY)  {(r'— o) | deos! ’
i dcosn dr
COS COS Y ——— = — 5
H dcosm pd cosm
dcosn
cCoOsSm-—+ cCosn———=—
dcosm
cosm cosn dcosnm cos? { cos® m cos? n rdr
P b ot deosme (r?— a? (rr— 04t (rf—et)t deosm

Si Pon élimine les coefficients différentiels au moyen des coefficients
arbitraires V, W, V', W', on trouve facilement

V=V, W=W,

et 'on arrive aux équations

cosé
cosh =Vcosl + W — ,
r:—a?
cOsm
cosp ="V cosm + W :—
cos n
cosy =V cosn + W BOEET
! = Vr _cos’l 4 cos® m " costn
o - (r‘z_az)-z (\”.‘5___ bz): (rz_ C’)"’ .

Si l'on ajoute membre a membre les trois premicres équations muiti-

pliées respectivement par cos !, cosm, cosn, ona, a cause des équa-
tions (10) et (5),

Si on les ajoute apres les avoir élevées au carré, on a, a cause de
équation (5) et de la relation précédente,

W:;(pz—l2;);

Tome VIH — Sepreuerr 1843.
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et, si I'on reporte ces valeurs dans les équations ci-dessus,

( ¢ COS ) = rcosl—t—, !

@ COs HJ=rcosnm-+r

———cosin —rcmm—r

,.‘.‘ 2

cosl= &

-

—rt pr—b L
-cosm=—r

—b ri—a

¢ COSY =P COSP +1 P;-— f -
cos*/ . cos® m cos're 1
L‘r'!__ﬂl).’ (,‘_’__ {)2‘)2 (\‘,.'3_(’.2)2 - Pt ( Pz - 7‘2) ’

o
v

p—— 3 -
t——cos [ =rcosl +
ro—a- P"“

re .
COs /4,
(1"F

F — b~P Cos U.

[

——— 0 COS ¥,
pi—c P ‘

Si on ajoute les trois premiéres équations sous leur derniere forme,
apres les avoir multipliées respectivement par cosi, cos ., cosv, on

a, a cause de I'équation (10),

1 cos* »

cos?

costy

{19 -

y O:MPQ-—HV

I

Pl___[)l

3
Pz_cz

cette ¢quation appartient A la surface de 'onde. Si on la retranche de

I'identité

U CcOs® Ccos? u &

oo o o
elle prend la nouvelle forme
. a?cost 6 cos*u ¢ cos® y
(13) -+ S = ] ; =
' pl—at ot —b pr—e

§ VIII.

Si dans I'équation (5) on remplacait r?, a?, b, c*, cos {, cosm, cosn,

L I
YAr —5 s o3
l P_' ? at ? [)'3,

T N . . ‘.
—» COSA, COS{L, cOsv, on retomberait sur I'équation (13).
[ /

[l sutfit donc de faire le méme changement dans toutes les équations
pour avoir des relations analogues entre

qui dérivent de 'équation (5),

By Ay oy v
Ainsi les directions déterminées par
2, — .2 ¢la>— &)
cos’ u=0, cos Fla =)
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correspondent 2 des racines égales de I'équation (13), etsi I'on rapporte
4 ces deux droites la position d’un rayon quelconque, en appelant 6,
4, les nouvelles coordonnées angulaires , on a

1 @’ c? a?—c? R .
e i e~ (cos@ cosf, = sinf, sin0,)
P~ ra’
al+4-c? a*—c¢’? .
= cos (6, = 6,
2a?c¢? + 2at ¢! (0+ L

. ('|'—9 9(! —4—9
= —sin (-]—l——-‘> + cos( 7—4—>-
@t 2 b 2

Enfin, si I'on coupe I'ellipsoide

1 L a I 2 I 2

F7 = . €O8* & = 55 co8 B+ —cos®y

par un plan perpendiculaire 4 la droite qui fait des angles 2, p., v, avec
les axes, et si I'on porte sur cette droite des longueurs directement
proportionnelles aux diametres maximum et minimum de Vellipse ainsi
déterminée , les deux points que 'on obtient de cette maniere appar-
tiennent a la surface de 'onde.

§ IX.

A chaque direction d’un rayon de la surface (13) correspondent deux
directions de vibrations.
Si I'on élimine I, m, n entre les équations (4)et (11),

COSL cOoS [ €os v
ot — ) L [1 \pr—= 1

(14 A2 — N L
(r4) coS z cos @ cos v \/(p — ) '

a chaque valeur de g tirée de I’équation (13) correspond un systeme
particulier de valeurs pour a, 3, v

I.es plans qui contiennent 4 la fois le rayon et la direction d’une des
deux vibrations sont rectangulaires entre eux; ils partagent en deux
parties égales les angles diédres compris entre les plans qui passent
tous deux par le rayon, et chacun par 'une des droites correspon-
dantes a

cos? p=o, costh=_ 0" @b —c

08 ot T o ——— 'Oq Y = S

XU‘ ? b gt — o2? ¢ [2(12___0
47..
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I suffit pour s’en assurer de chercher les angles que font avec les axes
deux droites perpendiculaires, toutes deux au rayon, et chacune &
I'une des vibrations. En reprenant ensuite la marche suivie au § 11 et
au § V, on prouverait, absolument de la méme maniére, que ces deux
droites sont perpendiculaires entre elles, et qwelles partagent en deux
parties égales les angles compris entre les deux traces déterminées sur
leur plan, par des plans qui passent tous deux par le rayon et chacun
par 'une des droites correspondantes aux racines égales de I'équa-
ton {13V,

II est d’ailleurs facile de voir que cette derniere propriété résulte de
la construction de la surface de Vonde au moyen d’un ellipsoide.

§ X.

La droite qui joint, dans le plan d’une onde, le pied de la normale
a cette onde et I'extrémité du rayon correspondant détermine la di-
rection de la vibration.

Des équations '1 ) on tire, en ayant égard 4 I'équation (12),

b r- .

COS J.COS & + COS 1. COS 5 4 ¢OS v cos 7} = \/1 — — —=sine.
I’angle compris entre le rayon et la normale est complément de
Uangle compris entre le rayon et la vibration. Mais la vibration et la
normale sont perpendiculaives entre elles: les trois droites sont done

dans un méme pian.

§ XI.

stant donnée la position de londe plane, en déduire celle du rayon
correspondant.
Si Pon ¢limine p entre (11; et (13), et entre (10) et (13),

a*cos kcos / bt cos p cos m ¢ COS v COS 2
19 - el LT LT e
7 — gt 7o f? P — ¢ ’
R a® cos? b eos? u e2eost y
, 3 [} JE—
16 - — R Y o eners O
R rt—a'cos’ s ri—bicos’e r? — ¢?cos’e

Ces équations, qui représentent un plan passant par 'origine et un
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cone dont le sommet est a la méme origine, répondent & la question.
I intersection du cone et de la surface de V'onde est déterminée par
’ensemble des équations (12) et (15).

§ XIL.

Etant donnée la position du rayon, en déduire celle de 'onde plane
correspondante.
Si Pon élimine r entre (1:) et (5), et entre (10) et (5),

S cos ) cos { COS$ @ COS ™M cOs v COS 7
(17, Sht 4 e - e = o,
: pt — a’ p'—b~ 2t

cos® / cos? mn cos® 2
(18) KYSereRlpe = 5 R T, =
N ptcos’s — at e* cos’e ~— b p*eos’ e — ¢

Ces équations N qui représentent un phm passant par l’origne et un cone
dont le sommet est 4 la méme origine, répondent 2 la question. L’in-
tersection du cone et de la surface (5 est déterminée par Yensemble
des équations (5) et (10).

§ XIiI.

Les problemes des § XI et XII présentent chacun un cas particulier
qui mérite d’étre considéré.

Lorsque les constantes qui entrent dans les équations des plans
sont telles que ces équations se réduisent identiquement a zéro, on
n’a plus, pour répondre a chaque question , que I'équation des cones;
il faut donc nécessairement qu’une infinité de rayons, réfractés suivant
les génératrices d’une surface conique, correspondent, dans certaines
circonstances, 4 une onde plane unique, et qu'une infinité¢ d’ondes
planes, normales aux génératrices d’une surface conique, correspon-
dent, dans certaines circonstances, 4 un rayon réfracté unique.

Ces deux cas particuliers vont étre discutés successivement.
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§ XIV.
Discussion du cas particulier du § XITI.

Iéquation (15 du plan se réduit identiquement a zéro quand

ai — b bt -
cosm= o, r=~ah, cos?l— ~i o ., costp o= N
a* — ¢- s — ¢
o — I bt —
ccoss:b:p(\/”ﬁ“, cos 2 = ¢\/_ T S cosvl.
! - ¢? at — ¢ ’

{ Le double signe répond 4 une double surface conique. On ne con-

servera, pour la discussion, que le signe supérieur. )

Si I'on porte ces valeurs dans Péquation (16) du cone, elle devient ,
apres toutes réductions faites ,

a* (b — ) o - cHat— 0% Y 2
T COST 4 e Tl y 4 cos? oy,
bila— ) boiar — en '
) ’ ’ o = 0
o -ty V(b — o2
- T - )} ( -~ cos ) cosvy
Wt b

b I (.. [br— e o \/'n‘ b .
(.1‘ \/r‘l:?r - Z\/(l"m;(:-; ) \‘x b V @it @ ) +trt=o

L’¢quation dn plan de la base est, en coordonnées rectangulaires

et il est nécessairement tangent 4 la surface de I'onde, dans toute
I'étendue du contour de cette base, puisque chaque génératrice est
un rayon, et que chaque rayon est déterminé par un point de contact
de 'onde plane correspondante. Si, dans Péquation du céne, on fait

y=o,

[.a premiere génératrice, qui se confond avec la normale 4 onde
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plane unique, est donc perpendiculaire a la base du cone. Si on la
prend pour nouvel axe des X, I'équation du cone devient '

PIGE

n“+'<3~‘€§\/

etsi l'on fait £ = b, on a pour P’équation de la courbe de contact

NE
g 5 .

nt -+ —

A chaque rayon correspond une direction particuliére de la vibration
dans le plan de I'onde. On déterminera (§ X)) cette direction en joi-
gnant dans le plan de la base du cone le pied d’une génératrice, ou,
en d’autres termes, d’un rayon quelconque au pied de la normale a
I'onde plane qui se confond avec la génératrice perpendiculaire a la
base.

Aprés I'émergence, chaque rayon devient paralléle a la normale &
'onde plane unique extérieure correspondante i I'onde plane unique
intérieure. T.a direction de cette onde extérieure se déduira facilement
de la direction de I'onde intérieure par la loi des sinus.

I 9 : s . 1ot 2 1 b : 2 L
Jindice de réfraction est évidemment égal a =, si P'on représente

par v la vitesse de propagation dans le milieu extérieur.
Les rayons émergents forment, par conséquent, un cylindre du
second degré.

§ XV.
Discussion du cas particulier du § XII1.

L’équation (17) du plan se réduit identiquement 4 zéro si I'on a

ca — b at b — ¢
2 2 R 2
02 = CO8 A —= — ———, CO8*¢p = — —-
[ I b a? (:2’ bzlz‘: {‘:7

o _c\/az‘_b: . \/b —
COS ¢ = z —_ z l-ll—_—v COos b PENpS ; COs .

‘ On ne conservera, comme précédemment, que le signe supérieur.)
Il est facile de voir que, pour obtenir 'équation du cone, il suffit

cos . = 0,
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" 1 I 1 , .
de changer a?, b*, 2, ), o vsen —, 5oy oy L omy i, dans les équations

h?
du§ X1V,
L’équation du cone est donc

[—r "
- cos? o4
@ —

,Cos* n - cos®* m ]

@ AV —b B =) s
a?— ¢ ac )

o, en coordonnées rectangulaires,

(e \/;—_ \/aé‘:b?» b \/55'_(-? b \/,;‘f:z;‘v e
A I e L AV ,,z_c'é) by =0

et 'on prouverait, comme précédemment, que le plan perpendiculaire
a la génératrice, qui se confond avec le rayon unique, coupe le cone
sutvant un cercie.

I'intersection du cone et de la surface (5 est donnée par Pensemble
des équations {5; et (10). La seconde représente une sphére qui passe
par lorigine et dont le diametre est 5.

On peut mettre ces deux équations sous la forme

a’ — b* c?

——-— cos® [+ -

[ (& re
et — b7 . ' —- b reva® yat 3
o icost - ST cos?tn g s —— . — g,
w{r — e ri—ct a? o ‘-

Si on les retranche, on obtient I'équation d’une nouvelle sphere,

cr®—a*s + reoslyla® — B y(a? = ¢*) = o.
§i I'on retranche de nouveau les équations des spheres 'une de I'autre,
apres les avoir mises sous la forme convenable, on obtient I'équation

du plan du cercle d’intersection,,

, fa —— b Jr :
ri n\/—‘ cosl ¢ \/ = ""- cos n) — ac = o,
o — :

o w— ¢

ou, en coordonnées rectangulaires,

@ — b b — ¢
Xl ——— - T — — dC — Q,
a- — - ‘- — ¢
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Ce plan est perpendiculaire 4 la génératrice du cone diamétralement
opposée au rayon unique; il détermine donc une section circulaire
antiparalléle a la premiére.

Si I'on fait passer des plans par la génératrice qui se confond avec le
rayon unique et par une génératrice quelconque, ces plans contiennent
(§ X) la vibration correspondante a cette derniére, ou, pour mienx
dire, 4 I'onde plane qui lui est perpendicnlaire. Si 'un quelconque de
ces plans est incliné sur la section méridienne du coéone d’un angle &, .
et si un second plan, qui passerait par la méme génératrice et par
Iaxe du cdne, est incliné sur la méme section méridienne d’un angle 7,
on trouve facilement

tang T = \/I + @:%37(5—_;622 tang 2d';

. ., (a2—b‘~’)(b7——cz) .., . ; ,
mais, en genera} y - 4—;20—2——— est une quantite lres-petite quon

peut négliger, et I'on a, & trés-peu pres,

= ad.

A chaque onde plane intérieure correspond, apres l'émergence .
une onde plane extérieure. Les normales aux premieres formant un
cone du second degré, les normales aux secondes en formeront un du
quatrieme. La face d’émergence est supposée perpendiculaire au rayon
unique.

Chaque onde plane suit, en se réfractant, la loi des sinus, mais avec
un indice différent pour chacune d’elles, la vitesse de propagation in-
térieure propre a chaque onde étant précisérent égale aux longueurs
des géndratrices du cdne interceptées par le plan antiparallele 4 celui
perpendiculaire au rayon unique.

Soient I’équation de ce plan antiparalléle et celle du cone rapportées
au rayon unigue coinme nouvel axe des X, /

U G G

Eac —¢\(@® — b)) b — ) — ahc = o.

Soient Xy, Yo, % les coordonnées courantes de la normale & une

Tome VIII. — Seerexere 1843. " 48
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onde extérieure, correspondante 4 une onde intérieure, dont la nor-
male perce le plan antiparalléle en &, 14, £.

On a d’abord, entre &, », {, les relations qui précedent, et de plus,
entre les némes quantités et &,, 7, , 2, , les relations suivantes.

[Les directions de propagation intérieure et extérieure, et la normale
a la face d’émergence sont dans le méme plan :

n_ %
Yo Z

o

Le rapport des sinus est égal au rapport des vitesses intérieure et ex-
térieure, ou, en désignant cette derniére par o,

\/ gt
Ez_*__an_C: _ \/(Ez_’_n:_"_gﬂ)

\/ yi+1 v

z, +7; 43

Si entre ces quatre équatiens on ¢élimine £, 4, £, on trouve, pour
I'équation’ du cone émergent,

(y+ sya _ @82 (br—¢*) 2/ .2 .2 2) — K222(g2 2 25,
]0 ‘ZO) - azbie? zo(xo+.) 0+ZO/ - Z'O('z‘0+]()+zn’7

et on peut remarquer que l'intersection de ce cone et d’une sphere
dont le centre serait & 'origine se projette sur le plan des xz suivant
deux paraboles, sur le plan des yz, suivant deux cercles passant par
origine.
On peut mettre 'équation du cone sous la forme suivante :
ria4z2 = + Kz, [1 + K;z-:\/(l + yi;z_ﬁ)];

[

4 est généralement une quantité assez petite pour qu’on puisse né-

7

gliger ses puissances supérieures; I’équation devient alors
Yo+ 2: £ Kz,x, = o,

et représente deux cones obliques & bases circulaires de méme forme
que le cone intériear, mais dont les bases ont des diamétres diffé-
rents.



