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VAVIAMEWAAA VA MAAAMA WA MA VAR RAA AN A

SUR L’EQUATION

dz l?
? —(—-?:O;

dzt dy*?

Par J. LIOUVILLE.

Soit z une intégrale particuliére de I'équation

‘ dg  d’
(I) —dz.-z -+ aj—; oy O’
en sorte que l'on ait
d*u du __
=TT
et par conséquent
du du
P i au
dx 4 dy
dx dy
La quantité
du du

sera des lors une différentielle exacte. Posons donc

flar-gam) =

dv __ du d_v du
(2) d_y — (L—r’ dr dj'

et par suite

De 14 résultera sans difficulté

d? + d o
dx? dy* !

d’ot Von conclut que v est aussi une intégrale de I'équation (1). De
Tome V111.— JoiLeer 1343. 3 4
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plus on aura évidemment
du dv die dv — o
dedz =~ dydy —
Les courbes représentées par I'une ou Pautre des deux équations
U = constante, © = constante,

sont donc du genre de celles que M. Lamé nomme isothermes ; et
chacune des courbes du premier systéme u = constante coupe 4 angle
droit toutes les courbes du second systéme.

Maintenant désignons par o, {3 deux variables nouvelles, et posons

3 u=a, v=f,

ce qui nous permettra d’exprimer x et y, et par suite ¢, en fonction
de o et 8. 1l nous viendra, en ayant égard aux relations (3) et(2),
To— Do (deyt ) Ly dudu | dg (diNe | dedu | dydv
dz' ~ da \dx dadf dzdy " dp\dy) " dade T dp d’
d's _ d (dn>2 N dp ﬂ du d (dl¢>2 dod'u  deodw

= I \dy > Tdidrdy T apt\as dady: T ag
Ly 14 y

ajoutant donc pour égaler la somme & zéro, puis supprimant les termes

en %, .(2—2, dont les coefficients sont nuls, et divisant par (%>2 + (Z—;)a ,
on a /
d? d?

(4) de: + qui = o.
Cette transformation de I'équation (1) dans ’équation (4) a été utile-
ment employée par M. Lamé dans la théorie de la chaleur. Pour Popé-
rer, il faut connaitre les deux fonctions u et v. Notre but était ict de
montrer comment I'une d’elles (« par exemple) étant connue, 'autre
s'en déduit immédiatement.

L’équation (1) étant satisfaite soit par ¢ = x, soit pargp = y, Péqua-
tion (4) doit Iétre également, en sorte que

d'x dz dy dy
(5) (7;7_'_4_(32—0’ e T oap

Donc si I'on regarde « et 3 comme les coordonnées rectangulaires d’un
point, et xx, y comme des fonctions de «, B, chacune des équations

X = constante, y = constante,
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représentera un systeme de courbes isothermes. Yajoute que les
courbes du premier systéme coupent a angles droits celles du second.

Différentions, en effet, I'équation # = a par rapport a o et {8 suc-
cessivement : nous obtiendrons

du dx dudy_I du dx ﬂdy_o
dede ' dyde ™ 7  drdB ' dydp
L’équation ¢ = f3, eu égard aux relations (2), fournira de méme

dudr  dudy du dx du dy

dy da d.z:dac_o’ @E_a%

= — I.

De ces quatre équations, en posant pour abréger,
du\? du\ *
2= (@) @)

dy __1du _ dx dy 1 du dx
dp ™ Adx  da’ da ady dp’

on tire

et par conséquent
dy dx dy dz o
de do ' dBdp
ce qui démontre le théoréme énoncé.

La réciprocité établie par nos calculs entre les fonctions u, ¢ ou
a, § de x, y, et les fonctions x, y de a, B, réciprocité qui se re-
trouve méme dans les formules

dy dx dy dx

dg — da’ da  dp’
analogues aux formules (2) et dont les équations (5) sont, du reste, une
conséquence immédiate, méritait, je crois, d’étre indiguée. Au surplus,
les résultats auxquels nous venons d’arriver peuvent aussi se déduire
de Pintégrale sous forme finie qui vérifie I'équation (1), ou plutdt de
cette remarque que z + ¢ y/— 1 se réduit 4 une simple fonction de

x + y y— 1. Maisil parait plus convenable d’éviter Iemploi des ima-
ginaires.
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