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M AMAVAAAA VI VA VAMAS VARAA WA YA WA WA A VAAAA A VALY

NOTE
SUR UNE CLASSE PARTICULIERE D’INTEGRALES DEFINIES;

Par M. CELLERIER.

Je me propose de montrer dans cette Note comment on peut arriver
&’ une maniere trés-simple a la valeur de Yintégrale

lo <]
() f_ _ Mda,
\ . . . i L,
ol M est une fonction entiére quelconque de x, _, et des quantites
{2) sinax, COSAX, sin '@, cosd'x, sin a’x, cosa’x,...,

en désignant par a, @' a’,... des constantes réelles quelcongues.

On suppose ici que Vintégrale (1) a une valeur finie et déterminée.
Les termes de M qui changent de signe quand on remplace x par — &
disparaissant dans Vintégrale, on pourra n’avoir égard qu’aux termes

\

airs par rapport a x, et par conséquent n’étendre I'intégration que
p P pp s q g q

depuis z¢€ro jusqu’a Vinfini en doublant le résultat. Si % est la plus

. 1 N .
haute puissance de;contenue dans M, on n’aura donc qu'a examiner
l’intégrale

3 N de,

o I

ou N est une fonction entiere de x, et des quantités (2), qui contient
seulement des puissances paires ou impaires de a, suivant que 7 est
pair ou impair. Pour que Pexpression (3)soit finie, il est nécessaire d’ail-

N T " . . .
leurs que — s€ réduise 2 une quantité finie quand x = 03 il est clair
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¢galement que Ja Plus haute puissance de x contenue dans N devra
etre tout au plus &', sans quoi lintégrale (3) ne convergerait pas
Vers une limite unique et déterminée quand, aprés y avoir remplacé
la limite infinie de | intégration par une quantité trés-grande 4, on fe-
rait croitre celle-ci jusqu’a Pinfini.

Considérons d’abord le cas tres-simple ou

i4) N =Pcosax + Qsinaxr + R,

P, Q. R étant des fonctions entieres de x, et ¢ une constante réelle.
: N . . . .
Pour que 7 S01t une fonction paire de 2, il faudra d’abord que P et R
contiennent seulement les puissances

e XL,
et Q seulemeni

K St , xn—s’ .rn—s, o

Cela posé, si I’on désigne par ¢ le terme indépendant de x du coeffi-
cient de sinax dans Pexpression

d™'N
dan—=r’
on aura
=]
N +q =
(5) dr=__FT1 =
A o axt .23 (n—1 2

en prenant le signe + ou — suivant que a est positive ou négative,

Ce théoreme a lieu pour de petites valeurs de 7, entre autres pour
rn = 2. En effet, dans ce cas, la valeur la plus générale de Pexpres-
sion . 4) étant

N = m cos ax -+ m'z sin ax - m’,

. , .. N
oum, m’. m” sont des constantes, la supposition que & reste fim
quand x = o, donne

m <+ m” = o,
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Par conséquent,

“ N ® ' x sinax — m(1—cosazx
(o) e

x’l

En méme temps, la valeur de g est
g = m' — ma.

En intégrant par partie, on a

1—cosaxr 1— COS QX a sin ax
f —dr = — — f—dx;
x x . x
. 1—cosar . . Yimi
puis , ~————— § ¢vanouissant aux imites o et oo,
@ o
I—cosax s ax
(=i =a [T e,
o Z o xz
et

o o x

fmg;dx—_—(m’—ma)fmsmmdx'ziqg;.

le théoréme se vérifie ainsi.
Donnant maintenant a n une valeur quelconque, je vais montrer que
le théoréme a lieu, s’il est exact pour le nombre n — 1.
Soit
cx™ ! sin ax

le terme de Q sin ax proportionnel a ™5 on aura

N — ¢z sinazx dr = N — cr*'sin ax
x" - (n—1)x"
I d (N —cz"'sinax) dz
-+ —
(n—1) dx x™®
Comme
cx™! sin ax N — cx™' sinax
- , et ’
Z "

conservent une valeur finie pour £ = o, la quantite

N — cx™'sin ax

mn—\

Tome VIIL — Juiueer 1843, 33
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e . A - - 4
S evanout a cette limite. Il en est de méme pour x = o, parce que
N — cx™* sin axne contient, hors des signes trigonométriques,, que

des puissances de a égales ou inférieures 4 x" 2. Dailleurs, dans
I’expression

d(N — cx™'sin ar) dp _
e [E +a(Q— cx ) cos x
d(Q —cxpn 1o {R
—+ [—(Q—f——) —aP |sinaxr + 225,
) dx dr

il est clair que le coefficient de sin ax contiendra seulement les puis-
_ - . dR .
sances "2, i =6 et celui de cos ax et Js seulement ax”*,
X

x"7,..., conditions requises pour que le théoréme soit applicable: ct
comme il a lien pour le nombre n — I, On aura

"® d(N — ca"' sinax) dx it/ 7
J. p T 5

- A |
rn—2) 2

4" étant le terme indépendant de o du coefficient de sin ax dans Vex.

pression

A" ' (N —ecx™'sinaz)  d"' N d"' ("~ sin a.r)

dzxt T den ’ dx

Le seul terme de cette espece, donné par I'expression

d"—' (&"'sin ax)
R

étant
(n—1)(n—2)...3.2.1,

et celui qui provient de
qu p g N

dz"

étant égal a ¢, on aura

4 =¢—1.23... (n—1)c.
Par conséquent.

F N — extisinar 1 % d(N —ce" 'sinar) dx
= " dr = il
JSO (o]

e n—a1i dxr Kot

=+ q’ ™

2

— =1 T
1.2.5...(rn—1) 2
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et

f‘”‘i_c “sinaxdr_'__ q T — *q 0T
ot o x “_'1.2.3...(n——1)2+ 2 1.2.3...(n—1)2

1 équation (5) a donc lieu pour le nombre n; et puisqu’elle est
exacte pour n = 2, elle est généralement vraie.
Maintenant, faisons

) N = P, cos a,x + Q, sin a,x + P, cosa,x + Q, sin a,x
6 . .
+ P, cos azx+ Qgsinazx + ...+ R,
en désignant par a,, @y, ;... des constantes, par P, p,, P;,... et R
des polynomes contenant les seules puissances x**, x"*,... et par

Q,, Q,,... des polynomes contenant seulement &', x*%,...; ces der-
nieres conditions sont nécessaires et suffisantes pour que

N

e

soit une fonction paire de x et s’évanouisse pour X = o=. Si, en
outre, elle reste finie pour x = o, il faudra pour cela qu'en dévelop-
pant les sinus et cosinus contenus dans N, les puissances &%, arr, ..
disparaissent identiquement. Si donc on désigne par

Ry, Ry Ry,

Vensemble des termes d’ordre inférieur a x” fournis par le développe-
ment de

P, cosa,x + Q,sina,x,

P, cos a, x + Q,sina,x ...
on devra avoir identiquement

R+ R, +R;,+R;+...= 0,
et N prendra la forme

N = P, cosa,x -+ Q,sina,x — R, +P,cos4,2 + Q,sina,x — Ry +...
33..
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Les expressions

P, cosa,x 4+ Qsina,x — R,

]

-l‘"
P.cose.x + Q,sina.x — R,
e e

y .-

etant toutes des fonctions paires qui restent finies pour x = o et
5, . ) . .

s evanowsssent pour x = w, Péquation (5) aura lieu pour chacune
d’elles; en ajoutant les résultats, on aura

=

/'-OG Li{{%’ _ tog e+
ooz 1.2.3...(n—1) 2

les quantités ¢,, ¢,,... étant les termes indépendants de x des coefli-
clents respectifs de

sin «,x, sin a,x,...

dans Pexpression
" N
de ="’
et le sigue + ou — devant étre choisi devant chacun d’eux suivant que
celle des quantités a,, a,,... a laquelle il correspond est positive on
négative.
Toute fonction entiére N de x, et des expressions (2, telle que

(=]
N
f o dx
— o X

ait une valeur finie et déterminée, peut étre ramenée a la forme (6);
mais il n’est pas nécessaire d’opérer cette réduction pour conmaitre
la somme

(7) T =~ PO
et par conséquent la valeur de Pintégrale. 11 suftira de former Pex-
pression

g N

dz—

et apres avoir supprimé tous les termes qui contiennent x hors des
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signes sinus ou cosinus, de calculer Pexpression (7) pour chacun de
ceux qui restent, ce qui peut se faire immédiatement sans autre ré-
duction. On reconnaitra, par exemple, que cette somme, pour un
terme de la forme

sin ax cos a'x ,

est égal 4 =1 oua o suivant que a4 — a' et a + a' sont ou non de
inéme signe. Généralement elle est égale & -+ 1 pour un terme

sin ax (cos a’x)* (cos a"x)éscos a”a)s. ..
sl a étant positif surpasse la somme des valeurs numériques de

I3

aa’, €a’, qa”’,....

* Ndx
— (.l'——-ll)n ’

ou /i est une constante réelle, se raméne aux précédentes en changeant
x en & + x. 1l en sera de méme de

*  Ndr

— (m) ’
ol F (x) est une fonction entiere de x. On décomposera chaque terme
de

L’intégrale

N

en fractions rationnelles. Celles qui correspondent 2 des racines
réelles de
F(x) = o
pourront s'intégrer par la méthode précédente. Celles, au contraire,
qui dépendent des racines imaginaires étant de la forme
N
(x‘:_’_ rz)n’

ot r est une constante réelle, s'intégreront aisément en les déduisant des
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tormules connues

I
cos ax dr i 2 ® xsinaxde ear T
— - - = ~—e—— = @ -
o x4 roo2 o X 2

par des différentiations par rapport a r.

Tous les résultats qui précedent ont beaucoup d’ analogie avec ceux
auxquels conduit le caleul des résidus, et pourraient sans doute étre
obtenus par ce calenl. Mais | Jai pensé qu’il ne serait pas inutile d’v
arriver directement. Sans déterminer aucune intégrale définie qui ne

put etre connue par d’autrés méthodes, ils pourront servir 4 en ahreé-
ger le calcul.




