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NOTE

SUR LA DETERMINATION D’UNE FONCTION ARBITRAIRE;

Par M. CELLERIER.

Cette Noie a pour objet de déterminer la forme d’une fonction arbi-
traire soumise aux conditions suivantes :

Désignons par ¢, x, ¥, %, quatre variables qui seront, si I'on veut,
le temps et les trois coordonnées d’un point quelconque de espace; et
faisons

(=] [« =] =] —_
( l) — M @ 0 vy +-we+ ) V4 dude dw
\ ¢ e e Jow y

en représentant par M une fonction donnée des variables z, v, w, par
rapport auxquelles s'effectue I'intégration, et par s une fonction don-
née de la quantite

Vid + v 4+ Wi,
que nous désignerons par /.
Nommons ¢’ une autre fonction de x, 7, z, t, de la forme

=] x =] ——
(2) qo:: f f f Mle (WX +¢"y + W' 2+ 5C) V=3 a'ul dvl dwl’
-0 — 0 —
en représentant par s une fonction connue de la quantité

hl — /u12+ 012 —+ W’2,

mais telle qu'a une méme valeur de s dans Pune et Pautre intégrale
répondent des valeurs différentes de k et k. Quant a M, ¢’est une
fonction inconnue de ', v', w', qui doit étre telle que Von ait

o =9,
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quel que soit £, pour toutes les valeurs de X, 7y, z satisfaisant & Ié-
quation

x2+y2+22:Zl,
ou / désigne une constante donnée. Notre but est précisément de trou-

ver cette fonction M’.
Si I'on fait, dans la formule (1),

u=hcosa, ¢=rhsinocos8, w = hsinasin g,
et dans la formule (2),
W=»FWcosa, v=~WFsinacos€, w' = I sinasin £;
puis, dans I'une et autre,
J— 2 2 2
r=yx® + y? 1 2,
X=rcosy, y=rsinycosf, z = rsin ¢ sin G,
et
C0S ¢ oS & + sin ¢ sin « cos (§ — §) = p.
Si, enfin, on considére & présent M et M’ comme des fonctions , la pre-
miere de £, «, §, et la seconde de #/, «, 6, on devra faire
du dv dw = k* sin adhdz d5,
du’ dv' dw’ = K* sin adk do. dE;
puis, étendre les intégrations relatives & et %’ de o i linfini; celles
relatives & o de 0 & m, = étant le rapport de la circonférence au dia-

metre, et enfin celles relatives 4 € de 0 4 a7,
On trouvera ainsi

A hrp+-st) V=T e s
¢ = Me®P+s0v=1 B3 sin adhdo ds,
o o] 0

of = fmfﬂme’e(h"P*"‘) =1 h3sinadh’ dods.
[} o] (4]

I.équation
’

=9
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devra avoir lieu, quels que soient ¢, ¢, 0, et pour la valeur particuliere,

r =1

Il faut d’abord pour cela que les éléments de ¢ et ¢’ correspondant &
une méme valeur de s soient égaux ; et en considérant &, /' comme des
fonctions connues de s, et changeant par conséquent dk et d/’ en

dh dr’

A dS, A dS‘,

sous les signes d’intégration, il en résulte
dh ® [*om - .
R f j; M 2 "= sin ado. b
L]

i’ (*m (om N
= k’273f f Me"#"~1sino.do.d8,
(3] o]

$3)

relation qui doit avoir lieu quels que soient s, ¢, .

On sait qu’en désignant par p une quantité réelle numériquement
inférieure & I'unité, et par P, le coefficient de ¢* dans le développe-
ment de

(1 — 2pp + p*) 3,

suivant les puissances ascendantes de p, on aura, quelle que soit la
fonction de p représentée par f(p),

(4) =2 (Mf I) P, f_ T S (p)Pacp,

la somme Z s’étendant 4 toutes les valeurs du nombre entier n, de-
puis o jusqu’a linfini.
Appliquons ce mode de développement 4 la fonction
Wisert —
eM'—* = cos (hlp) + y — 1sin (hlp),

on trouvera

cos (hip) :Z (M;H) P, f_—IH cos (kip)P,dp,
( sin (hlp) = ¥ (2j) P, [ sin (ulp) P, dp.

(5)

N
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On sait que Pexpression P, est donnée par la formule

1 dn(pz_l)n

P, = 1.2.3...n.2" dp®

D'ailleurs, comme ( p? — 1" et ses coefficients différentiels des 7 — 1
premiers ordres s’annulent par la supposition de p= = 1, on trou-
vera en intégrant par partie, et faisant successivement égal 4 un
nombre pair 2m et & un nombre impair am + 1,

—+I

! j;_ﬁCOS(]llP) ﬂ([;;,;g—m dp = (— 1" (RL)™" _/; (p* — ™" cos (kip) dp,

I I

f_ " sin (hip) ‘%:_L dp = (— )" (hLjn I TNt = o sinthip) dp,

(b\ 1 -t [ 2 7+t 1
‘}_T cos (hlp) d.__ E{;}::_f—)_ dp — (__ l)m (kl>2m+|j;:'_ (P2 _ I)2m-u sin ‘]l]pd[),
7 sin (htp) T dp (et s [ (e cos hip) dp.

Il est clair, en outre, que la deuxieme et la troisieme de ces valeurs
sont nulles, parce que les intégrales

fjl (p* — 1)*" sin (kip) dp, f_k (p* — 1™ sin (kp) dp,

se composent d’éléments égaux deux & deux et de signes contraires.
En faisant, pour abréger, hl = v, on a

I +I sin 7y
;f_l cos'ypdp*i/—,

puis, en différentiant 2i fois par rapport 4 v, i étant un entier quel-

conque,
- (i)
I 20 " — (— )¢
f_ preosypdp = (—1) —3
[717 . 21‘(2:’;— 1) + 2i(2i—1)(2i—:—2)(2i-—3) _ ] sin
. o 70
N [_2_1_ 21‘(2[—1)1(21'—2) " 21'(21'—1)(2{'—25) (2:’—3)(21’—4)_.”] cos
7 I i v
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En développant (p* — 1) dans 'intégrale

[~ 1 cosypdp,

et calculant chaque terme par la formule précédente, on tronvera

é _—:—1 (p* — 1) cosypdp
_"  orr—31)  aln—r1)(n—2)
=1+ e 1.2.3 +:|

an — f(zn—z) +- n(n—l)

()
=]
w
~2

f 11

(zn-—[;) ——] k
[n(zn—l ——(zn—z)(zn 3)+ _I)(zn——A)(2n~5)—...J
[ n(an—i)(2n —2) — —(zn—- 0)(2n-3)(2n~4)+...] “+aeny

série dont la loi est facile 4 saisir. Les coefficients de

sin 5 €os sin v €os
=1, , — —

" 7 y 7

7
, etc.,
sont les valeurs des expressions

d(x*—1) d?(z* — 1)
2 __ e
( g dz  ’ dz>

quand, aprés avoir développé (x? — 1)* et effectué les différentiations,
on pose x — 1.,

Or la valeur & = 1 annule évidemment I'expression
(2 — 1y
et ses coefficients différentiels des n — 1 premiers ordres.
Si donc 'on fait successivement 7 = am et n = am + 1 , On aura

/ I R am
' ;f_, (p* = 1) cos ypdp
. (_-— l)m sin ¥ d””(.z"—-l)’”‘ cos o+ (xz___ I)”" _ sin ] d 2z (x‘)___])im _ -
. - g drxm e dpam+ i dzgim—2 R B
v

=+1
5 f (P*— 1)+ cos ypdp
)m [COS ¥ d2m+i (.z"—l)”"‘*" sin v d2m+z(x:_l)zm+l — ete ]’

2m-+2 dxzm-i-l 72m+3 dxpim+2

en faisant toujours & = 1 aprés les différentiations.
Tome VILL — Jury 1843, 32
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En désignant par Z, ¢/ deux entiers quelconques, ona

(o + I)" d"(.f[;l)" + n d(zx+1)d (@—1/

I dzx dri—!

difzr—1y dif(z—1)y(z+1)p]
dxt o dxt -

puis, faisant successivement i = n, i = n + I, et dans les deux cas
x = 1, apres les différentiations

dn ’xz_ l\n . . dn r—1)"
#Lix‘"_"/— = {x + 1)”—(W—L = 1.2.3..n.2",
A (g2 — 1) (n ) (p4d =1 (n41) d @) Az — 1)
dzi+ - 1.2.3...¢ dzt’ dx®
= 1.2.3...n.2" (”+i')("+i'-—1)(”""./72)"'(”—'44").
2.4.6...2i

Par conséquent, en faisant successivement I’ = 1, 2, 3,... et substi-
tuant les résultats dans les formules (), elles deviennent

1 —+1
2 2
/ s [ cosypdp
sin (2m —+ 1) 2m €08 y ]
= (— 1" 1.2.3...(2m) 2*" (A 2 vt )
’ ‘ _ (2m—-2)(2m+ 1)2m(2m — 1) singy
2_4 ,),Qm—m v '—
+1
;f_ (p* — v+ cos ypdp
cosy  (2m _'—_?),‘_2}”4_;‘—_1) sin ¢ 7
=(—1)"1.2.3..(2m~+-1)2>"* LA ? (.
) (2m +3) (2m - 2)(2m +- 1) 2m €08
- rew i R
\ 2.4 v ]

Si dans les seconds membres de ces équations, on substituait partout
3 f A (onp — !
sin {2y — y"), cos (27 — '),

asin yet cos 7, en désignant par y’ une constante indéterminée, ils
coincideraient ¢videmment avec les valeurs des expressions

Jm [sin (2'/—7') {i2m+l[sin(27 —7/)]
.},7m+2

,y'lm+|
dy™™ Aot

], .2.3...2m~+1)

(9) 1.2.3..(2m)

obtenues en regardant 7’ comme constante dans les différentiations
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relatives 4 . Mais si I'on fait ¢ =7 apres les différentiations, comme
sin (2p — '), et cos(2y— ')

se réduisent asin y etcos 7, la substitution d’une de ces valeurs a Pautre
sera permise dans cette hypothese et les deux formules (8; pourront
otre réduites a une seule, savoir
2 {Sin (27— ’)]
3 ,),n—H

~+1 o "
—f__ (p —1yreos ypdp = 123, —=—g

en posant 7’ =7 apres les différentiations.
Comme d¢’ailleurs on a

g [sin (27—’ )‘J g (s'm 27> g (cos 27)
.yn—H .),n—H 7n+1

— ’ ey —
o = cos Y T siny

dyr ’

valeur ou 7' ne se trouve qu’en dehors des signes de la différentiation,
on trouve, en y faisant immeédiatement Y = 7,

dr sin 27 an (—33527
7n+1 ,Yn-—H

I;f_‘:"‘ (p* — 1)" cos vpdp = 1.2.3..1 \:cosvy o — sin 7 dyr

Si donc on fait, pour abreger,

n (sin 27) 2 (cos 29
.yn+l .),ﬂ—f-l _
——-;,;T”“Sl“?-'—""“‘—— [VROE

cos % o

les formules (6) deviendront

éj:r cos (hlp) ____(J’,_m_lj—m- dp = (— 1" 1.2.3... (2m) (D" f (hl, am),

C [ s () 22y 1% dp = o,

gf;: cos(hlp)d_i—?%{f)—midp = o,
2m+\( )2m+1

* [ sin (hlp) /7~ dp = (— 1) 1.2.3...(am + 1) (AL Flhl, 2am + 1).

2 J—I
3a..
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Ces valeurs étant substituées dans les formules (5), il en résultera
hi\ 2m .
cos (hlp) = 3 (— " (fim + 1) (5) Sk, 2m) Py,

i ()= B (=1 3 (5) " S0, am

{10)

les eommesz s’étendant A toutes les valeurs entiéres de m depuls Zéro

Jusqu’a Vinfini. Ces séries sont rapidement convergentes, car I'inté-
grale

—+1

_ rp —I) COS'ypdp_I23 n/(%n)

2

décroissant évidemment quand » augmente, Pexpression f(y, n) dé-
croit aussi et méme plus rapldement que

1
1.2.3...n

L.es equations (10) donnent ensuite

(r1) ehtrV=i —2 "(2n +1) (ﬁyf(/zl n)P
/ a2 ’

On trouverait, de méme,

(12) ehtp V=1 = (—y=1) 2n+1)< )f(h’l nPp,.

\

on substitue ces valeurs dans I'équation (3), et qu'on fasse, en
St I’ q q ,

méme temps,

Unzz—nﬂf f MP, sin e do d,

Ufl=2ﬂ+lf f M'P, sin e dads,

on aura
' h —\n [hI\" .,
W g X (=v=1) (LY so myu

(13) o
=23 (=) (3) st nyu.
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D’apreés les propriétés connues des fonctions de 4, G, représentées par
U,, U, on a, pour deux nombres entiers quelconques 7’ et n, pourvn
qu’ils soient différents I'un de P’autre,

(14) fmﬁﬂ PyU,sinydydf = o, f‘mfﬂ P, U, sinydydi = o,

—
et pour 7' = n,

o2 T N . 4ﬂ-
ﬂ f P, Uysin gdyds = v,
an T . . 477 i1
ﬂ ﬁ P, U, sin gy ds = 57 v,

en indiquant par V,,, V', ce que deviennent U,, U/, quand on y change
¢s 0 en a, 6; de sorte qu’en désignant par N ce que devient M par le
changement inverse de a, §en {, 0, on aura

(16) Vv, — ?‘fitlf“f” NP, sin od pdf.
T [¢] [

En outre, M et M’ seront données par les développements convergents
’ P PP 8

(15)

M=V, +V, +V, +V, +...,
M=V,+V, +V,+V, +...
Maintenant, I'équation (13) ayant lieu par hypothése, pour toutes les
valeurs de ¢, 0, si on la multiplie par
P,sinddydi,
ol1 m est un entier quelconque, et qu’on intégre par rapport A ¢ et ¢
entre les limites

¢=o0, Y=mn; 0=o0, 0= onm;

touslestermesde Z disparaitront dans les deux membres, sauf celui ot
n=m. En vertu des équations (14) et (15), on aura donc

s S F Ly ) V= s S e, ) v
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Cette relation donne la valeur de V), au moyen de V,, qui se tire de
Péquation (16). Il en résulte donc |

M =V + V, +V,4+...
dh
o ds ur (o hm+r f(hl, m) . 0 AL
ﬁ-ﬁ@ﬁ ﬁ NZ{(2m+I)WfM(h’1, ) P,{sinddyds
I{.\'

sin 241 cos 2h{ \
an (717‘) d (——,M )

cos bl ——>—t —sin hl -
1 dh PR A\ m— drm daim .
. La ( ~ e & p Ysindbdbdb.
G AW j: ./; NZ \2m- l>(lz\) n (sinzk’l) dn (coszh’ >P"’ b
T mer Jm
4 —_— e — 1 ’ e
cosh'l i sin 2’/ Tin

De la sorte M’ se trouve entierement déterminé en fonction de «, g,
puisque N se déduit de la fonction donnée M par un simple change-
ment des lettres o, Sen ¢, 6.



