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NOTE
SUR L’EVALUATION DES ARCS DE CERCLE,

EN FONCTION LINEAIRE DES SINUS OU DES TANGENTES DE FRACTIONS DE GES ARCS,

DECROISSANT EN PROGRESSION GEOMETRIQUE;

Par M. Ouinoe RODRIGUES.

1. Soient

x X £ X
at’ ai+1? a2ttt ggm?

m + 1 arcs décroissants en progression géométrique suivant la raison

1 , ‘ . , .
~; on aura, par le développement de leurs sinus, les m -+ 1 équations
P .

suivantes,
x= af sinZ 4 % Z o 4 e,
- at " [38lav  [B]a T [gla™ T [opr]awt ]
. xs xb x’ (_l)p+& W+
— g9+ Zx. —_ Liaal
X —a s ai+t -+ [3] P an [5] asq+i -+ [7]a6q+6 et [2p +l] aPater ?

x xh x° (_ 1 )p+1 xR+ 99_‘_2

-+ [3] - - [5] a9+ -+ (71 aba+z e ’__‘__[2P+I] @?Pg+ip ]

. x
. — 92
z = a’* sin —

z 2 xb x (—apr by, ,

—— gdrm o — S AR
X =0 s qq+m -+ [3]a2q+2m [5] aig+im + [7]asq+nm oot [2P+1] apy+apm 7

dans lesquelles 8,y 9,,y, O4r07--+5 Gqum désignent des fonctions dont la
valeur numérique est comprise entre o et 1, et p un nombre aussi
grand que P'on voudra. Nous représentons généralement par [5] le pro-
duit 1.2.3...s.
En multipliant ces m + 1 équations par les coefficients successifs
Tome V111, — JToix 1843. 29
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du produit

(ay—-l)(ay—l)(ay—-—l) (a™y 1),
[ [ s

développé suivant les puissances ascendantes de 7 coefficients que
nous représenterons par Ay, A, A,,..., A, et produit que nous dési-
gnerons par ¢ (y, m); puis ajoutant ces m -+ 1 équations ainsi multi-
pliées, nous trouvons

L=m

u, pan-ts u°, rms 7 e+ (_I)p+|.z.2p—+—| O,u

(1) a _ZA at+isin — -

al+ [2m+3]azq(m+l)_[2m+5:|azq(m+2) [2m+7] q(mray [op 1 1] air ?

i 0

équation dans laquelle,

i=m
= (=17 3 i = (=1 g fa e, m = amne,

r=o
i=m

A g2
Uy = (_I>m Z m — <_1)’"g0‘a_2(’"+2), m} = U, {' Iiﬂ_——2 },

[=21:1

— m —2(M+3) L —a™my
Uy = (— I) 2x(m+3) <—[) 90 ga ’ m’ = U, {—_}’

I—a~"

En effet, par la nature de la fonction ¢ (), on a évidemment

o (5 m) = e (nmy s, m =1, glatm=o,
plat,my=o0, ¢@® m=o,.., ¢@™ m=o:

et la comparaison des puissances de  dans I'équation identique

@y —1)e (a,, m) = (r =1y m),
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donne, pour les coefficients de ¢ ( ¥, m), les valeurs suivantes:

A = (=1

° T (@1)(@*—1)(@—1)...(a"—1)’

A(1—a™) Aya' (1 — a™™)
A, = —a— == 1 b
AL — Af1—a™ A at(1—a™?)
Ay = =
A (1—ar) _ Ayaf (1—a>)

A3 - I— a—*t —_— 2 —1 ’

A, = Am_l(I '—az) - Apy a”"(l——a’) _ am(m1)
BmT T g T @i — - (az"‘1)(“‘—1)(11"—1),,,(‘;2"!__I)'

2. L’équation (1) peut s’écrire ainsi:

a3 Uy 27
€ = "P (m7 ‘I) -+ [2m +3] a(mt1) (2g+m) r— u, a’q‘(2m+4)(2m+5):
N w, 22T : u,
lom-qla®m) |* u @’ (2m +8) (2m + )
P O,
—l"etc......._m,
en posant
i=m
—_ i £
y (m, q) = 2 A;a?" sin ——.
i=o0
. Uy U, Up d; . . 5. .
Mais les rapports —, —,..., —, décroissent a mesure que Pindice »
i 2 n—1

augmente et convergent vers Punité ; le coefficient ©, étant toujours
moindre que la somme de valeurs positives de A;, quelles que soient les

Pl Qp N d ind
———— peut etr
f2p+ 1)@t peut etre rendu moindre

que toute grandeur assignable; et de la on peut conclure que, pour
toutes les valeurs de

valeurs des fractions §,,;, le terme

& <@\ 2= (am + 4) (am + 5),
on aura
x > ¢ (m,q),
29..
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et semblablement,

pmts

x < g (m,q) + [2m + 3]atm+i) (mrip)

et enfin,
0x2m+3

X = ‘P (m ’ (1) -+ [2m +- 3] an+1) (mv2) ?

§ désignant un facteur compris entre oet 1.

3. Avant de passer aux applications numériques de cette formule,
nous allons montrer avec quelle simplicité se forment les valeurs suc-
cessives de la fonction ¢ (m, g), linéaire par rapport aux sinus des arcs

£ Z £
al? gi+i? aq—ﬂ""’ ai+tm
On a
i=mr
Y(m+1,q) = X Ala™sin a,—i;,
i—a
A; désignant le coefficient de ' dans le développement de ¢ ( y, m+1),

N2 aue
soit de (—Za?,;—y—l-go(_y, m).

1

On aura donc

A' . amerA A _ —A, A' _ a2z A A, A’ _amA,
i amrr g ? 0T gmba 1 amri__y 1°°? K M

et par conséquent,

(2) Y(m—+1, q) — azm+2xp(m;3n:2—i)l—‘¥(m; q) = (m’ g -+1)+ Y(m, qa::l?):l.p(m, q9)

Pour calculer ¢ (m, g), on commencera donc par calculer les produits

x
ai+m’

. X . x .
a’sin—, a’lsin ——,..., a®*"sin

Soient les fonctions
y(0,9), (o, g+ ‘)’ $(0, ¢ +2),..., (0, g + m);

puis, au moyen de leurs différences successives que 1’on divisera par
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a® — 1, on obtiendra les valeurs de

‘P(I’ q)u "P(I’ q + 1)7"', (.P(I,([—I—m):

on emploiera de la méme maniére les différences de celles-ci, en les di=
visant par @* — 1, pour former les valeurs de

Y(2,9), Y29+ Doy $(29¢+ m),

et en poursuivant ainsi, on arrivera bien facilement 4 déterminer
¢ (m, q), sans avoir besoin de calculer et d’employer les coefficients A;.

Les valeurs successives de ¢ (m, ) convergent rapidement vers x, ef
croissent méme indéfiniment avec leurs indices dans des limites de x
trés-peu différentes de celles que mous avons indiquées ci-dessus;
c’est-a-dire que 'on a

Y(m—+1,q) > b (mq), $mg-+1)>¢0mq),
et méme
Ym+1,q) > $ (my, g +1).

Ces trois inégalités se réduisent en effet 4 une seule, par suite de
Péquation (2); il suffit de démontrer 'une d’entre elles.

Or, si dans I'équation (1) on change men m + 1, et qu’on accentue
les coefficients w,, Ly, Uss..., pour indiquer cette transformation, on aura

! amts Tamy —_p\pH1 p2pt '
U, x u,x (—1prizrt' ©,

X = q) (ﬂl -+ I’ q> —+ [2m+5]a2q(m+g) - rzm _I__7]a'_>q<m+3)"' [ZP—,—I][IQIIP

Cette équation, comparée a la précédente, donnera

IS (3 M o ) M o ()

al lem+3] ~ [2m+5] T2m+17]
x2p+l
(—I)"““‘(;a) 0 _ 0
ECED

le dernier terme, de ordre 2p -~ 1, pouvant étre rendu moindre que
toute quantité assignable, il suffira de considérer les premiers pour
établir que la différence ¢ (m + 1, q) — 4 (m, q) est positive.
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Mais on a généralement

azv,}, m+z__ g

¢ (rym—+ 1) ="y, m),

et par suite,

m—+t -—2n —2h
L Vo | —2(mAn4-1) _ _{=1) (@ —1) —2(MA-RA - t=a
u, = ( I) §D ‘a y M+ ]’ - am+i__ g 90 {a s J’ "’l; T gimr 1 Up,y ’
!
Up i ~+ Uy _ g al—1 .
u ’ - u I+ a@tm+r__ g2 )7
n+un~| R

comme la plus grande valeur de ce rapport correspond 4 n =1,

ce qui donne
urtu', g

= 3

u, I—a™?

on en conclura que, pour toutes les valeurs de

—am? N .
x < al \/Tl——a_—zm—* (2m + 4) (2m + 5},
on aura
$m+1,9)—y(m,q) > o.
4. Supposons

. _ _271’ T §
a=2, ¢g=0, xr=>, na sin

n nam—!

= Pugm,

P, désignant l'aire du polygone régulier inscrit de na™ cotés; on
aura évidemment, » étantau moins égal 4 3,

27 I— 272 . 1—27 ) -
; < \/I—:Tm_-; (2m+ 4) (\2772 -+ 5) < \/—‘—1_2_2”‘_2 (2"2 -+ 4) ram —+ 3,),

et par conséquent,

™ 2=
on (;)
o= q; (m, 0) -+ m:,p

€n posant

€= om

$(m,0) = 3 AP,y

i=o
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I approximation que denne cette formule, en prenant simplement
n = ¢ (m, o), est trés-rapide, car si I'on désigne par &, &n. les li-
mites des erreurs correspondantes aux indices m, m +-1, on aura

T 2m-3 Fd 2
n |- Em | —
n n

Ep — [2m +3]2(m+|)(m-—2) ’ Syt — (2m . 2) (2m e 3) e

Si I'on compare cette approximation avec celle qui résulte, ainsi
qu on I'expose dans les Eléments de Géométrie,, de I'emploi simple des
polygones réguliers inscrits, dont les nombres des cotés sont successi-
vement doublés, on trouve, en partant du carré, qu’il suffit des quatre
premiers polygones de 4, 8, 16, 32 cbtés, pour que la fonction ¢ (3, o)
fournisse la valeur de 7 avec sept décimales exactes; tandis que la
méthode connue, qui revient & n’employer que les fonctions ¢ (0, 0),
exige le calcul de 14 polygones jusqu’a celui de 32768 cotés pour ob-
tenir la méme approximation.

L’emploi de ces quatorze polygones, pour la formation de ¢ (13, o),
donnerait, par notre méthode, m avec soixante-dix-neuf décimales
exactes.

Pour m = 1,0na

Pzn‘—Pn
3 b

Y (1,0) =Py, +

. . 2,0
qui donne 7 avec une erreur moindre que < —. Le polygone de

128 cotés, combiné avec le suivant de 256, auquel on ajoutera le tiers
de sa différence avec le premier, suffit donc pour donner 7 avec sept
décimales, ainsi qu'il est facile de le vérifier.

5. Considérons maintenant les tangentes. Pour toutes les valeurs
deax < %, on a I’équation
— {ang X — £, X% — b X" — Ly X — .. — t —4 0
= g {v 2 3 e P ﬁ—z:[}? ’

dans laquelle un coefficient quelconque

o 1 I 1
t, = 1+ Foers -+ Bants —+ PP -+ etc...},

7.z.2ﬂ+2
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5 désignant toujours un multiplicateur compris entre o et 1.
Ecrivons successivement dans cette équation, ala place de x,

T x xZ x

at’  grtt ggrrtt? ai+m’?
et multiplions les nouvelles équations par
q P
a’ Ay, a'' A, a™?A,, etc....,

I’addition donnera

; €
 — 7 Lan] —_— v i a e e
x = 2 A;a"*? tang e =

(—-I)”H“ Lot 3 tnin Uy 2 by Uy T + -tp_l'lp—f»l
o 10 @™ bnyy 2, @9 [ P

6, désignant un facteur nécessairement moindre qu’une limite trés-fa-
cile a assigner, quelles que puissent étre les fractions désignées par 6,
tandis que le facteur
oprr 4 [2z\ WP+ I 1
tp.Z‘P = —< ) I+§2;1;+5——,P+2...etc.

™ ™

peut devenir moindre que toute grandeur donnée, par I'accroissement
du nombre p.
Soit posé

i==m

2 A; a™1 tang a%:-'q = ¢ (m, g),

i=o
on voit déja que les valeurs de ¢ (o, g}, 4(1, ¢), ¥ (2, ¢), dont le mode
de formation a été exposé ci-dessus, seront alternativement moindres
et plus grandes que . 1l reste 4 prouver qu’elles convergeront vers ,
et &4 montrer le degré de Papproximation. Or les coefficients ¢,,.,,
fmezs lnigs... convergent vers zéro, et leurs rapports successifs ,

4

t"H—? tm—i—,; tm—H
w2

——>... vers une limite supérieure

toii” B’ lpgs

en méme temps que les

@r Uy Uy Y T . s e
rapports .-, —, —,... vers leur limite inférieure qui est 'unité.
] 2 2

On aura done
1+’”'+"”‘x_2+""_+35‘”_‘___<—_2’ -
L Uy @ Ly &y @'l u! [ 22
wad
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etenfin,
(_ I)’""" 0 bt s

x =4 (m,q) + .
’ % ”2 (2’”)2 } a(m+1) (mag)

I— — [ —

u, \rmal

Les limites de I'erreur pour chaque valeur de ¢ (m, ¢) seront donc ex-
primées par la fraction

tm—o—l $2m+a

2] ?
1 _Z’f 2z a(m-i—l)(m—Hq)
u, \ma?

et décroitront trés-rapidement.

Il reste 2 démontrer que des deux valeurs consécutives ¢ (m, ¢),
Y (m + 1, q), la seconde différera moins de & que la premiere.

Sim est pair, on aura

bm,q) >z, $(m+1,q) < a3
il faut prouver qu’on aura aussi
Yim,q) —a>x—d(m+1,q), ou 2x—{¢(mqg)—d(im+1,q) <o.
Si m est impair, on aura
bmyq) <, Y(m+1,q) > x;
I'inégalité & démontrer devient

b (m+1,q)—x <x—Y(n,q), ou 2x—Y(m,q) —¢(m+1,q >o.

Ces deux inégalités sont comprises dans celle-ci,

22— (m, g)—4(m+1,9)
= > @
que nous allons établir.
En effet, en ajoutant les deux équations

xZ —'LlJ (m, q) _ a2\ 2 o\ s (g vx \ apet
=1p+ar — Linv p Uy + Ly p Uy + Loy (;q Uy...+ & (\a_'//, Ops
a‘—‘"‘p(m—"_l’q) _ z\e &\, AN S il
——(:W _— t}n—(»-2 d_q ui - tm+8 ;,; u2 L R T T S tp [?_7 ®I" 5
on trouve
9_7;___..+ ny,g— .‘p (m—{— 1 7) _ a2\ s 2\ s , x\ L
(i at : =lpi a U+t ;ﬁ/ (u2—u1)t,,l+3 pr (us—ug,:-—i—...>o,

Tome VIIL. — Juv1843. 30
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car on a généralement

, 1—a
Upnpy — U, = Upyy {1 — P > o.

x
a1
gulier de a7 cotés circonscrit & arc 2x, il en résulte que le mode de
formation successive des fonctions ¢ (m, ¢) s'applique aux aires des
polygones réguliers circonscrits, comme & celles des polygones inscrits.
et donnerait la valeur de = avec une approximation du méme ordre.

Le produit a*+7 tang

exprimant l'aire du secteur polygonal ré-

6. Le méme procédé s’applique 2 la recherche du rayon du cercle,
dont P'aire doit étre équivalente & celle d'un polygone régulier
donné, que I'on transforme successivement en polygones équivalents
d’un nombre de cotés double, ou dont la circonférence doit étre égale
au contour d’un polygone régulier donné que I'on transforme suc-
cessivement en polygones isopérimétres d'un nombre de cotés
double, au moyen des rayous des cercles inscrits on circonscrits a ces
polygones.

Il suffit, pour le comprendre, de considérer les développements
des fonctions cot &, coséc 23 nous ne nous y arréterons pas.

En général, le mode d’évaluation que nous venons d’exposer pour les
arcs de cercle en fonction linéaire des sinus ou des tangentes de parties
de ces arcs décroissant en progression géométrique, présente un pro-
cédé pour le retour des suites convergentes, qui pourra s’employer
avec avantage toutes les fois que, par la nature de la fonction dévelop-
pée, il sera facile de calculer les valeurs de cette fonction correspon-
dantes aux fractions de la variable, décroissant en progression géo-
métrique.




