
H. MOLINS
Sur les trajectoires qui coupent sous un angle donné les
tangentes a une courbe à double courbure
Journal de mathématiques pures et appliquées 1re série, tome 8 (1843), p. 132-144.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1843_1_8__132_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1843_1_8__132_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


13J JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

SUR LES TRAJECTOIRES 

QUI COUPENT SOUS UN ANGLE DONNE 

LES TANGENTES A UNE COURBE A DOUBLE COURBURE; 

PAR H. .VIOLINS 

Professeur à ia Faculté des LSciences de Toulouse. 

1 Dans un Mémoire qui fait partie du tome 11 des Mémoires des 
Savants étrangers, Lancret s'est occupé des courbes formées par les 
intersections successives de droites qui coupent une courbe donnée 
quelconque sous un angle constant; après avoir exposé les propriétés 
île ces courbes qu'il nomme développoïdes, il cherche leurs équations, 
et il montre que pour les obtenir sous forme finie, il faudrait intégrer 
une équation différentielle du premier ordre à deux variables qui, gé-
néralement, n'est pas intégrable ou ne peut pas être réduite aux qua-
dratures. Ce n'est que lorsque les tangentes aux développoïdes coupent 
la courbe donnée à angle droit, auquel cas elles en sont les dévelop-
pées, qu'il est parvenu à vaincre cette difficulté (tome 1er des Mémoires 
cités). Nous nous sommes proposé la question inverse qui consiste à 
trouver les courbes qui auraient pour développoïde une courbe don -
née quelconque, et nous sommes arrivé à voir que leur détermina-
tion dépend d'une équation différentielle du premier ordre qu'on 
peut toujours intégrer. Ces courbes s'appelleront trajectoires des tan-
gentes, ou simplement trajectoires, et il est clair, en effet, que le pro-
blème dont il s'agit rentre dans le problème général des trajectoires 
qui n'a été résolu que dans un petit nombre de cas. Lorsque les trajec-
toires couperont à angle droit les tangentes à la courbe donnée, elles 
en seront les développantes, de sorte que l'on pourra toujours ob-
tenir sous forme intégrable les équations des développantes d'une 
courbe quelconque. 
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Considérons donc une courbe quelconque, et, pour trouver les tra-
jectoires de ses tangentes, concevons une surface développable dont 
elle serait l'arète de rebroussement ; il est clair que chaque trajectoire 
sera une courbe tracée sur la surface qui aura la propriété de couper 
sous un angle constant ses diverses génératrices. Soient x, y, ζ les 
coordonnées rectangulaires d'un point quelconque de cette courbe; 
elles satisferont à l'équation delà surface; et, si l'on considère un autre 
point infiniment voisin sur la surface, on aura 

dz — pdx -+- qdy. 

On sait que pour une surface développable on a 

s2 — rt — o, 

et si l'on portait la valeur de r en fonction de s et t dans l'expression 
du rayon de courbure d'une section normale, on verrait que ce rayon 
devient infini lorsqu'on fait 

dy s 
Tx ~ ~ t ' 

de sorte que cette quantité détermine la section principale qui se con-
fond avec la génératrice passant au point donné. D'après cela, les 
coordonnées d'un point de la génératrice infiniment voisin du point 
(χ, y, z) seront 

χ -+- dx, y —j dx, 3 -t- pdx — q * dx, 

et l'on aura pour les équations de la génératrice 

χ' — χ — —'— {ζ' — ζ), y' — y — (ζ' — z). 

On trouverait de même pour les équations de la tangente à la trajec-
toire au point (x, y, ζ), 

dy 

X<-X= —■ (z' - z), y' -y = —(*' - z), 
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~ étant une quantité inconnue qui détermine la projection de la tan-

gente sur le plan ùes>jc,y. Pour déterminer cette quantité, on expri-
mera que les droites dont nous venons d'écrire les équations font entre 
elles un angle constant et donné ω; or, si l'on forme le cosinus de l'angle 
des deux droites et qu'on l'égale à cos ω, on obtiendra 

< (1 + P1 ) — P1S + iPV ~ * ( ' + '/')} 

\'s- -I- t -H {pt — qsy y/1 -f-p' -f- 2pq 4- (l -+- q-) -

De là on déduirait, après diverses réductions, 

y"'' ·''·(ί+ί£) 
sin ω — ■ - - .. __—-— : , 

4- f -H {pt qs)~ \J ι -hp* 4- ipq ~ -4- ( ι 4- q ^ 

et en divisant ces deux expressions l'une par l'autre, 

tang m = - S 
t( l p2) — pqs 4-· [pqt — s / 4- </')] 

On remarquera que par chaque point de la surface passent deux tra-
jectoires qui coupent la génératrice suivant deux angles dont l'un est 
égal à ω et l'autre à son supplément; il faudra donc, pour obtenir en 
même temps ces deux trajectoires, affecter du double signe ± l'expres-
sion de tang m. Si nous posons pour abréger 

± tang ω = k. 

quantité connue et donnée, on tirera delà formule précédente 

<}.) ___ _ *[>9*—ψ 4~/>')] —* \/i 4-
dx k\pqt — J ( ι —f- <7 ")]—t \J ι 4- p- 4- q" 

quantité qui détermine la direction de la tangente à la projection de la 
trajectoire sur le plan des x, y. Mais il faudra substituer aux quantités 
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p, q, s, t leurs valeurs que l'on formera à l'aide des équations de la 

courbe donnée qui est l'arête de rebroussement de la surface. 

2. Soient 
x = ψ I»? 7 — Ψ Ο) 

les équations de cette courbe; celles de sa tangente au point pour le-

quel ζ — α seront 

χ — φα = (ζ — α) ψ'α, y — ψα = (ζ — α) ψ'α, 

d'où l'on déduira 

(ai (jc — φα) ψ'α — (jf -- ψα)φ'α = ο; 

cette tangente est une génératrice de la surface, et nous pouvons sup-
poser que c'est celle qui passe au point (x, f, z). Si l'on éliminait a 
entre deux de ces équations, on aurait l'équation du lieu des tangentes 
ou de la surface développable ; cette élimination ne pouvant être ici 
qu'indiquée, on regardera α et ζ comme des fonctions dex,y données 
par les deux premières équations, et, en différentiant chacune de ces 
équations successivement par rapport à χ et ky, on trouvera les ex-
pressions connues 

_ ψ"α . _ φ"α 
Ρ φ'αψ"α — ψ'αφ"α' ^ φ'αψ"α — ψ'αψ'α' 

d'où l'on déduit, en les différentiant par rapport ky, 

ψ'α (ψ^αφ^α—φ^αψ'"α) da <ρ'α (ψ^αφ^'α — φ"αψ'"α) da 
ψ'α (ψ^αφ^α—φ^αψ'"α) da <ρ'α (ψ^αφ^'α — φ"αψ'"α) da 

Substituant dans la formule (i) ces expressions dep, q, s, t, la quantité 

^ se trouve éliminée et l'on obtient 
dy 

(^\ dy h [ψ"α-|-ψα(φ'αψ"α—ψ'αφ"α)] -+-ψ'α "+~ (ψ"α)2 + (φ'αψ"α— ψ 'αφ" α)2 

d·30 /ί [(ρ"α—Ψ'
α

(<ρ'αψ"α—ψ'α f"«)] +(ψ"α)2-(-(<ρ'αψ"α — ψ'αφ"αψ 

Enfin, si dans cette expression on mettait pour α sa valeur en fonction 
de χ, jt" donnée par l'équation (2), on aurait une équation entre x, y 

et ■ ̂ , qui serait l'équation différentielle de la projection delà trajec-
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toire sur le plan des x, y. Je dis qu'on pourra toujours intégrer cette 
équation différentielle du premier ordre. 

3. En effet, l'équation (2) peut se mettre sous la forme 

^ ψ'α ψαφ'α— ©αψ'α 

et, d'un autre côté, l'équation (3) donnerait α en fonction de de 

sorte que si, dans l'équation précédente, on considère α comme une 

fonction connue cle cette équation sera de la forme 

y — Vx -+- Q, 

F et Q étant des fonctions de Or on sait toujours intégrer ces sortes 

d'équations. Pour cela, je différentie l'équation (4), ce qui me donne 

/ I " I Hr — ? a* a — 'I Luc — / * (V a/ •Va o' (.r — ya) dv., 

et je mets pour ~~ sa valeur fournie par l'équation (3) ; je trouve, toutes 

réductions faites, 

Λ-Λ _ *[?"«— ψ'α(>'αψ"α — ψ'α?"α)]-)-Ϋ'α v'i?"»)'+ (ψ"α)'+ (?'αΨ"α — 
ι dx

 xy.a[i + (T «? + (fï)ï ~
 9 j 

En désignant le multiplicateur de (χ — φα) ch. par πα, il viendra pour 
l'intégrale de cette équation 

x — eJ**d*[C — f (pct.na.e—JK^da], 

G étant une constante arbitraire. Il ne resterait plus qu'à éliminer α 
entre cette équation et l'équation (2), et l'on aurait l'équation de la 
projection sur le plan des χ,γ de chacune des trajectoires qui coupent 
les tangentes à la courbe donnée sous un angle égal à ω; ces trajec-
toires en nombre infini répondent au nombre infini de valeurs que l'on 
peut attribuer à la constante G. Pour achever de déterminer ces tra-
jectoires, il faudra joindre à l'équation précédente celle de la surface 
développable qui les contient toutes. 
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Si l'on voulait avoir les trajectoires orthogonales, ou, ce qui est la 

même chose, les développantes de la courbe donnée, on ferait k — oc 

dans la formule (5), après avoir toutefois divisé par k les deux termes 

de la fraction qui est au second membre, et cette formule deviendrait 

dX ~ [I + (T'«)' ■+■ (ψ'α)'] ^ ψα) 

4. Si la courbe donnée était plane et rapportée aux axes rectangu-
laires Ox, Oz situés dans son plan, son équation serait χ = φ (ζ) et la 
quantité y serait constamment nulle, ou, ce qui revient au même, la 
fonction ψ (ζ) cesserait d'exister. En la supprimant ainsi que ses déri-

vées dans la formule (5), on trouvera 

ax — * [, + ?'e \x ra) aa » 

équation qu'on pourrait aussi obtenir directement. Si l'on remarque 

que l'on a 

J *[i + (?'«)'] ¥'« - k 3rC tan? ? α + ff+FA 

on trouvera pour l'intégrale de l'équation précédente, 

X ~ F+FF6 L J β (ç'«)V!+(?'«? j'3 

C étant une constante arbitraire. A cette équation il faudra joindre 
celle de la tangente à la courbe donnée au point pour lequel z = a, 

χ — φα = (ζ — α) φ'α, 

et éliminer α entre ces équations. 
Dans le cas où la trajectoire serait orthogonale, il faudrait faire k — 00, 

et l'on aurait 

g = ^_rG_epa f"a. (cp/a)2 \/1 -f- (c/a)’ 

Tome VIII. - AVRIL 1843. , g 
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ou bien, en observai)! que l'on a 

f 7<*!.a fia = — ~ Vi + (φ'α)2 ■+■ f y ι + (φ'α)2 (ici..v 

on obtiendra 

χ = φα H Γ C — Γ ν ι t (φ'α? d'à , 
et par suite 

ζ — a + . ' C — | ν ι ^ ( φ'α)2 <7α . 

Si l'on appliquait cette dernière formule au cas où la courbe donnée 
5 

serait une parabole cubique χ = pz2, et qu'on fit la constante (i nulle, 
on trouverait 

s-«= JL 27// =c -O- fra 

et l'élimination de α entre cette équation et celle de la tangente , 

χ — poA — -pa^{z~a), 

conduirait à l'équation d'une parabole ordinaire, 

'
r2 =

 §Î7 ('
5p

*
z +

 ο)' 

En changeant ζ en ζ' — et
 P

osant
 Ρ

2
 — 1 '

es équations de la 

parabole cubique et de sa développante deviendraient 

·
χ2 =

 ^77 (
z
'~ ?')

3
' ^

2
 =

 2
P'

Z
' 

5. Les formules générales obtenues pour le cas où la courbe donnée 
est à double courbure devraient être modifiées s'il s'agissait de trou-
ver sur une surface conique une courbe qui coupât ses génératrices 
sous un angle constant. En effet, dans ce cas, l'arête de rebroussemerit 
de la surface est un point, et si a, h, c sont les coordonnées de ce point, 
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les équations d'une génératrice quelconque seront de la forme 

χ — a — a (ζ — c), y — h = (z — c] φα, 

α étant une quantité variable pour chaque génératrice, et φα une fonc-
tion de a. qui sera déterminée pour chaque surface conique. Comme 
l'élimination de α entre ces deux équations donnerait l'équation de la 
surface, si on les différentie successivement par rapport à χ et à y en 
regardant α et ζ comme des fonctions de ces deux coordonnées, on 
trouvera 

' αφ α—φα ■* αφ α — φα 

par suite 
φα φ" α da ^ αφ" α da 

φα φ" α da ^ αφ" α da 

La substitution de ces valeurs dans la formule (i) donnerait 

dy k [φ'α-(-α (αφ'α — φα)] φα y'l -+- (φ' α)2 -f- (αφ'α — φα)2 

dx k [ I — φα (αφ' α — φα)] α ^ I + (φ'α)2 -f- (αφ' α — φα)'2 

On a d'ailleurs 

[χ — α) φα = α (y — b), d'où y = —* (Λ· — α) -+- ù. 

On différentiera cette dernière équation, puis on mettra pour , l'ex-

pression précédente, et l'on trouvera 

dx /-[ι — φα (αφ' α — φα)] -f- α \/1+ (φ'α)2 -+- (αφ' α—φα)2 , 
χ—a ka [ι-+- α2 + (φα)2] 

équation dans laquelle les variables se trouvent séparées et qui s'inté-
grera immédiatement. Entre cette intégrale et l'équation 

y = ~ (x — a) b« 

on éliminera α et l'on aura l'équation de la projection de chaque tra-
jectoire sur le pian des x, y. 

Supposons, par exemple, que la surface donnée soit un cône droit 
18., 
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et circulaire dont le sommet soit à l'origine des coordonnées et dont 
l'axe soit pris pour axe des z; l'équation de cette surface serait 

m2z2 = x2 + y2, 

m étant une constante, et les équations d'une génératrice seraient 

χ = as, y — φη2 —■ a2.ζ. 

On trouverait pour l'équation de la projection de chaque trajectoire 
sur le plan des x, y, 

/.Gear -i- r ==—, arc sin . 

G étant une constante arbitraire. Si l'on veut que la trajectoire soit or-
thogonale, on fera 

k' — oc., 
ce qui donnera 

χ- -+- γ- — 

équation d'un cercle, comme on devait s'y attendre. 

6. Nous allons enfin appliquer les formules générales des n"" 2 et 5 
au cas où la courbe donnée serait une hélice tracée sur un cylindre 
circulaire droit, et où par conséquent la surface lieu de ses tangentes 
serait une héliçoïde développable. Si l'on prend pour axe des s l'axe 
du cylindre, et pour axes des χ et des y deux axes rectangulaires si-
tués dans le plan de la base, les équations de l'hélice seront 

χ = R cos γ — R sin φ , 

R étant le rayon du cylindre et a la cotangente de l'angle constant 
que fait chaque tangente à l'hélice avec la direction des génératrices. 

On voit donc, en posant ζ = a, que les fonctions que nous avons 
désignées par φα, ψα seront ici 

ou = R cos , >Vu = fi sin 
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et Von trouvera, après de nombreuses réductions, que l'équation (5) 

devient 

(6) dx = (~ cot — H .. ) (x — R eos —Λ da.. 

Intégrant, il vient 

x= sin C — - I e /'cot2— + —7^= cot-ίΛ da . 

Mais on trouve 

/
 e

 ~ cot
2
 ~ r/α = Ra.e Γ A y/7+Â

5
 - cot T

"| 

-1= / e lW.+«
J

cot~da, 

de sorte qu'en substituant, les deux intégrales qui resteront dans l'ex-
pression de χ se détruiront, et l'on obtiendra enfin 

O, 

(7) χ = G sin ~ e
 Rffi:^l+a' — R \k y' 1 + a

2
 sin ^ cos — I. 

équation à laquelle on joindra celle de la tangente à l'hélice au point 
pour lequel ζ — a, 

(8) jsin^ + tfcos^R. 

L'élimination de α entre ces deux équations donnera l'équation de la 
projection de chacune des trajectoires sur le plan des x, y, de la der-
nière on déduirait d'ailleurs sans difficulté la valeur de a. 

Considérons la trajectoire qui répond à C — o; les équations (7 ) et (8 

donneront 

χ = R (cos ^ k<J 1 -f- a? sin , 

/
 = R

(
sin

^ +^V-«2cos £7), 



»4a JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

et, en élevant celles-ci au carré et ajoutant les résultats 

x2 -+- y2 = R2 [ι + A"3 (i -+- a2)]. 

D'où il suit que la trajectoire est l'intersection de l'héliçoïde avec un 
cylindre circulaire droit de même axe que le premier et d'un rayon 
égal à 

R v'i 4- k2 (i + a2)·, 

si l'on se donnait ce rayon, que j'appelle R', on en conclurait 

k = i oN-N 

En outre, l'équation de l'héliçoïde étant 

<·> ?
 Sln +

 - R ) +
 X COS

 (R«
 +

 "R .) ·
 R

' 

si l'on remplace x2 -+-y2 par sa valeur, elle deviendra 

y sin -+- k ν 14- a
2
 j -h x cos + k y ι ■+- a

2
 ^ = R , 

et en différentiant cette équation, et observant que l'on a 

xdx -ι- yd y — ο, 
on trouvera 

dx = — φ— dz, dr — ζ- dz. 

Donc, en désignant par s l'arc de la trajectoire compté à partir d'un 
point quelconque, on aura 

ds = dz \/1 -4- É ν t+ k2, d'oii ^ = — , 

quantité constante, ce qui montre que la trajectoire est telle que ses 
tangentes font un angle constant avec les génératrices du cylindre qui 
la contient, ou , en d'autres termes, qu'elle est une hélice; on s'assure-
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rait aisément que cette hélice a même pas que l'hélice donnée. Les 
autres trajectoires qui répondent à la même valeur de k, mais à des 
valeurs quelconques de C, sont aussi des hélices, puisque leurs tan-
gentes sont respectivement parallèles à celles de la première trajectoire 
et qu'elles font, par conséquent, un angle constant avec la direction des 
génératrices du cylindre ; mais les cylindres sur lesquels sont situées les 
nouvelles trajectoires ne sont plus à base circulaire. 

Ces résultats ne sont pas applicables au cas où k est infini, c'est-à-
dire lorsque les trajectoires deviennent des développantes de l'hélice 011. 

les lignes de courbure de l'héliçoïde, car la forme de l'intégrale qui 
donne .r en fonction de a n'est plus la même qu'auparavant. En effet, 
la formule (6) devient 

dx — d- cot ~ ( χ — Rcos 1 da > 

et en intégrant 

χ — sin —- C + R cot h - ι , 

d'où 

χ — R cos = sin ( C + -V 

Il faut éliminer α entre cette équation et l'équation 

r sin + χ cos ~ — R : 

or celle-ci donnerait 

χ — R cos ~ — \ίχ2 + r2 — R2 sin 

valeur qui, substituée dans la première, donne 

a — a (\/x2 -+- y2 -7 R2 — C). 

Enfin, portant cette valeur de a dans la seconde, on aura 

. — C + v^-l- y2 — R2 , — C + R1' T> 
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ce qui est l'équation de la projection de chacune des lignes de cour-
hure de l'héliçoïde sur le plan des x, y; en la joignant à celle de l'hé-
liçoïde ^9), 011 aura les deux équations qui déterminent chaque ligne 
de courbure. Or, si l'on compare ces deux équations, on verra, parleur 
composition analogue, que les valeurs des sinus et des cosinus qui y 
sont renfermés doivent être les mêmes; par suite, les arcs eux-mêmes 
doivent être égaux. Donc on aura, pour tous les points d'une même 
trajectoire orthogonale, 

H-C' 
ou simplement 

ζ — une constante, 

ce qui est l'équation d'un plan parallèle au plan des x, y. Ainsi les 
trajectoires orthogonales des tangentes à l'hélice sont les sections faites 
sur l'héliçoïde développable par des plans parallèles au plan de la base 
du cylindre. Si l'on faisait C = o, la trajectoire serait la trace de l'hé-
liçoïde sur le plan des χ, y, ou bien la développante du cercle qui sert 
de base au cylindre. 


