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DETERMINATION DE LINTEGRALE DEFINIE

/(1 —|—.z')d.r.
o 14z 0

Par J. BERTRAND,

Eléve-lngdnieur des Mines.

Yai et¢ conduit a la valeur de cette integrale en appliquant a Pintégrale indefinie
T+ 2 dr . , . e . .
T+ un procede de réduction analogue a | Intcgration par partie, et (ue
o 1+ 2" ~
je commenceral par exposer d’une maniére géncérale.

I.

.

Soit une inlegrale 2 (x) dx, considérons une fonction de deux variables b (o, m),

o
qui devienne ¢gale 4 ¢ x) par la substitution de x m, en sorte que Y(x, ] = g(z); la
fonction 4 pourra évidemment étre déterminée dune infinité de maniéres différentes.
Soit
f Yy (x, m)de = b, fx, m).
O

Differentions Y, ', m) pay rapport a mn, et posons

db (x, m: X ddd o2y m)
~L(" = Pt Ria dr — -4,., (z, wme.
o

dm dm

Je: dis que Uon aura identiquement

(0, [ oimrar =0z — [ ina i,

N
en sorte que U'intégrale proposée se trouvera ramenée i integrale, en général, fort dife
x
fevente, Yo (x, ) dar.
b o . . . B3 . - .
La demonstration de ce théoréme est bien facile: il suffit de differentier les deux
membres par rapport a x; le premier donne évidemment g (x); quant an second sa

deérivee est egale &
d‘m”"(?” x,

o — \!’: (.l', .L‘);

or en traitant J, (z, ) comme une fonction composee , et se rappelant que 'on a

dy, 'z, n dy (z, m)
v K Y ? L £ )
- = Y{x, m — = {r. m
dx A dm vl M
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cette dérivee devient

(5, 2) + Bl @) — b2, @) = Y (2, 2) = (.

Les deux membres de 'équation (1) ont donc méme dérivée, et par conséquentils peo-
vent étre considérés comme égaux, puisque nous avons ajouté une constante au second.
11 est facile de voir que le théoréme précédent renferme comme cas particulier le pro-

c6dé dintégration par parties. Soit, en effet,
9 (z) = flz) X ¥ (®);

g (2, m) = f(m) X ¥ (z},

prenons

nous aurons évidemment
pioym = [ def () ¥ (@)= Fn)F (0) = S F (o)
Yoz, m) = &1(({—’;—’—71—) =/f"(m)F () — f'(m) F (o),

en sorte que la formule (1) devient

f: flx)¥F (z)de = f(x)F(z) — f: S {x) b (x) de + C,

ce qui est précisément la formule d’intégration par parties.

II.
. . - N 2 {2 d
Appliquons le théoréme précédent a Uintégrale f \_‘%:Lf_f , prenons
0 14z
(14 mzx)
\!} (,;c, m) e _<___I___~ ,
¥ A4 2t
nous aurons
* (14 mx
Y, m) = _4(*,;_,.___) dz
o I+ x

La valeur de

o (2, m) = di(z, m)

[

L

i]

dm
sera done
x xdx 1 . L(r 4 x?) m
e ——— == — ——— {1+ mx) - ———— = e lare tang x
fo (1+ mz) (1+2*) 1 —m? ( T a1+ mY) 1 —-m? ! J
[*) En supposant égaled 1 la Jimite supérieure de I'intégrale, cette formule donne
f [ xdx o (1m) L2 n m
o (T4+mx)(1+2) di4m = a(i4m) BT
Multiplions les denx membres par dm et intégrons de m — o0 & m = 1; il nous viendsn
fl o4x)de 1 L(i+-m)dm al2
) 1+2* ~ Jo P G

ot comme Pintégrale est au fond Ia méme dans les deux membres , nous en conelurous
1 {i4-z)de  wlo,
o 1+4+a* T~ 8
cest précisément le résultat auquel arrive M. Bertrand. oLy

>
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en remplacant o par .« daus cette expression , il vient

L. (=, 2) P/ {14 29 n 2 .
kR L) = = — L - arc tang x
’ 2 1+ T4z o

et par suite, d’aprés la formule (1),
(

f’l(:«l—r)rlr b (2,2 + QL_‘_,Z?_JI_T _ [F adrare ta’n{.{ e C
o -z [ 4+ x? o [

Mais en intégrant par parties, on a

# xdz arc tan 1 el o)
-———gi:~l(l+x2)arctang.r;_l d“r_[ij"“r
o 4 2 2 Py o 14z

. . - _ < dxl{n - x°)
Substituant, et supprimant U'intégrale » qui se trouve commune aux

o T -2
denx membres , il vient

. i
bz, x) = 5 l(|—+—.2:3) arc tang x

C . . =] d.
Maisy,(z, z) est ce que devient I'intégrale f Mx) d lovsque l'on y remplace

o 1~ x°

m par x. Cest, par conséquent, comnre il cst facile de le voir,

z l(1+.zz)dz
o l—f—'zz ‘

/‘“‘ 1"+ 2z)dz .
Jo

Nous avons donc

({14 2%)arc tang .r;

t

1422 2

car la constante est évidemment nulle, puisque arc tang z s'annulle avec x. Si , dans
cette formule, on fait z = 1, elle devient

Vii+z)ds T
0 14 2 — 8

Cette 1ntegrale n'était pas connue, je crois. On pourrait Uobtenir de plusieurs ma-
niéres ; j'ai choisi la précédente parce quelle repose sur une méthode nouvelle d’inte-
gration qui pourra étre utile dans certains cas.



