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ANVIAAAARAAA W ~ ALAAMAA

THESE

SUR LE MOUVEMENT IYUN CORPS SOLIDE

AUTOUR IYUN POINT FIXE;

Parz M. BRIOT,

Professeur au Collége royal d'Orléans.

Cette these a pour but la démonstration des théoremes de méci-
nique énoncés dans le Mémoire publié par M. Poinsot, sous le titre
de Theorie nouvelle de la rotation des corps.

Un déplacement quelconque imprimé 4 un corps solide tournant
autour d’un point fixe peut étre produit par une rotation autour d’un
axe fixe. I s’ensuit que, dans le mouvement d’un corps solide autour
d’un point fixe, il y a & chaque instant une série de points en ligne
droite qui ont une vitesse nulle; cette droite sappelle axe instantané
de rotation. Les lieux des axes instantanés dans le corps et dans Ves-
pace sont deux cones ayant pour sommet commun le point fixe, et le
mouveinent du corps peut étre représenté par le mouvement du premier
cone roulant sans glisser sur la surface die second coéne.

§ e,
L'tat initial résultant d'une impulsion primitive.

Décomposons le couple d’impulsion en trois couples perpendicu-
laires aux trois axes principaux d’inertie; d’apres les propriétés des
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axes permanents, chacun de ces couples produira autour de I'axe
auquel il est perpendiculaire une rotation égale a I'intensité¢ de ce
couple divisée par le moment d’inertie du corps suivant I'axe. Si donc
on représente par L, M, N ces trois couples composants, par A, B,

C les trois moments principaux d’inertie, on aura autour des trois

. . . . . L N . .
axes principaux d’inertie trois rotations TR Ces trois rotations se

composent en une seule représentée par la diagonale du paraliélipi-
peéde construit sur les rotations composantes; I’axe initial de rota-
tion formera donc avec les axes principaux d’inertie des angles dont

M D . . 1
A'E O projections de
la rotation initiale sur ces mémes axes. En prenant pour axes coor-

R . . L
les cosinus sont proportionnels aux quantités

donnés les axes principaux d’inertie, Pellipsoide central a pour équa-
tion

Ax* + By* + Cz* = 1.

Menons a cet ellipsoide un plan tangent parallele au couple d’'impul-
sion; appelons x, y, zles coordonnées du point de contact, I'équa-
tion de ce plan tangent sera

Axx’ + Byy' + Czz’ = 1,

et Pon aura les relations suivantes

Ax By  Ce
L — M N’
o1

x 4 z

5 ® O

Ces relations montrent que la droite qui va du centre au point de
contact, diamétre conjugué du plan tangent, se confond avec P'axe
initial de rotation. Ainsi :

Taroriwe 1. L'axe instantané de la rotation produite par un
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couple d’impulsion quelcongue est le diamétre conjugué au plan de ce
couple dans Uellipsoide central.

Quant 4 la vitesse angulaire, elle est évidemment égale au moment
du couple estimé perpendiculairement a ce diametre et divisé par le
moment d’inertie du corps suivant ce méme diametre; car pendant
I'impulsion on pourrait rendre fixe ce diametre, Veffet prodnit serait
le meme.

§ 1I.
Du couple des forces centrifuges.

Si Pon considere le corps a un certain instant, la vitesse actuelle
pourra étre produite par un couple d’impulsion dont le plan serait con-
jugué a Paxe instantané de rotation. Soient O le point fixe  fig. 1, PL 1,
OP l'axe instantané de rotation 4 un certain moment, OA Vaxe du
couple d'impulsion qui produirait la vitesse actuelle (ce couple n’est
autre chose gue le couple des quantités de mouvement). Appliquons
aux différents points du corps des forces centrales telles que sous leur
intfluence le corps tourne d’'un mouvement uniforme autour de OP,
et des forces centrifuges égales et contraires. Ce systeme de forces cen-
trifuges se compose en un couple que nons appellerons couple des forces
centrifuges. Lorsque ce couple est nul et qu’aucune force extérieure
nagit sur le corps, il est clair que le corps doit tourner indéfiniment
autour de OP comme autour d’un axe fixe; mais cela n’arrive que
lorsque OP se confond avec I'un des axes principaux d’inertie, que
pour cette raison on a nommés axes permanents de rotation; dans
tous les autres cas ce couple n’est pas nul et il agit avec le couple
des forces extérieures pour changer I'axe et la grandeur de la rota-
tion. On voit par la combien est importante I'étude de ce couple des
forces centrifuges: nous allons rechercher sa direction et sa grandeur.

Considérons le mouvement pendant un temps tres-petit §; en
vertu de la vitesse acquise et des forces centrales, le corps décrira,
en tournant autour de OP d’un mouvement uniforme, un angle
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o = wf (w représente la vitesse angulaire); 'axe OA du couple des
quantités de mouvement tournera comme ¢'il était lié au corps et
viendra en OA’ sans changer de grandeur. I’action du couple des
forces centrifuges (Jappelle F son intensité) pendantle temps G peut
étre remplacée par un petit couple d’impulsion F¢; il faudra compo-
ser ce couple F@ avec le couple OA’ des quantités de mouvement:
le couple résultant sera le couple des quantités de mouvement au
commencement du second instant, si Ion fait abstraction des forces
extérieures qui agissent sur le corps; or dans ce cas le principe des
aires a lieu, c'est-d-dire que le couple des quantités de mouve-
ment ne change pas; donc le couple I'§ est représenté par le coté OF
du parallélogramme OA’AF. OA’ étant égal a OA et Pangle A’OP étant
égal 4 Pangle AOP, si Pon fait décroitre « indéfiniment, & la limite
AA’ o1 OF sera perpendiculaire au plan AOFP. Donc,

Tutorimr 1. Le plan du couple des forces centrifuges n'est autre
chose que le plan qui passe par Uaxe instantané de rotation et par laxe
du couple des quantités de mouyement.

Des points A et A’ abaissons dans les plans AOP et A’ OP des perpen-
diculaires Alet A’LsurOP; on a

AA’ = oAlsinfa.

Yappelle U Pangle AOP; Al = OA sin U; Pangle « étant infiniment
petit, je remplace le sinus par Parc; on a donc

FO — AA’ = OAsinUs = OAwsinUG;
d’ou
F = OAwsinU.
Ainsi,
Tugorime 1. La grandeur du couple des forces centrifuges est

édgale & la surface du parallélogramme construit sur laxe du
couple des quantites de mouvement et sur la rotation actuelle .

Tome VII. — Mars 1842, 10
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Quant au sens de ce couple, il est facile de voir qu’il tend 2 faire
tourner son plan en allant de 'axe du couple des quantités de mouve-
ment vers I’axe de rotation a travers le parallélogramme.

§ 11I.

Equations gencrales du mouvement.

Les théoremes que nous venons de démontrer conduisent d’une
maniére tres-simple aux équations générales du mouvement. Et d’a-
bord, cherchons les projections de I'axe du couple des forces centrifuges
sur les axes principaux d’inertie. Jappelle p, ¢, r, les projections de
la rotation actuelle  sur ces axes; les projections de I’axe du couple
des quantités de mouvement sur ces mémes droites seront A ps Bg, Cr;
en vertu du théoréme II, les projections cherchées seront représen-

tées par

mB—Cgr, m(C—A)rp, m(A —B)pq.

En vertu du théoreme III, m = = 1; le sens du couple dira quel si-
gne il faut prendre. En effet, supposons p = o, les deux droites OA
et OP seront toutes deux situées dans le plan yOz ( fig. 2;

G . . .
tang POy = 3 et tang AOy = ¢ ;, de sorte que si G est plus petit

que B, et de plus ¢ et r positives, ces deux droites auront la position
indiquée sur la figure; mais alors 'axe du couple des forces centri-
fuges tombera sur la partie positive de I'axe des x. Donc m = + 1
et les projections cherchées sont

B —C)gr, (C—A)rp, (A— B)pqg.

On peut trouver directement les expressions précédentes, ce qui
donne une nouvelle démonstration des théorémes I et II1. Soient M
(fig. 3) un point du corps, MI la perpendiculaire abaissée de ce
point sur Paxe de rotation OP. La force centrifuge est dirigée snivant

' (R e
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MS et a pour valeur w*MI; en appelant a, y, z les coordonnées du
point M, x,, 7,, 3, les coordonnées du point I, ses trois compo-
santes sont

w?(x — x,), @ (y—r), o'(z—13z).
Ona

0Ol = OM cos MO

T+ qy—+r2 .01 .0I r.01
P:B'“"""’—qy ——y &y =P—", Y= K —s B = 5
» » w »

d’ou les composantes de la force centrifuge

X = qlqz — py) + rire — pa),
Y = r(ry — qz) + p(py— qx),
Z=p (pz — rx) + g (g2 — ry),

et les moments des forces centrifuges
S (zy — Yo = qr Xm (= — )= B~ C)gr,
Nm(Xz — Zx)y=rp Jym(x*— 2z*) = (C — A)rp,
Im(Ye — Xy)=pg Zm(y*— x*) = (A — B) py.

Voyons maintenant les équations du mouvement. Nous prenons
pour axes coordonnés les axes principaux d’inertie quand le corps a
tourné de Pangle o autour de OP (fig. 1). Le couple des quantités de
mouvement au second instant, lequel a pour projections

A(p + dp), Blg + dg), Clr+dnr),

est le couple résultant, 1° du couple OA’ des quantités de mouvement
5 la fin du premier instant: les projections de ce couple sont Ap, By,
Cr; 2° du petit couple d’impulsion qui remplace I'action des forces
centrifuges pendant le temps /¢, et dont les projections sont, en né-

10,.
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gligeant les quantités infiniment petites du second ordre,
(B — Cygrdt, (C— A rpdt, (A — B) pqdt;

3¢ du petit couple d’impulsion qui remplace 'action des forces exté-
rieures pendant le temps dt: je représente les projections de ce couple
par Ldt, Md¢, Ndt. On a donc les équations suivantes :

C(p + dp) = Ap + (B — C)grdt + Ldt,
B (g + dq) = Bg + (C — A) rpdt + Mdt,
C(r -+ dr) = Cr + (A — B) pqdt -+ Ndt,

ou
dp
gAE — B—Qgr=L,
(1) BY —(C—A)yrp=M,
dr

Ce sont les trois équations d’Euler.
§ V.

Du mouvement , lorsque le corps n'est sollicité par aucune force
accéleratrice.

Quand aucune force accélératrice n’agit sur le corps, les seconds
membres des équations (1) sont nuls, et 'on a immédiatement deux in-
tégrales premiéres qui correspondent, I'une au principe des aires

(2) Ap* + Big® + G = &7,
1’ . . .
aatre au principe des forces vives

(3) Ap* + Bg* + Cr* = h.
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Ces deux intégrales premiéres conduisent par I'analyse & des théo-
rémes remarquables qui donnent une idée nette du mouvement;
[nais nous arriverons aux mémes conséquences en suivant la méthode de
M. Poinsot, par la simple considération du couple des forces cen-
trifuges. Cherchons d’abord autour de quel axe ce couple tend & faire
tourner le corps. Soit OH ( fig. 4) la projection de OP sur le plan du
couple des quantités de mouvement; soit OQ le diamétre conjugué
de OTI dans Uellipse suivant laquelle ce plan coupe Iellipsoide central;
les trois droites OP, OH et OQ formeront un systéme de trois diametres
conjugués dans Pellipsoide. Donc 0OQ conjugué du plan AOH, plan
du couple des forces centrifuges, est 'axe de rotation autour duquel
ce couple tend & faire tourner ce corps. Donc,

Trtorime IV. Laxe autour duguel le couple des forces centrifuges
tend & faire tourner le corps est situé dans le plan du couple des quan-
tités de mouvement. Dans le cas que nous considérons ce plan est le
plan fixe du maximum des aires. '

Si nous composons la rotation OP avec la rotation infiniment petite
0Q, produite par le couple des forces centrifuges dans le temps §, la ré-
sultante OR sera la rotation au second instant. Or, si I'on a représenté
la vitesse de rotation au premier instant par le rayon vecteur de I'el-
lipsoide, OQ et OP ¢tant conjuguées, PR sera tangente a Vellipsoide,
¢ est-a-dire que le point R sera encore sur Vellipsoide. Donc,

Tutorie V. Quand le corps nest sollicit¢ par aucune force accé-
lératrice, la vitesse de rotation est proportionnclle aw rayon wvec-
teur qui va du centre au pole instantané de rotation. (Nous appelons
pole le point ou l'axe de rotation perce la surface de Pellipsoide.

PR étant paralléele a OQ, et OQ restant constamment dans le plan
fixe, il s'ensuit que le lieu des poles dans Iespace est une courbe
plane parallele a ce plan fixe. De plus, le plan tangent au pole a
Pellipsoide étant parallcle au plan fixe, on en conclut que ce plan tan-
gent est lui-méme fixe dans Vespace. Ainsi,

Tatorime VI. Le plan tangent @ Uellipsoide central au pole de ro-
tation est_fixe dans Uespace.
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A laide des théoremes précédents on arrive 4 une représentation
tres-simple du mouvement d’un corps qui tourne autour d’un point
fixe sans étre sollicité par aucune force accélératrice. Liellipsoide cen-
tral roule sans glisser sur le plan fixe avec lequel on 'a mis en con-
tact primitivement , et la vitesse angulaire de rotation est proportion-
nelle au ravon vecteur qui va du centre an point de contact.

§ V.
Des deux courbes décrites par le péle instantané de rotation.

Le lieu des poles a la surface de Pellipsoide, lieu que M. Poinsot
a norame poloide, peut étre considéré comme la suite des points ou 'el-
lipsoide serait touché par un plan mobile qui resterait toujours a la
meme distance ¢ du centre.

L’équation de I’ellipsoide est

(4) Ax* + By? + Czt = 1,
et celle du plan tangent
[5) Axrx” + Byy' + Czz' = 1.
On a donc

\ 1

0 — e

Vie + By 5 Gis
ol

1‘6\ Azp? 1 B2J.z + (222 — Elz —

Les deux ¢quations (4) et (6) sont les équations de la poloide; ces deux
équations combinées donnent

(7) AA—Da +BB—~1)3* + CC—1)z = o

N

it

[T
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c’est Péquation du lieu des axes instantanés dans intérieur du corps;
ce lien est un cone du second degré elliptique autour de I’ axe maximum
ou autour de Uaxe minimum de Ucllipsoide, suivant que & est plus
grand ou plus petit que I’axe moyen de Pellipsoide.

La poloide est donc une courbe fermée & double courbure qui a
(uatre sommets principaux ou elle est divisée en quatre parties égales
et symétriques; elle se projette en une ellipse sur le plan perpendi-
culaire & celui des deux axes qui lui sert d’essieu, en un arc dellipse
sur le plan perpendiculaire 4 ’autre axe, enfin en un arc d’hyperbole
sur le plan perpendiculaire 4 'axe moyen.

Des équations (4) et (6), en appelant p la longueur du rayon
vecteur mené du centre & la poloide, on déduit les relations sui-
vantes :

ABpP =A—-CB—-Cz22—~1+ (A+B),
(8) BC p* =B —A)(C—A)x*~ I+ (B+ C),
CA.p>=(C - B)(A —B)y*— 1+ (C+ A).
Soit B le moment principal moyen d’inertie; dans la derniére des équa-
tions (8), le coefficient de y * est négatif, donc le maximumde o a lieu
pour y = o, c’est-a-dire aux sommets de la poloide situés dans le
plan principal moyen de Uellipsoide. Les deux premiéres équations
montrent que le minimum de p a liew aux deux autres sommets.
L’équation différentielle de la poloide entre le rayon vecteur ¢ et
arc de la poloide s’obtient aisément; sil'on pose en effet

les équations (8) donnent

=220 [AB o+ 1 — (A + B,

A—B A2B? g2 dp

e _
=R B+ l—(ATrD)
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d’ou

(o) VHds=pbo\/ (A B) T BC.p+l—(B+C) | CA.p4-i—(CA)

ILe lieu des poles sur le plan fixe peut étre considéré comme engen-
dré par la poloide qu'on ferait rouler autour du centre sur ce plan
fixe. Soient I { fig. 5) la projection du centre sur le plan fixe; IG et TH
les rayons de deux circonférences tracées sur ce plan ayant pour centre
commun T, et telles que les rayons vecteurs allant du centre de el-
lipsoide & ces deux circonférences soient les rayons vecteurs maximum
et minimum de la poloide. Le lieu des pdles sur le plan fixe sera en-
tierement compris entre ces deux circonférences, et il se compaosera
d’une série d’arcs égaux A Varc aba’t’a, engendré par un tour de la
poloide. Si V'arc aa, est commensurable avec la circonférence, cette
courbe, que M. Poinsot a nommée serpoloide i cause de sa forme, se
ferme aprés un certain nombre de révolutions, et I’axe instantané re-
vient en méme temps au méme lien du corps et de I'espace; dans le
cas contraire la courbe ne se ferme pas, et I'axe qui revient toujours
périodiquement au méme lieu dans le corps ne revient jamais au méme
lien dans I'espace.

L’équation (10) est aussi I'équation différentielle de la serpoloide
entre le rayon vecteur émané du centre O et 'arc. Si 'on voulait avoir
Péquation polaire de cette courbe par rapport au point I, il faudrait
dans I’équation (10) remplacer p et s par leurs valeurs données par les
équations suivantes :

() * = 9% + p}, s* =do} + o} db”.

Pour compléter la solution il ne reste plus qu’a déterminer la vi-
tesse angulaire de rotation en fonction du temps. On a

d d
dy

dw dp
h - ot de’

dp
W =y =P gt

et, en vertu des équations (1) privées de seconds membres,

+

dp B—C >C—A+A—B _
A B ¢ )~

— XBC pPyr.
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Les équations (3) donnent

(A — B)[AB.g* -+ I — (A + B)] =1 %,
(B — C)[BC.p* + L — (B + O] =5 p*
(€ — A)[CA.g* + L — (G+ A =17 ¢*
d’ ot
ABC

(12) wdp = dt | —TAB g T I—(A--B)] (BC.p+1— (B + O] [CA.¢* -+ — (LA}

Vi

Les deux transcendantes elliptiques ( 10) et (12) déterminent compléte-
o , . ds
ment le mouvement. La combinaison de ces deux équations donne -,

Cest-A-dire la vitesse avec laquelle le pole se meut sur la serpoloide.

§ VI

Examen de quelques cas particuliers.

Dans le cas ot1 ¢ est égal i 'axe moyen de Dellipsoide, I'équation
(7) représente deux plans; donc la poloide est une ellipse dont le plan
passe par I’axe moyen. L’équation (10), si Yon remplace ¢ et s par
leurs valeurs (11), se réduit dans ce cas a

] VAC.dp, I dp.

3 di = . \
3 pe Y(A—B)(B—C) — ABCpl VB Ym* —p)
en posant

_ (A—B)(B—CQ)
m* ='——35¢

Iintégrale de cette expression est

am

(14) P =

e g
em& +4- e—m@

Tome ViI. — Mans 1852, 11
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en choisissant I'axe polaire de telle sorte que pour § = o, p, ait sa va-
lear maximum qui est m. Cette équation (14) représente une double
spirale; les deux branches partant toutes deux du point G ( fig. 6) s’en
vont, P'une d’un coté, 'autre de 'autre, aboutir, aprés un nombre in-
fini de circonvolutions, au point asymptotique I. Dans ce cas on peut
aussi intégrer ’équation (12), car elle se réduit a

(15) VA dt — tpdp : _A+C—B

{2 et n° =
’ B (Be? + x)\/n"—pz’ AC

)

Le pole étant placé originairement en un point quelconque de la spi-
rale, il s& mouvra sur cette spirale dans un sens ou dans I’autre, selon
le sens de la rotation; et, aprés avoir dépassé le sommet G, s'il le dé-
passe, il se rapprochera indéfiniment du point I, en méme temps que
la vitesse angulaire converge vers une valeur finie; mais il n’atteindra
jamais le point I.

Dans le cas ott ellipsoide central est un ellipsoide de révolution, la
poloide devient un cercle autour de I'axe de révolution; la serpoloide
devient aussi un cercle.

§ VIL.

Autre maniére de se representer la rotation d’'un corps qui r'est
soumis a aucune force accélératrice.

Considérons le plan AOP ( fig. 4) qui passe par I'axe fixe et P'axe
de rotation instantané; OH est la trace de ce plan sur le plan fixe
du maximum des aires. Le mouvement du plan AOH ou de la ligne
OH dans le plan fixe ou équateur, constitue le mouvement de preces-
sion; le mouvement de I'axe de rotaticn dans le plan AOH constitue
le mouvement de nutation. La rotation « autour de OP peut se dé-
composer en deux rotations, I'une «cos U autour de OA, lautre
wsin U autour de OH; or o cos U est une quantité constante, donc
le mouvement de précession est uniforme. Quant au mouvement de
nutation, il est facile & déterminer, car p cos U = const., et ’'on con-
nait o en fonction de .

. , i [EE ' e
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Cherchons le lien de la ligne OH dans le corps; les équations du
plan fixe et du plan AOH sont |
Apx + Bgy + Crz = o,
B —Cgrx + (C— A)rpy + (A — B)pgz = o;
d’onr

B s
pPA—=0) " ¢B—=05)  rlC—=y

Eliminons p, ¢, r, on a

A 2 B 2
(16) Fev R e ¥ Al -

= 0.

Cest un cone du second degré; d’ott une nouvelle image du mouve-
ment du corps solide: on peut le représenter par celui d'un céne el-
liptique qui roule sur le plan fixe du maximum des aires avec une vi-
tesse variable et qui glisse sur ce plan avec une vitesse constante.

Dans le cas ot ¢ est égal 4 'axe moyen de Iellipsoide, I'équation (16)
seréduita y = o; d’ailleurs T PATL P et constante; donc,

z r C—1 r

dans ce cas, la ligne OH est fixe dans le corps, c’est un diametre situé
dans le plan moyen de I'ellipsoide central, de sorte que le mouyvement
du corps consiste simplement a tourner sur ce diamétre avec une vitesse
variable, tandis que ce diamétre décrit uniformément un cercle dans
lespace.

§ VIIL

Propriétés des trois axes principaux d’inertic relatives a la stabilité
de la rotation.

Les axes principaux sont tous trois des axes permanents de rotation,
mais il y existe une grande différence entre les axes extrémes et I'axe
moyen, relativement a la stabilité de la rotation. En effet, si I'on
écarte ’axe instantané de I'un des axes extrémes d’une quantité tres-

I1..



84 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

petite, I'écartement restera trés-petit dans tout le cours du mouve-
ment, & cause que le pole instantané décrira sa poloide autour de cet
axe extréme. Au contraire, pour peu qu’on écarte I'axe instantané de
I’axe moyen, I'écartement deviendra considérable, le pole instantané
s’en allant décrire sa poloide autour de I'un des axes extrémes. Ainsi
les axes principaux extrémes sont des axes permanents stables, Paxe
principal moyen est un axe permanent instable. Quant 4 la stabilité
relative des deux axes extrémes, on peut s’en faire une idée par Iaire
des deux fuseaux déterminés sur la surface de I'ellipsoide central par
les deux plans que représentent I’équation (7) quand B = L.




