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(YU TER VRS

NOTE

SUR UN POINT DU CALCUL DES VARIATIONS:

Par M. J. BERTRAND,

Eléve-l'ngénieur des Mines.

Lorsque I'on cherche a rendre une certaine intégrale maxima ou mi-
nima, en conservant & une autre intégrale une valeur constante, la
régle donnée par Euler ramene la question 4 la recherche du maximum
absolu d’une autre intégrale, que P'on obtient en ajoutant 'une des
deux premiéres au produit de I'autre par un facteur irdéterminé.

On a donné plusieurs démonstrations de ce théoreme; celle que je
vais exposer me semble plus directe et peut-étre plus facile. Elle est
sans doute moins simple que la démonstration si connue et dégagée
de tout calcul dont on se contente queluefois; mais cette derniere
démonstration me parait insuffisante : elle prouve bien que toutes les
solutions auxquelles la régle citée conduit satisfont & la question,
mais non pas qu’elles soient les seules possibles.

2
Supposons qu’il soit question de rendre f Udx maximum,
f Vdx restant constant; il faut, comme on sait, que la variation

) f Udx s'annulle toutes les fois que ¢ f Vdx sera elle-méme égale

4 03 ou, en donnant & ces variationsla forme connue, et supposant, pour
plus de simplicité, que la question fixe d’avance tout ce qui est relatif
aux limites, afin de faire disparaitre des variations les termes en de-
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a

N b s
hors du signe f , 1l faut que { wudax s’annulle pour toutes les va-

b .
leurs de » qui donneront f wvdax = o, u ety étant des fonctions

a

qui se déduisent, comme on sait, de U et V.
Il est évident que l'on satisfait a cette condition en posant

U — cy,

¢ etant une constante, car alors les deux intégrales ont, quel que soit
, un rapport constant, et s’annullent par conséquent en méme temps ;
mais il faut prouver que cette condition z = cv est nécessaire. Pour

u - ;o
cela, supposons que le rapport - ne soit pas constant, et désignons-le

par f (x , les deux intégrales deviendront

b .. b
f we flx)dx, f wodas
o/ a a

puisque _/(x n’est pas constant, on peut trouver une constante ¢,
qui, entre deux limites convenablement choisies x,, @,, soit tou-
jours plus grande que fix;, c’est-a-dire plus prés de Uinfini positif ,
et qui, entre deux autres limites x;), x;, soit, au contraire, constam-
ment moindre que cette méme fonction. Nous supposerons de plus ces
limites assez rapprochées pour qu’aucune des fonctions S (x), u et vne
change de signe dans leur intervalle.

Considérons une valeur de w qui annulle a la fois les deux intégrales;
il v a réellement maximum ou minimum, il suffira pour cela que
cette valeur annulle la seconde. Changeons cette fonction r» seulement
entre les limites x,, x,, et ax,, a, il est clair que ce changement
pourra étre fait de maniere que la deuxieme intégrale augmente entre
les premiéres limites précisément autant qu’elle diminue dans les se-
condes, de telle sorte qu’clie conserve sa valeur o; on peut meme évi-
demment supposer que cela se fasse en donnant i I'accroissement arbi-
traire de » constamment le méme signe entre ., x,, ainsi qu'entre
x,, 2. Soit alors 2 'accroissement de la deuxiéme intégrale entre
X,y et X, 2 sera aussi sa diminution entre x| et x ; mais, d’apres la
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condition f(x) < ¢ entre les premicres limites, et puisque «, ¢ et Jix)
conservent constamment le méme signe, 'accroissement de la premiere
intégrale entre a, et x. sera moindre que co, tandis que I'inégalité
f{(x) > ¢ montre que sa diminution entre x|, et x, sera, au contraire,
plus grande que co.; comme n’a été changé qu’entre ces limites, il
ne peut pas y avoir de compensation, et la nouvelle valeur de w, bien

b
gu'annulant la seconde intégrale f wvdx, donne a la premiere

a

b
f wudx une valeur différente de o. I1 n’y a donc ni maximum ni
a

s . \ . 124 .
minimum relatif, 4 moins que ~ ne soit constant.

Si les limites étaient variables, les deux variations qui doivent s’an-
nuler en méme temps deviendraient

Ya— 5+ fﬂb wudx,

Yo — s + f:wvdx,

Dur Py Yar Yo renfermant a tous leurs termes les valeurs que » et ses
dérivées prennent aux deux limites @ et b, ou les variations de ces
limites elles-mémes. D’abord il est évident que Pon doit avoir, comme
tout 4 Pheure, u=cv, car, quelles que soient les conditions aux limites,
on les remplira toujours en supposant toutes les variations qui en dé-
pendent égales 4 o, ce qui fera disparaitre les termes ¢, 93, VPRI
permettra par conséquent de répeter le raisonnement précédent. Ces
deux intégrales deviennent donc

0, — @5+ € f: wvdx,

Yo — Yo+ f: wedx.

Supposons que 'on choisisse un systeme quelconque de valeurs pos-
sibles pour les variations aux limites; on pourra toujours faire en sorte
que o soit déterminé dans Vintervalle @ et b, de maniére qu’avec ces

8

Tome V1I. — FevrEr 1842.
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valeurs limites, la somme

b
Yo — by + f wdx

a

soit égale 4 0; mais alors on devra avoir aussi

b
Fu — Qp + cf wedax = o;
a
done

Pa — @b :L‘(q’a - '-Pb)-,

et cela pour des valeurs quelconques des variations aux limites.
Or les deux équations

U=V, 94— @ = €Yo — bp),
sont précisément celles qu'il faudrait considérer pour rendre 'inté-
grale fab (U — ¢V) dx maximum oa minimum.
On sait comment, cette premiere question une fois résolue, on peut
déterminer la valeur de ¢ par la condition que /1 " Ve ait précisé-
Ja

ment la valeur que la question lui assignait, car jusqu’ici nous avons
seulement exprimé que cette intégrale est constante.



