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NOTE
SUR LE MOUVEMENT D’UN POINT MATERIEL

PESANT SUR UNE SPHERE;

Par M. PUISEUX,

Ancien Elive de Plicole normale,

Lorsqu’un point pesant se meut sur une spheére, la courbe qu’'il dé-
crit présente une suite de sommets dont chacun divise la courbe en
deux parties symeétriques, et dont les ordonnées verticales sont alier-
nativement maximum et minimum, (Mécanique analytique , tome I1.)

Si le mobile s’écarte tres-peu de la verticale passant par le centre de
la sphere, la différence des azimuts [*] de deux sommets conséentifs
differe tres-peu de go°, de facon que la projection horizontale du mo-
bile doit décrire une courbe & deux axes perpendiculaires entre eux
et présentant la forme d’une ellipse.

Mais quand le point pesant s’écarte sensiblement de la verticale,
I'angle dont il vient d’étre question différe sensiblement aussi de 9o,
et si la courbe déerite par la projection horizontale du mobile présente
encore I'apparence d’une ellipse, le grand axe de cette ellipse se deé-
place & chaque révolution. 1l est facile de voir que le mouvement de
ce grand axe doit étre de méme sens que le mouvement du mobile. s
la différence entre les azimuts de deux sommets consécutifs surpasse go¢,
et que le contraire doit avoir lieu si cette différence est inférieure & o

Or de ces deux cas, le premier est le seul que Pon observe dans la
nature, quelle que soit la vitesse initiale imprimée au mobile. Avant

] Jappelle azimut d’un point Pangle que fait avec un plan vertical fixe, le plan
jpassant par ce point et par Ja verticale du centre de la sphére.
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cherché & déduire ce résultat de la théorie, 'y parvins par le caicul
survant. -

Nommons a le rayon de la sphere, g I'intensité de la pesanteur,
b etc deux constantes. Désignons par ¢ I'azimut du mobile, par z sa
distance au plan horizontal mené par le centre de la sphére. On aura
{ Mécanique de Poisson, tome I°r, page 39o)

=+ acdz
s h

d(.p:_

Si I'on appelle ¢ la valeur initiale de z, k la vitesse initiale, ¢ Pangle
que la direction de cette vitesse fait avec la tangente horizontale menée
a la sphere par le point de départ du mobile, on trouvera (meéme ou-
vrage )

b=k —a2gf, c=kya® —¢® cose,
et la valeur de d{ deviendra
+a.k \/a’—42 cose.dz
(a*—2) y (a*— #) [4* +2g ( —4)] — #*(@* — L") cos’e '

dq.o:

Dans le polynome du troisiéme degré soumis au radical, faisons
successivement

z=—®, Zz=—4a, z2 =&, z=a;
les signes des résultats seront respectivement

+, ) -+, -

11 en résulte que ce polynome s’annulle pour trois valeurs réelles de z,
I'une o comprise entre a et ¢, I'autre € comprise entre £ et —a, la
troisicme — 7 comprise entre — a et — .

Posons donc

() (B ag(a— )] — K (= E¥)cos* e = ag(a — 2)(z— E)(z +7),
d’ou
ag (0 + 68— )= — (K — 28&),
ag[(a+ 6)y — abl =a2ga*,
— 2gaby=a’(k* — 28%) — £* (a® — &%) cos® e

[N (' [
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De ces trois égalités, la deuxieme donne

a'4-af
b
%4 6

'y:

par suite, on conclut de la premieére

S S

_ 2g(at—=z8 —at— G
=gl =02 2

et enfin la troisiéme donne
28 (@ — a?) (gt — %)
2 2 2 2 —_— b5
k* (@* — £*) cos? ¢ — .

Substituant dans la valeur de d ¢, elle devient

Al — ta¢(zzT:‘oc’)~(;t6~'1)dz

(a"——z”) \/(a-—z) (z—r‘;') [(a—}—é) z —I:ZT‘:L—T:GT]

On voit par cette formule que la valeur maximum de zest o, la va-
leur minimum §, et que I'angle ¥ variant toujours dans le méme sens
en vertu du principe des aires, 'ordonnée %z atteint alternativement ce
maximum et ce minimum. De Plus, la différence des azimuts qui ré-
vondent i un maximum et 4 un minimum consécutifs est

y— [* aVie—a) @ —5)ds —
1 (a’—ﬁ) (az—-z)(z—@) [(e— 6)z 4 a —+ a ]

s , » b s
et il s’agit de démontrer que I'angle ¥ est plus grand que =

Pour cela, remarquons que z variant de £ 3 a, le facteur
(@ + 8)2 + a® + a6 varie de g + 206+ 6 4 g% 20:€ + a2, et par

conséquent, en nommant {. une moyenne entre Va £+ 208 1 g et

Va*+ 206 + a* opa

(l‘/zax——az) (a’—~62) ® dz
V= 1 2\ =5 —
¢ je (@ —2) («—2)(z—8)

ou, en effectuant Pintégration .

v= 7 VEETETT + ey

122
i
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I angle '} est donc compris entre les deux limites

e T« A
’ Va -+ PSS '

VTardars+ Via—a a—b
’ \/rzg-{—a;"'i—%—o_c"

N

Mais ces formules peuvent §’écrire

T e e oy (@ — ) (@ — &)
VA ——— T ey
at— 2+ (= + A

P =

2 F

Q=i+ @ = ay(@ — e =,
oo, a’ — & 4 (2 +6) o

— 22, a* — 6% sont des quantifes positives,

et si 'on remarque que a’
T .
on en conclura que P et () surpassent -. Donc aussi angle ¥ est plus

grand queg; ce quil fallait démontrer.

FIN DU SEP'FIi‘.MIE VOLUME.



