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PURES ET APPLIQUEES. 35

REGLES
SUR LA CONVERGENCE DES SERIES:

Pan M. J. BERTRAND,

El¢ve Ingénicur des Mines.

Lorsqu’une série a tous ses termes positifs, on sait que pour décider
s’il y a convergence ou divergence, il suffit de considérer le rapport
d’un terme au précédent, et que, sice rapportest, 4 partir d’une cer-
taine limite , toujours supérieur a I'unité, la série est divergente. Si, au
contraire, il est constamment inférieur 4 un nombre moindre que un,
la série est convergente,

Les seuls cas douteux sont, celui o le rapport s’approche indéfi-
niment de 'unité, et celui ot n’ayant aucune limite déterminée, il est
tantot plus petit, tantdt plus grand que un.

Lorsque cette premiere regle se trouve ainsi en défaut, on en con-
nait plusieurs autres qui s’appliquent quelquefois avec avantage.

L’une d’elles a été donnée par M. Cauchy; elle consiste en ce que,

u, désignant le terme général de la série, il y a convergence ou diver-
[

7::4, ou I'on fait croitre n indétiniment,
reste, & partir d’une certaine valeur de 7, toujours plus grande qu’un
nombre déterminé quelconque plus grand que 1, ou toujours plus pe-
tite que unité. Cette regle peut s’appliquer dans les cas douteux de
la précédente, mais elle-méme présente un cas d’incertitude dont
M. Cauchy ne s’est pas occupé.

Une autre regle a été donnée par M. Raabe dans le Journal scien-
tifique de MM. Ettingshausen et Baumgartner; cest cette régle
que M. Duhamel avait trouvée de son coté (tome IV de ce Journal,
page 214), et dont il est question dans la Note de M. Raabe { tome V1

5..

ence, selon que 'expression
8 )
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de ce Journal, page 85.) Cette régle, dont voici Pénoncé, s’applique,

o 3 22 ey .
comme la précédente, au cas oti le rapport —"** tend vers 'unité : « Si
n

1
» 1’on suppose ce rapport mis sous la forme ——, il aura conver-
Pp pPp sous oo’ y

» gence ou divergence, suivant que la limite du produit na /pour
» n = o) sera plus grande ou plus petite que l'unité. »

Dans le cas ou la limite serait négative, on devrait la considérer
comme plus petite que 1, et il y aurait divergence. Les seuls cas dou-
teux sont celui ou le produit ze n’ayant pas de limite déterminée se-
rait tantot plus petit, tantot plus grand que 1, et celui on la limite se-
rait précisément 'unité. '

Enfin un auteur anglais, M. Augustus de Morgan, a donné, dans
un Traité de calcul différentiel et intégral, imprimé a4 Londres en
1839, une régle qu’il énonce ainsi :

« ¢ () représentant une fonction croissante, soit proposée la série

I T 1

S 4+ ete.
d@ " glati) 7la+n) ’
» et faisons p, = PICEE si, lorsque x devient infini, la limite «,

» de p, est plus grande que 1, la série est convergente: si, au con-
» traire, la limite a, est plus petite que 1, la série est divergente.

» Dans le cas ou a,=1 cherchez la limite de/x (p, — 1) = p,; si
» cette limite @, est plus grande que 1, il y a convergence; si elle est
» plus petite que 1, il y a, au contraire, divergence. Dans le cas ot
» Pon aurait @, = 1, on considérera la limite de {.lx (p, — 1) = p,,
» et, suivant qu’elle sera plus petite ou plus grande que 1, il y aura
» convergence ou divergence; dans le cas ou elle serait encore I'unité,
» il faudrait considérer I.l.lx (p, — 1), et ainsi de suite indéfiniment. »

Avant d’avoireu connaissance du travail de M. de Morgan, j’étais par-
venu de mon cOté a une série de regles analogues aux siennes, mais de
forme tout i fait différente. En les comparant de plus pres, j’ai vu que
cependantelles étaient les mémes quant au fond, c’est-d-dire qu’elles s’ap-
pliqueront dans les mémes circonstances et présenteront les mémes cas
douteux. Jai remarqué aussi que la regle de M. Cauchy, celle qui a

! [T [N
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été trouvée par M. Raabe, et la premiére des regles de M. de Morgan,
ne différent les unes des autres que par la forme, et que les expres-
sions dont elles font dépendre la convergence ont les mémes limites.
Clest une coincidence de méme nature qui existe entre chacune des
régles auxquelles jétais parvenu, et les régles correspondantes de
M. de Morgan. Cela m’a conduit i penser qu’en prenant la régle de
M. Raabe pour point de départ, il serait possible de former une troi-
sicme série de reégles, présentant le méme degré de généralité que les
deux autres, et dans lesquelles la condition de convergence serait dé-
duite de la considération du rapport de deux termes consécutifs. Jai
en effet démontré ces différentes regles, auxquelles analogie condui-
sait facilement, et jai reconnu que, comme celies auxquelles )’ étais
d’abord parvenu, elles faisaient dépendre la convergence d’expres-
sions qui ont les mémes limites que celles que considéere M. de
‘Morgan.

On pourrait méme se servir de cette égalité de limites pour déduire
les régles que je vais donner de celles qui ont été trouvées par M. de
Morgan ; mais, comme il est trés-facile de les établir indépendamment
les unes des autres, c’est cette marche que je choisirai, en me bornant
4 démontrer & posteriori leur coincidence.

Je commencerai par la série de régles, ou je prends pour point de
départ la régle de M. Cauchy.
Cette régle consiste, comme nous l'avons dit, en ce que, 1, repré-
sentant le terme général d’une série, il y a convergence ou divergence
j
suivant que -l—zi a une limite plus grande ou plus petite que Punité;

si la limite est précisément 1, il y a doute.
Jp

. Ly nu . .. N
Dans ce cas, il faut considérer —-=, et, suivant que la limite de

cette expression est plus grande ou moindre que 1, il y a convergence
ou divergence ; si la limite est négative, il y a toujours divergence.
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Dans le cas ou la limite précédente est précisément I'unité, il faut

I
{

s nuyln oo .. , .
considérer le rapport —j, 5 St ce rapport a une limite négative ou

plus petite que 1 la série est divergente, si la limite est plus grande
que 1 il y a convergence, et enfin si elle est égale & 1 il y a doute, et
1
nuglnlin
lin
décide, comme dans les cas précédents, s’il y a convergence ou diver-

gence : ainsi de suite indéfiniment.
Pour démontrer ces différentes régles, nous commencerons par

il faut recourir 4 une nouvelle expression , dont la limite

prouver que les séries

[ o e = eeu e + =,
2% 3* n*
1 1 !
1+ + o e+ +... ,
2(l2)* 3(3)* n(ln)*
P e e L
2{2(ll2)* 33(u3)* rin.(ln)*

] I

-+ ~ 4 - + ..+ —
2 lalla (L2 )* 3313 (113~ niniin,(llin)*

AT S o

sont toutes convergentes si 2 est plus grand que 1, et divergentes
si 2 est égal a 1 ou plus petit que 1.

Cela se déduit sans peine du théoréme suivant, que M. Cauchy a
démontré dans ses Exercices de Mathématiques : ¢ (x) désignant une
fonction positive décroissante de la variable x, la série

g(a) +o(a+ 0+ ... +o(@a+p)+......

sera convergente ou divergente, suivant que I'intégrale f mqo (x) dx
aura ou n’aura pas une valeur finie. ‘

En admettant ce théoreme, dont la démonstration est fort simple ,
on voit que la proposition énoncée se trouvera établie si I'on prouve
que les diverses intégrales

®dx Pdr 1 * dg 1
-, — — —, etc. ,
a x* a T (lg)* a xzlz {Uz)"”

[T ey
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ont une valeur finie ou infinie, suivant que o est plus grand ou plus
petit que I'unité.
Or lesintégrations indiquées peuvent s’effectuer si I'on remarque que

; o . d ; . .
% est la différentielle de lx, x—; celle de llx, et ainsi de suite; quand
x

o n'est pas Punité, les intégrales indéfinies sont

I—a [— I — =

x lx llx

y ’ (4) , etc.,
I — a I —

I —«

et ces quantités deviennent ou ne deviennent pas infinies avec x
suivant que 1 — a est positif ou négatif, c’est-d-dire suivant que «
est plus petit ou plus grand que 1: quand o = 1 les puissances se
changent en logarithmes qui sont infinis pour &= . Donc, etc.

Cela posé, soit une série

Ug Uy S+ e Uy + oo,

et supposons qu’a partir d’un certain terme on ait
q

T
s
n
o
In > ?
o étant un nombre supérieur a Vunité. \
On en tire
I
l;— >aln>1 n>;
donc
! > n«
uy !
et par suite
1
un < - ;

no’.

donc la série 2 u, a tous ses termes plus petits que ceux de la série

I A
convergente Z — 3 donc elle est elle-méme convergente.
n
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Si I'on avait au contraire I'inégalité

1
I —
7

’
<o,

in

2’ étant plus petit que 1 ou méme égal a 1, on en tirerait
1
U, > 7 ’

et par conséquent la série proposée, ayant tous ses termes plus grands
que ceux d’une série divergente, serait elle-méme divergente.

1 L

. B . Uy J A ) Sar
1l n’y a donc doute que si la limite de —,~ €st précisément 'unité,

C’est 1a la regle de M. Cauchy, et la premiere de celles que nous
avons énoncées au commencement de ce paragraphe.

1

{

Uy

in
une quantité « plus grande que 1, ou, plus généralement, supposons
qu’a partir d’une certaine limite ce rapport soit constamment supé-
rieur & un nombre & plus grand que 'unité, en sorte que I’on ait

Pour démontrer la seconde, supposons que ait pour limite

! 1

nit,

i >k
on en tirera
1
k
Lo > L.(In)%,
et par suite,
X
Y k
niu, > (ln) ?
I
Un < )

Notre série a donc tous ses termes plus petits que ceux de la série

I A
convergente 2 W; elle est donc elle-méme convergente. On
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verrait par un raisonnement tout semblable, que la condition

1

l

n,

ln

< 1,

supposée remplie a partir d’une certaine valeur de n, entraine tou-
jours la divergence.

11 est important de remarquer que cette nouvelle regle s’applique
bien dans le cas douteux de la précédente, c’est-a-dire que Pexpression

dont elle dépend aura en général une limite différente de 1, lorsque

R

u . . . .
'l—”»’i— tendra lui-méme vers I’ unité. Pour s’en assurer, il suffit de mettre

R (- —n

Ry, . Uy , . . I

sous la forme ——— et U'on voit que s1 [ —
7m0 Sous a Ui que si [
et [n avaient un rapport différent de I'unité, leur différence serait du
méme ordre que /n, et par conséquent la {raction serait infinie ; le

1 1

le rapport

N nu, . . L. . .. i,
seul cas ou —~,- Puisse avoir une limite finie, est donc celui ou <
’n

a pour limite I'unité, c’est-a-dire le cas douteux de la régle préce-
dente; il n’y a évidemment aucune raison pour que cette limite finie
soit aussi elle égale & 1. Si ce cas se présentait, il faudrait recourir
au rapport

! T

nuy ln
Uin

qui pourra alors avoir une limite finie, et la valeur de cette limite,
si elle n’est pas encore V'unité, décidera s'll y a convergence ou di-
vergence.
Dans le cas ou 'on retomberait sur une limite égale 4 1, il faudrait
recourir a une quatriéme expression , et ainsi de suite indéfiniment.
Nous n’avons considéré dans la démonstration que le cas ou

1§ I T
1 — I {
les limites des expressions —-- s ity b sont iti i
pre W T T positives; mais

Tore VII. — Fevier 1842, 6
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lorsque I'une de ces limites se trouvera négative, il y aura nécessai-
rement divergence, car alors, & partir d’un certain terme, on aura
1

wntalin . <D

d’ou
1

Un 2 alta T
c’est-a-dire que u, sera plus grand que le terme général d’une série
divergente ; du reste, ce résultat est compris dars I’énoncé de la regle
générale, puisque quand la limite est négative elle doit étre considérée
comme plus petite que 1'unité.

Lorsque Pon sera parvenu a reconnaitre la convergence d’une série
par le moyen de 'une des regles précédentes, il sera facile de donner
une limite de la valeur du reste lorsque I'on s’arréte & nn certain terme ,
car nous avons vu, dans le cours de la démonstration , qu’alors tous
les termes de la série proposée sont plus petits que ceux de 'une des

séries
3= X, 3
, R — e —— .
n* n(in)” ’ nin(lin) ’ !

sutvant qu’on est obligé de recourir i la premiere, la seconde, ou la
troisieme regle : donc aussi la somme sera moindre que celle de ces
séries, a partir du terme considéré ; mais il est facile de trouver une
limite pour la somme de chacune de ces séries, car on a

( ¢ A 1
e < - < - -,
n? [a41:" n~1 p* (i—a)(n—1)*"

[ 1 e dx ¥
— ‘a+’% : i eI ENN <f - ‘x< : P
rn{in)} (=1 (ln+1)” e v (i) (1—a) I(n—1)

' 1 » 1 I
o, e [ |
nln (ln)” {r=1) (In==1) (lin4-1)* < n—=1 plx(llr)* <(1~z)ll()z—1)“"' ’

et ainsi de suite indéfiniment.
Faisons observer encore que les regles ci-dessus démontrées ne se-
ront en défaut que dans le cas ot 'une des expressions que nous avons
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3

a considérer n’aurait pas de limite déterminée et serait alternative-
ment plus grande et plus petite que I'unité. Dans ce cas il n’y aura
pas lieu d’essayer les expressions suivantes, car il est facile de voir
que ces derniéeres croitront indéfiniment, en étant alternativement po-
sitives et négatives.

Si, par exemple, était tantdt plus petit, tantot plus grand

in
{ L { R In
AUy s s u, o . :
que 1, —-—, C est-a-dire Tin , serait évidemment tantot posi-
1
rd A r o . r . : z 4 n
tif et tantdt négatif, et de plus indéfiniment croissant si — ne
s’approche pas de l'unité.
/ T
. . nuy, A A .
De méme, si —, est fantot plus grand et tantot plus petit que
iln ¢
l—"—l_ { — lun
R oy nu, . . 72y, ;. A
I'unité ., “417["1’ ¢ est-a-dire — i , sera ¢évidemment tantot po-
7

sitif et tantot négatif, et de plus croitra indéfiniment en valeur abso-
) .

nu,

lue si
ue si —-

ne s’approche pas indéfiniment de I'umté.

1.

Je passe a la seconde série de regles.
Soit

Ug + Uy oo Uy = Uyy.o-

. \ s Uy T

une série A termes positifs dans laquelle le rapport —*- tende
n

vers Punité : M. Raabe a démontré qu’en mettant ce rapport sous

I
ia forme ———

o il y a convergence ou divergence, suivant que no a
I &

6.
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une himite plus grande ou plus petite que V'unité: si « était toujours
négatif, le produit no serait lui-méme négatif, et on devrait le con-
sidérer comme plus petit que 1; il y aurait divergence.

(Vest la la premiere des regles dont nous nous occupons actuelle-
ment; nous n'en rapporterons pas la démonstration, qui a déja paru
dans ce Journal.

Dans le cas ou no a pour limite 'unité, il faut mettre le rapport

Hy g - 1 - .
2% sous la forme ———, et il y aura convergence ou divergence
“, :
f~4-—4af
n

snivant que no'ln aura une limite plus grande ou plus petite que 1,
une limite négative étant considérée comme plus petite que 1.

. . A . , T
Si no’ln tend lui-méme vers 1, il faudra mettre le rapport —+t.
i,

sous la forme

?
’”

] +% + ﬁz -+
et considérer le produit na"lnlln; suivant que ce produit aura une
limite plus grande ou plus petite que 1, il y aura convergence ou di-
vergence , et ainsi de suite indéfiniment.

Pour démontrer ces différentes regles, nous admettrons le lemme
suivant dont M. Duhamel fait usage dans son Mémoire: « Si la série
> Uy Uy A .. U, U,y + ... est convergente, il en sera de
» meme de toute autre série v, + v, + ...+ 0, + 0, + ..., telle

4 . . i, N

» que le rapport 1—)4—'—‘501t constamment moindre que —*'; et sem-
n i

"'n+ T

0

» blablement, si la série &, + w, + ... est divergente , et que

. 1 [ , e . .
» soit plus grand que —**, la série o, + 0, + ... sera aussi diver-

» gente. » 1 est inutile de répéter que nous nous occupons exclusive-
ment des séries dont les termes sont tous positifs.
Supposons actuellement qu'une série donnée

Uy + Uy + oo Uy + Uy + o



PURES ET APPLIQUEES. L

. Uppy . .. ., .
soit telle que £ ait pour limite I'unité, et que ce rapport étant nus
un

I . -1 .
sous la forme 50 On ait aussi lim. na = 1; faisons

Ungr I
u, 1
" 4=+
rn

et admettons qu’a partir d’'un certain terme, on ait no'ln > 4,
k étant plus grand que 1, je dis que la série sera convergente. En ef-
fet, posons

S

! T

no'ln = k,, o = =%i;

X
=

le rapport d’un terme au précédent deviendra, dans la série pro-
posée

1 ke
n nin

or je dis que ce rapport est toujours moindre que le rapport corres-
pondant de la série

I

1+ oL +a T + ..
il faut prouver que on a
1 n(in)*
_—“_—I’—”V‘Afv < (Il—}—l)él ko
QR (n1)]
n nin
ou bien
I ks (rn+4-1) [{n4-1)1%
T > n (ln)k ’

ou, en chassant les dénominateurs,

n(In)t + ()% + k,(In)k=+> (n41) [L(n+1)]*,
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et en transposant,
ki(In)*=* > (n+ O)[l{n+1)]% — (In)k.

Il est facile de voir que » augmentant sans cesse, [{(n-+1)]* — (In)}*
tend indé¢finiment vers zéro; il sera donc permis, sans altérer I'inéga-
lit¢ que nous voulons démontrer, de remplacer dans le premier mem-
bre A, par k, ce qui le diminue de (k, — £)n*—', quantité qui
croit indéfiniment, et de remplacer dans le second membre le fac-
teur » + 1 par n, ce qui le diminuera seulement de la quantité trés-
petite [{(n-+1)]* — (In)*. L'inégalité 4 démontrer devient ainsi

k{ln) =t > n{l(n+1)k —(In)*];

or si nous considérons la courbe dont I'équation est y = (lx)t,
il est facile de voir qu’elle est concave vers I'axe des x, et que, par
suite, la différence de deux de ses ordonnées, correspondantes
a des abscisses dont la différence est I'unité. doit étre moindre que
la valeur que prend la dérivée pour le premier des deux points;
. 2 k—1 ey e - -
mais £(7)7 7" est précisément la valeur de cette dérivée, et I'inégalité
n
que nous voulons vérifier est par conséquent démontrée. Le rapporl
de deux termes consécutifs de la série proposée est donc moindre que
Fa I .
le rapport correspondant dans la série convergente Tk ilya
r(in) :
7
donc convergence. Si, au contraire, le produit na'ln avait été infé-
. . 1 e, . , 1
rieur 4 'unité, nous aurions cowmparé le rapport —— au
T+ =+ —
n nin
rapport correspondant dans la série Z—I—- en nous rappelant que 4
app P i’ Pi que A,
désigne maintenant un nombre plus petit que 1. On vérifie sans peine
que P'on a alors

i nin
>

I k. n-+ 1)1 ’
RS (rt+1)l(rn—+1)

r nln

0

1 Ao n - 1in—+1

4=+ — )

n nin n in
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car en chassant les dénominateurs et réduisant, cette inégalité se ra-
mene i
ks
n—+1

< (Im+1) — In,

et sous cette forme elle devient évidente, puisque la courbe y =ix
étant concave vers axe des x, la différence de deux ordonnées, dont
les abscisses différent d’une unité, est plus grande que la valeur que
prend la dérivée & celui des deux points qui a la plus grande abscisse,
et 'on a

1

l(n-{—l)——ln>”+l,

ce qui démontre & plus forte raison I'inégalité précédente, ou 4, esi
plus petit que 1. Si a était négatif, le méme raisonnement prouve-
rait qu'il y a divergence.

Dans le cas ou na’ln aurait pour limite 'unité, on mettrait le rap-

u I
port oi:”— sous la forme

n

et il faudrait considérer le produit no.”Inlln; on démontrerait, comme
dans le cas précédent, qu’il ¥ a convergence ou divergence suivant
que la limite de ce produit est plus grande ou plus petite que I'n-

nité : il suffira de comparer la valeur que prend ce rapport o
",

dans chacun de ces deux cas, avec le rapport correspondant de Ja
. 1 ,
série ———, k étant un nombre plus grand que : dans le pre-
Z nln { lln)" ’ P 3 1 I

mier cas, et plus petit que 1 dans le second.

Le raisonnement étant tout a fait de méme nature , il est inutile de
le donner ici.

Ces regles, comme celles du paragraphe précédent, n’auront d’au-
tres cas douteux que ceux ou les diverses expressions que nous dé-
signons par na'ln, na”lnlin, etc. .., n’ayant pas de limite déter-
minée, seraient tantot plus grandes, tantdét moindres que lanité, i}
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faut encore y joindre le cas infiniment pen probable ou toutes ces
expressions, jusqu’a I'infini, auraient 'unité pour limite.

D’apres la forme de ces nouvelles regles, on voit qu’elles s’appli-
queront surtout avec avantage aux séries dont les divers termes se-
ront exprimés par des produits de facteurs dont le nombre aug-
mente indéfiniment, mais de telle maniére que la plupart d’entre eux
disparaissent dans le rapport de deux termes consécutifs, ce qui
rendra ce rapport plus commode 4 considérer que ne I'eussent été les
termes eux-mémes. Lorsqu’au contraire le terme général sera exprimé
d’ane maniére simple en fonction explicite de son rang, ce sera la pre-
miere série de regles qui s’appliquera avec le plus de facilité.

Iv.

Je vais montrer actuellement que les expressions dont je fais dé-
pendre la convergence ou la divergence ont les mémes limites que
celles qui sont désignées par a,, a,, a,,...., dans I'ouvrage de
M. de Morgan. On se rappelle que la série étant représentée par

1 L i ’ - .
i s A= L o = ..., @ (&) étant une fonction croissante de
(1) 2 (2) v (x) '
la variable o, on a
oo zol(x)
a = lim -/
0 9(x) "’

or la premiére expression que nous ayons a considérer, dans la

1
{ —

143 . . \ .
——, expression qui, d’apres la notation de

regle de M. Cauchy, est —

; ;. s .. { .
M. de Morgan a évidemment la méme limite que i’%, c’est-a-
. . , . @ 5"
dire, en appliquant la regle des fractions — 7 que g 9< S)
2 (3

La premiére des regles de M. de Morgan ne differe donc pas de celle
de M. Cauchy; je dis qu’il en est de méme de celle de M. Raabe,
qui est la premiere de notre seconde série : soit en en effet

Upp 1 I
o, J

' LI T ep
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ou, suivant la notation de M. Morgan,
grt1) 1t
p(r) 17

g(nA41)—g(n)
9(n)

on en tire

o =

?

et par suite

mais on a, en appelant ¢ un nombre plus petit que 1,
gln+1)—o(n) =¢'(n+0);
'expression na devient donc
no'{n+8)  ne'(n)¢'(n+6)
eln) 7 e(n) 9’ (n) 7
or je dis que, quelle que soit la valeur de ¢, valeur qui varie avec n,

o' {(n 4 0 < ey . Uy g
2 (2 + 9) tend vers Punité, car par hypothese le rapport ~+%, et par

/()
. -+ 5 . ’ . k3 T r . ;
suite ?—(—f(a—n) 1), s’approche indéfiniment de 1'unité, et puisque ¢ (n)

est décroissant, il en sera de méme de %{(j—)@
jours la valeur qu’on doit lui attribuer dans le rapport considéré;
9’ (r+96)

9’ ()
limite unité, et doit étre tres-rapproché de cette limite, si x est
remplacé par le nombre tres-grand 7.

, ou G conserverait tou-

. \ . x® .
donc, en appliquant la regle des fractlons;, a aussi pour

Je dis semblablement que la quantité que M. de Morgan désigne par «a,
i

[ —

nu,

est la méme que lim. , et que lim. na'ln, dont les secondes re-

lin
gles de nos deux séries font dépendre la convergence. On a en effet

a,=lim. {x [1 — £:’(,§:§)],

et, d'apres la notation de M. de Morgan,

L 10D
nu, n o
ln —  ln

Tome VIL. ... FEvrier 1842. 7
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en appliquant la regle des fractions g , il vient

27
lim. -~ = lim. g(n)_ 1 nln=1lim.In g (1) _ 1]:
lin o(n) n w(n)
c’est précisément ce que nous voulions démontrer.

Si nous considérons maintenant la régle de la deuxiéme série, nous
avons

ey o __ g(n) _ I

— L.
T +a
n

u, e(n+1)

on en tire
ng(r+1)—(n+ )5 (#)
9 (n) ’

no' =

ou bien

tim. no’ln = lim. In [n ﬂ—”j——(?—'(—)?)—ﬂi) — x] :lim.ln[nf—(%j_)—@ — |],
¥ ? n

Or, au lieu de

{n [n—?/w— IJ,

on peut écrire

. (”+9)?,(”+9)_~?(ﬂ+9y In w(mn—+06)
l(’l+9‘[ ¢{n+0) J1n+9' o(n)

9@’\n+9)l(n+9~j In g (n~+46)

?(n ~+9) 7(_'11—}-9) *;Utﬁ)—
(n ) — 6
Lopln) p(n+9) n
p(n)
Cp T, In y(n+9) ) ) ‘
Si 'on remarque que ) et * (] tendent 'un et Vautre vers

I'unité, et que n -+ § est une variable croissante que on peut dé-
signer par x, la premiere partie a évidemment la méme limite que

zo'(x) IJ
_9(r) '

Quant aux deux autres parties, elles tendent 'une et Pautre vers
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, xg (2] . . dzy’ , .
zéro, car =% ( ' ayant une limite finie, f—?-—(?—) a évidemment pour
¢ (=) ¢ () «
.. , . A { 6) o’ 6
limite zéro; il en est donc de méme de (s + ( 31 (:_(9")—*' ), et de
4 /

?(n+e/;—e,a£n_) n = In o' (n+6.) I(n+8:)¢ (rn4+0,) g(n+8;) in
9 () p(n) o{n+0)  ° g(n) Tlin+6)’

9, désignant un nombre moindre que ¢ et par suite moindre que
Punité.

1l y a donc coincidence entre les secondes régles de chacune de
nos séries et la seconde régle de M. de Morgan.

Je ne pousserai pas plus loin cette vérification, qui ne présente au-
cune difficulté.

V.

Soit la série

1 H
1+ 5— 4+ 5 +...+

2

V23 V3 Vet

”

Le rapport d’un terme au précédent a pour limite P'unité; si donc nous
voulons appliquer la premiere série de regles , qui ici est évidemment
la plus commode, il faut considérer la limite du rapport

.,
Z\/n""" _n4t

In n

La limite de ce rapport est unité; il faut donc recourir 4 la seconde
regle, et considérer
Nres (n+l )
l ——— 1 ) n
n n __in
lin - lin — nl,’

—_— e — —_—

La limite estici zéro, et par conséquent ily a divergence; on verrait

. o 1
de méme que la série dont le terme général est —— — , est con-
nt + () 2

7.‘.
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vergente si o est plus petit que 1, et divergente lorsqu’il sera égal
ou inférieur a Punité.
Soit encore la série
3w n¥

- w —_— . -
T+ 2 +2w—+—:z+ “}’"(”_'_l)w—q-:{

que M. Raabe a considérée, tome VI de ce Journal, page 87. M. Raabe
démontre, en faisant usage de considérations détournées, que la
limite dont sa regle fait dépendre la convergence est, dans ce cas,
egale a o, en sorte qu’il y a convergence ou divergence suivant que
# est plus grand ou plus petit que 15 si 2 =1 il y adoute, et M. Raabe
ne s’est pas occupé de ce cas.

Notre premiére série de regles va nous permettre de décider tres-
facilement ce qui arrive alors.

St nous considérons d’abord

1
/-
“, (u'—f—x)l(n—{—l)—-u}lu
n in ?

la limite est évidemment a; et en effet nous savons qu’elle est toujours

la méme que celle dont dépend la regle de M. Raabe. 8i o=1, il faut
considérer

I
[ — X . L
nu, (w1 (n+ 1)—{{n)]
n ' “in ’

la limite est zéro, et i y a divergence.
Comme dernicre application je considérerai la série

A N DI AR
Y e s I BE R AR
z.(u+l)(a+2)...(z—{—n).ﬁ(@—f«l},..(@+1!)!T,l+| l_,J
7.('y+l)...('y—i—n).é‘(&—{—l)...((?—{-n) ) o b

[*] Cette sériea été traitée par M. Gauss dans un Mémoire qui fait partie des Commen-
taives de Gottingue {annce 813). 11 déduit sa condition de convergence, dun theéo-
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1} est clair que c’est notre deuxiéme série de régles dont Papplication
doit présenter le plus de commodité. Le rapport d’un terme au pré-
cédent est

(z+n)(f+nr)
(y+r)(3+4n)"7

il a pour limite x il y a donc convergence ou divergence, suivant
que x est plus petit ou plus grand que V'unité; si =1, le rapport
devient

n:4(a+B)rn+ap 1

(7 +8)n+qd  m(yrp—a—f)—aptqd’
nt4-(a+B)n + af

1+

le produit dont la convergence dépend est donc ici

n.(y—l—é‘——a—ﬁ)——-a@—l—y&.
rz’—i—(cx—}—@)n—f—aﬁ ?

ce produit aura une limite plus grande ou plus petite que 1, et

par conséquent il y aura convergence ou divergence, suivant que

v+ ¢ — o — 3 aura une valeur plus grande ou plus petite que 1.
Siy-+ ¢ —a— f=r1, il faut mettre la quantité o, c’est-a-dire

WlyrB—a— Pty n—apqd
n* 4 (a4 ) r + ap TRt (a4 P)n+«p’

réme qui est une conséquence immédiate des régles établies dans cet article. Voici
I'énoncé de ce théoréme.

Si dans wne séric le rapport d’un terme au précédent est représenté par la fraction
rationnelle

n* 4+ A n* ! + Bn*2 ...

ncc _+__ AI noc-—l + .....

?

il y aura convergence si A — A’ est plus grand que 1, ct divergence dans le cas con-
traire.
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I . .
sous la forme -+ a'; on voit sans peine que

[A—

e (13— — (s +B))n—af

N CE PR

le produit de ¢’ par [n tend nécessairement vers zero; la série est donc
toujours divergente dans ce cas.

Il y a donc convergence, seulement lorsque 7+ — o — 2 est su-
périeur a l'unité.

Je ne multiplierai pas davantage les applications, la maniére de
faire usage de nos régles ne pouvant donner lieu a aucune difficulté



