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Démonstration d’'un Théorome d’algébre de M. SYLVESTER;

Par M. STURM.

M. Sylvester a donné sans démonstration, dans le numéro de dé-
cembre 1839 du Philosophical Magazine, le théoreme suivant :

Soit V.= o une équation quelconque du degré m & une inconnue x
dont les racines supposées inégales soient désignées par a, bycyd,..., h;
d’ot résulte

V=(x —a)(x—bx—c...lo —h

Soit V, Ja fonction dérivée de V. Concevons qu'on cherche par le
procédé ordinaire le plus grand commun diviseur de V et V,, en ayant
soin, dans les divisions successives, de n’introduire et de ne supprimer
aucun facteur indépendant de , et en changeant toujours lessignes des
restes avant de les prendre pour diviseurs. Désignons par Vs, Vy,..., V),
ces restes pris ainsi avec des signes contraires, dont les degrés par rap-
port 4 x sont respectivement m — 2, m — 3,..., jusqu’a o. Les poly-
nomes V,, V,, Vy,..., V,, s’exprimeront en fonction de x et des racines
a, b, c,... de 'équation V.= o de la maniére suivante :

La dérivée V, est, comme on sait, la somme des produits m — 1 &
m — 1 des facteurs x — @, x — b,..., x — h, ce que nous écrirons

ainsi

V=Y (@—=b)(x—c)...(x—h)

Pour former V,, on multipliera chacun des produits m — 2 am — 2
des factenrs & — a, © — b, & — ¢,..., x — k par le carré de la différence
des deux racines qui n’entrent pas dans le produit que P'on consi-
deére; la somme des résultats, divisée par m? donnera V,, ¢’ est-a-dire

qn'on a

sz—”%Z(a —bP (x—c)x—d)...(x—h).
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On a de méme

(V=5 Y (@a—brla—cf b —op(x—d)z—e...(x—h)

({ V= %Z(a——b)ﬁ (@—c)*(a —d ) (b-c)* (b-d ) (c-d)* (x-€) ... (2~ R,
Va=r (@—bP [@—c...(a~Rp(b—cp...(s—hf,

1 I

(s I . NREEEY. -
en désignant par > 3o 5 certaines quantités indépendantes de x
3 i m

et fonctions symétriques des racines a, b, ¢,... de I'équation V=o. Ces
quantités sont toutes positives, quand I'équation V = 0 a tous ses

coefficients réels [*].
11.

Soient q,, g2, 75, etc. les quotients que fournit le calcul du plus grand
commun diviseur de V et V,; ils sont du premier degré par rapport a

a, et 'on a les 4quations
V=V,q — Vs, Vi=V,yq. — Vy, Vo=V3q, — V., etc.

La premiere donne )
V,=V,q, — V.
En mettant cette expression de V, dans la seconde, on en tire
Vs, =1V, (‘Il‘h "—I) — Vyg,.
En substituant dans la troisiéme ces valeurs de V, et Vg, on trouve

Vi=Vi[(qgs = 1) — @] — Vigags — 1.
En continuant ainsi, on voit que chacun des polynomes V,, V,, V,, etc.
est de la forme V,N — VP, N et P étant deux polynomes dont les de-
grés different d’une unité. On voit d’ailleurs que N et P sont toujours
les deux termes de I'une des réduites qui proviennent de la fraction

. 1 y 1 v
continue ¢, — ——— égale a v
1

7= q; —etc.

[*] M. Sylvester n’a pas donné explicitement, dans le Journal cité, les expressions

11 . . .
de ces facteurs R fonction des racines @, &, c,... On les trouvera plus loin,
3 4

au § V.
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Ainsi, pour V, qui est du degré m — &, on a
(2) V,=V,N — VP.

N est le numérateur et P le dénominateur de la réduite équivalente a
1

qy — —————— ; Nest du degré & — 1 et P du degré £ — 2.

Gy == —

Fic

L’équation (2) fait voir qu’étant donnés les deux polynémes V et V,
cles degrés m et m — 1, on pourra toujours trouver trois autres poly-
nomes T, Y et Z des degrés m — £, k —1 et k—2 respectivement, tels
qu’on ait

(3 T= VY- VL
D’aprés ’équation (2), il suffira, en effet, de prendre
T =24, Y=IN, Z=>P,

) étant une quantit¢ arbitraire indépendante de .

Je dis en outre qu’il n’y a pas d’autre maniére de satisfaire & cette
eéquation (3), en supposant toujours que T, Y et Z soient des degrés
m — k, k—1 etk — 2. En effet, en éliminant V, entre les équations i2)
et (3), on trouve

NT — V,Y = V (PY — N2),

d’ou il résulte que les deux expressions NT — V,Y et PY — NZ doivent
étre nulles identiquement. Car autrement, d’apres les degrés de nos po-
lyndmes, le premier membre de cette équation serait du degré m — 1
au plus, tandis que le second serait au moins du degré m, ce qui est
absurde. On a donc & la fois
NT — V,Y =0, PY -—-NZ = o,

d’ou

T_Y_ Z2_,

A7 N P >
) étant une quantité indépendante de x | puisque T et V, sont du meme
degré m — k).

Si 'on prend pour Y et Z des polynomes a coefficients indéterminés,
Y, étant du degré k— 1, renfermera k de ces coefficients; Z en contiendra
k — 15 leur nombre total est 24 — 1. L’expression V,Y — VZ est en
général du degré m + & —2; mais on peut la réduire 2 un degré moindre

R g
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en égalant 4 zéro quelques-uns des coefficients des plus hautes puis-
sances de x. Si on veut réduire V,Y — VZ 4 un polynéme T du degré
m — k, il fandra égaler 4 zéro les coefficients de toutes les puissances de
x, depuis la plus haute £™+*-2 jusqu’a a™~4+1 inclusivement; on aura
ainsi 2k — 2 équations de condition linéaires entre les 24 — 1 coeffi-
cients des polynomes Y et Z, lesquelles détermineront les rapports de
ces coefficients & I'un d’entre eux, qui restera seul arbitraire , et se trou-
vera comme facteur commun dans les valeurs de Y,Z et T. Ces équa-
tions linéaires ne peuvent étre ni incompatibles ni indéterminées, puis-
qu’on a vu que I'équation (3) a pour solution unique

Y=JMN, Z=)P, T=)V,,
) étant indépendant de x, et les polynémes N, P, V, étant compléte-
ment déterminés.

On voit bien par 1 que le degré de V,Y — VZ ne peut pas, en géné-
ral, devenir moindre que m — £, en prenant toujours des polynémes
Y et Z des degrés £ —1 et & — 2; mais on pourra d’une infinit¢ de
manieres réduire V,Y — VZ 4 un degré plus petit que m + & — 5 et
plus grand que m — 4.

Pour avoir V, Y — VZ = une constante C, il faudra nécessaire-
ment prendre pour Y et Z le numérateur et le dénominateur de 'avant-

. sy - . oq. C
derniére réduite provenant de ¢, — Rt multipliés par +; Y est

alors du degré m —1 et Z du degré m — 2. Cela résulte de la formule
V=V, N —VP, ou bien encore de ce que les termes de deux réduites

, . N N . .y .
consecutives 5, 57, sont toujours liés par la relation NP —PN'= 41,

et que les deux termes de la derniére réduite sont égaux i v et

Vm V”l
identiquement.

Ce qu’on vient d’établir ne suppose point que V, soit la fonction dé-
rivée de V. 11 suffit que V, soit du degré m — 1, V étant du degré m,
et que V et V, n’aient pas de diviseur commun.,

On voit aussi comment il faudrait modifier ce qui précede, si Vet V,
représentaient deux polynoémes quelconques.

I11.

Il s’agit maintenant d’exprimer les restes V., Vs, ete. en fonciion
de x et des racines a, &, €,..., kde I'équation V = o.
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Pour fixer les idées, considérons V,, quiest du degré m —4 par rap-
port 4 x. La méthode serait la méme pour toute autre fonction V.
Multiplions la fonction V,, dérivée de V, par le polynome suivant :

&) (a-b)(a-cP (b-c)t(@-a) (2-5) (2-0) - -vunt- (b (b-d J (- (-b) (w-c) (w-d) + ete,

que nous désignerons par Y et qui est une fonction symétrique des ra-
cines de V = o, du troisiéme degré par rapport a x.

Le produit V,Y sera du degré m +2. SiP'on divise ce produit par V,
qui est du degré m, on aura un quotient Z du deuxieme degré, etun
reste T qu’on pourra présenter sous une forme particuliere et qui ne
différera de V, que par un facteur indépendant de x, comme nous
allons le montrer.

La division indiquée donne

V.Y T

(B
\5’ vV

. . T , . .
La fraction rationnelle  peutse décomposeren fractionssimples ayant

pour dénominateurs les facteurs du premier degré x—a, ' — b,....,.x—h
du polynéme V. D’aprés la regle connue pour la formation des fractions
partielles, celle qui a pour dénominateur x —a doit avoir pour nu-
mérateur ce que devient pour x = a le quotient de V,Y divisé par la
dérivée de V qui est V,, C’est-a-dire la valeur méme de Y pour x = a,
qu’on peut désigner par Y (). On aura donc

T Y (a) (b) Y(A) E Y (a) ’

vV z—a z—b x—h xz—a

ou, d’apres expression (4) de Y,
T 2 (bc)? (b-d) (c-d )} (a-b) (a-c) (a-d) + (b-c) (b-€)* (c-c)*(a-b (a—c) (a-€) +etc.
7=

r~—4a

_*__..-—L.

T . .
Or cette valeur de o n’est autre chose que la somme des fractions par-

tielles qu’on trouve en décomposant la fraction rationnelle suivante
(f:_b)(__ﬁ__i‘)g_@: dy(b— ) (b—dp{c—df{x—e)(x —f) .z —h) + ete.
(z—a)(z—b) (x—¢)...(2—h) ’
dont le dénominateur est égal a V[*].
En conséquence, T est égal au numérateur de cette fraction, lequel
est du degré m — 4 par rapport aax.

[*] Il faut observer dans cette décomposition que V. (@) = (a—b)(a—¢)...(a—h).
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D’ailleurs Péquation (5) donne T = V,Y — VZ; et comme T, Y
et Z sont respectivenent des degrés m — 4, 3 et 2, il faut, d’apreés ce
quon a vu précédemment au § 1I, qu’on ait T = AV,, X étant un fac-

teur indépendant de . On a donc
V=3 ¥ (a—b) (a—c) (a—d ) (b—cf (b—d } e—d )t (5—e) (t—F). . -(2—T0),
conformément au théoréme de M. Sylvester.
On a en méme temps, Y désignant toujours le polyndéme (4),
- , N
Y =N, Z =)2P, ‘en supposant =9 — '—l

:— —
7

On trouverait de méme les expressions de V,, V,,... en prenant
successivement
Y:(x—a)—i—(x—-b)—}—...—l—(x—lz) (ot Z=m* A=m® et Y=1)¢=mxy,,
Y = (a—b)* (x—a)(x—b) + (a—-c)* (x—a) (x—c) + etc.,

1Vv.

M. Liouville m’a fait voir que les résultats précédents se déduisent
aussi d’une formule que M. Cauchy a donnée dans son Cours d’ Analyse
algébrique , note 5, page 528, et par laquelle on détermine une frac-
tion rationnelle, dont on connait un certain nombre de valeurs parti-
culiéres.

Supposons qu'on cherche I'expression de V,. Comme on I'a expli-

qué au §II, on aura
I

-V4 = )\‘ T,
si Pon trouve un poiynome T du degré m —4 et deux autres Y et Z du

troisieme et du deuxiéme degré qui satisfassent & I’équation
T = V,Y — VZ
Il fant et il suffit évidemment que V,Y — T soit divisible par V, ou,
ce quirevient au méme, s’annule pour les m valeursa, b, c,..., hat-

tribuées a 2. Done, pour chacune de ces valeurs, la fraction ;[—( doit étre

égale a V,, de sorte que, pour x = a, par exemple, on aura
T
¥ = Vi(a) = (a—b) (a—c)...(a—h).

Tome VIL. — Septemsre 1842. 46
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On connait ainsi m valeurs particuliéres dela fraction %, cequi ladéter-
mine complétement , puisque, d’apres les degrés des polynomes T et Y,
les coefficients indéterminés qui doivent entrer dans% sont au nombre
de m 41, et que I'un d’eux peut étre remplacé par Punité. En introdui-
sant ces m valeurs de Y’Epour x = a, x = b, etc., dans la formule

mentionnée de M. Cauchy, on retrouve précisément les expressions de
T et de Y données plus haut, et par suite celle de V,.

V.

Posons, pour abréger,
T,= Y (a—bp(x—c)(x—d).. x—h),
T, = Y(a—bpPa—cp(b—cP(x—d)(x—e)...(x—h),

T,= Z (a—bp(a—c)* (b—c)2 (a —d)’ (b —df (c— d)z(x—e).. .(.x’——lz),
etc.
Nous avons trouvé

i I 1 I
V2: — T2, V3:—'135 “74::—114,--., Vk:*Tlﬂ etC.,
m ks X M

3

. I 1 \ . ’ * :
les quantités —, ... devant étre indépendantes de xr, mais fonctions
3 il

symétriques des racines a,b, c, ... de 'équation V.= o (car elles de-
pendent des coefiicients de cette équation). Il nous reste a déterminer

I
ces facteurs <
k

On a vu, au § I1I, qu'au polynéme T du degré m — 4 qui est main-
tenant représenté par T, correspondaient detix autres polynomes Y et
Z des degrés 3 et 2 liés avec T par larelation T =V, Y — VZ.

De méme, & tout autre polynéme T, du degré m — & correspondent
deux polynémes des degrés £ —1 et k—2 que nous désignerons par Y,
et Z;, et tels qu'on a

T, =V, Y — VZ,.



PURES ET APPLIQUEES. 363 -

Les polynémes Y sont ainsi exprimés :
Yo=x—a4+x—bt+...-ax —} =¥ (x—a),
Y, =3 (b (x—a)(x—b),
Y, =3 (a—b) (a—c) (b—c) (x—a)(x—b) (x—c),
Ya= 3 (@b (a— o) (@—d) (b=c (b-d){e-d Y (x-a) (- b) ao-) x ),
etc.

Je désigne encore par P2y Psy Pus €tc. le coefficient de la plus haute
puissance de x dans T,, T,, T,,... respectivement, de sorte que

pr=(a=bP+ (a—cP+ ...+ (g—hp =¥ (a—by,

Py = (a—=b} (a—cp (b—c)?,
Pi= Z (a—by (@—c)lla—dp (b—c)? (b—d)P(c—d)p?,

etc.
Un voit qu'en général, p;, qui est le coefficient de la plus haute
puissance de x dans Ty, est aussi le coefficient de la plus haute puis-

sance de x dans Y,,,.
Cela posé, on a les deux équations

6) { T, = V.Y, —VZ,
Tk+|:V1Yk+4 —VZi, s
qui donnent, par I’élimination de V,,
TkYk+1 - Tk+| Yk =V (YkZ/r-g-l - Yk+1 Z,().

. (o Nz Y ) 1 o
Mais, en désignant par ) la réduite égale & ¢, — . o et pai
g
Nigs , R .
=*'la réduite suivante, on a
bt
1
Yk = )\kNln Zk = lkPk) avec Vk: )-—g r].k,
et Yipi = )\k+1Nk+47 Lys :)‘k+1 pk-H;
dO!lC Yk Z/f+| —_— Yk+1 Zk = Ak)\k+1 (N};P}H_, —_ Pka+4) = )\k )~k+i )
a cause de la relation connue  N;P;,, — PNy, , = —+ 1.

46..
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£n conséquence, I'équation précédente devient
(7) Ty Yigr — Thas Y = Vi heos-

Le premier terme du produit effectué T Y., est py ™% py x* ou
p2 x™; la plus haute puissance de x dans Ty, Y, est ™2, et le pre-
wier terme de V est x™. Donc, en égalant les coefficients de la plus
haute puissance de x, qui est 2™, dans les deux membres, on aura

8) pi = Mwrs
ce qui donne successivement (en observant que p, =m et &, = 1),
M=y, Pi =k Py = Mk, P = My, etc

1
P

1 . I m\ 2 P2 \?
Vz_—‘jﬁTza Vs:—‘xTa:(E) T,, V4:<;;;> T,

. 2 2 mp. 2
v :(ﬁ’_”_) T., V :(ﬁlj‘—) T v :( ”"P"’> T., etc.,
5 P 5 Y mps s 6y 1 PP 19 :

On déduit de 1a les valeurs de ;—, etc., et par suite
3

et enfin, selon que m est pair ou impair,

2 2
vV, = <}2£ip.;...pm_z> x ou V. — <l”1’"1’5"'1’"'—2 _
i) mP;;Pau-Pm_l Pm [ ]7 m P2P4PG"‘PM—1 Pm

C’est 1a le théoréme complet de M. Sylvester.

Quand V'équation V = o a tous ses coefficients réels, les quantités
Pay Pay -++» Pm SONE aussi toutes réelles, puisqu’elles sont des fonctions
symétriques et entiéres des racines a, b, c,... de ’équation V=0, et par
conséquent des fonctions entieres de ses coefficients. Les polynomes V.,
V,, etc., ne different alors de T,, T, etc. que par des facteurs indépen-
dants de ¢ essentiellement positifs, comme le montrent les formules (9.

VI.

Je dois dire encore comment, étant donnée une équation V = o nu-
mérique ou littérale dont on ne connait pas les racines, on trouvera les
polynomes T,, Ts, T,,... sans aucun facteur étranger.

[*] pn représente, comme Ty, le produit des carrés des différences de toutes les ra-
cines a, b, ¢,..., A.
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Pour cela, je substitue les expressions précédentes de V,,V,, V,, etc.,
dans les équations primitives

v :V1q1 -V, V,= Vz‘]z —V; V= Vs‘]a — Vi

et je trouve
'm*V =V, qm* —T,,

paV. =T, q2 — m*T,,

Pi 2—T3‘13 —p;7T
121)4

(10) PiTs =Tiqu s — p3Tss
pi Ty =T;q; pPsPs P: Tos
Ps Ts =Ts g ,,;f,%%% — P o
etc. [*].

En considérant que m est le premier coefficient de V, ordonne sui-
vant les puissances décroissantes de x, que p, est le premier coeffi-
cientde T,, p, celui de Ty, etc., on tire de ces formules les conclusions
suivantes.

On voit d’abord que si 'on muitiplie V par m® et qu’on divise le pro-

duit 2V par V,, on obtient un quotient Q, du premier degré par rap-
port a x, égal & g, m*, et entier par rapport a toutes les lettres qui y
entrent, puis un reste qui, pris en signe contraire, est précisément T,.
On connait donc p,, qui est le premier coeflicient de T,. Multipliant V,
par p2, et divisant le produit p2V, par T,, on a encore un quotient Q,,

entier par rapport 4 toutes les lettres, et égal a ¢, 7— (quoique cette

quantité paraisse fractionnaire ), puis un reste qui, pris en 51gne con-
traire, est égal A m* T, ; en le divisant par m? on a T;, et par conséquent
? 39 35 q

[*] On apercoit mieux la loi de ces formules en observant que I'équation

donne Vi = Vigs — Vigy

ik—TI:_ = Tlch— " Tigo ou Mdgo Troo = Tagrdecs Mg — Mmi 2 i Ty,
i +1

ou enfin, d’apres I’équation (8),

P’kT/r._l = Ts.qihss )\1.-+| ‘-1712.-1 Tk+1-
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on connait p,, coefficient de la plus haute puissance de x dans T,. Di-
visant ensuite le produit p? T, par T, on aura encore un quotient en-
tier Q,, égal a ¢, mp‘[{i ,
:
le divisant par ce facteur, puis changeant les signes, on aura T,, et par
suite on connaitra p,, qui est le premier coefficient de T,. De méme, la
division de p3 T, par T, donnera un quotient entier Q, et un reste divi-
sible par p%; en supprimant ce facteur et changeant les signes, on con-
naitra T, et aussi p,. On forme ainsi successivement tous les polynomes
Ty, Ty, T4, etc. On peutles substituer a V,, Vy, V,,... dans la recherche
des racines réelles de 'équation V = o, en conservant Vet V, pour les
deux premiéres fonctions.

Counnaissant T,, T;, T,,..., on pourra obtenir aussi les polynomes
Y, Ya, Y.

Dabord ona Y, =& —a +.2x — b + etc. = max 4+ p, p étantle
coefhicient de x—' dans V.

Ensuite. Péquation (7) donnera successivement

et un nouveau reste qui sera divisible par p?; en

. Vp,+T.Y. Vpi T,
Y, = ——IT——, Y, = o et

On peut aussi, connaissant T,, Tj,..., former les polynowmes Z,, Z,, etc
En comparant les formules

T, =V, Y,—VZ,, et T,=V,Q, —m?*V,
on a d’abord Z, = m>.

Ensuite les équations (6) donnent, en éliminant V.
TiZior —Ti 2y =V (Vo Zips — Yo i) = Vi lydyyy =V, pi,

d’oir Von tire

Vi mT _ VAT,

Z3 == T. . 5 — T - etc.

Si 'on connaissait déja Y, on trouverait immédiatement Z, en di
visant ie produit V, Y, par V, carZ; est la partie entiére du quotient de
cette division, d’apres le § 11

On peutencore déterminer successivement Y,, Y;, Y,,..., 73, Z;, etc.,
si I'on connait seulement tous les quotients entiers Q,, Q,, etc. On par-
tira des valeurs ¥, = 1, Z, = o, Y, = Q,, Z, = m?, qui résultent de
la comparaison des formules T, = V,, T, = V,Q, —m*V, aveclafor.
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mule générale T, = V, Y, — VZ,. Et 'on formera de proche en proche
Y,, Z,, Y,, etc. au moyen des relations
Piei Yo =Y,Q4 —P% Yooy PieiZpyy = Z,Qy — Pi Zy—s,
qu’on déduit de celles-ci
Nk+4 = quk — Njei [*]» Prypy = Pk(lk — Py,

. 1 1,
en y remplacant N;, Py, N,_,, etc. par leurs valeurs u Y, " Z,,

%— Y,y etc., multipliant par 2, X Ariy, et ayant égard 2 la for-
At

mule (8), et & ce que Qx = @1 My Apous-

Nous avons appelé Q,, Q,, Qs,... les quotients que fournit le calcul
du plus grand commun diviseur de V et de V,, effectué, comme P'indi-
quent les formules(i0), de maniére A éviter les coefficients fractionnaires.
Ces quotients peuvent aussi s’exprimer en fonctions entiéres et symeé-
triques des racines a, b, ¢,... de ’équation V = o.

Par exemple, en effectuant la division de p} T, par T,, on voit que
le quotient Q, ne dépend que du premier et du second terme du divi-

{*10n peut remarquer ici une propriété des fonctions N ou Y. On a les relations

(11) N,=N,9,—N,, N,=N,7,—N,,...;, Nap:=Nmgm—Nu_.,
\Y )
dans lesquelles N, =1, N, = q,, el, comme on I'a déja dit § I1, Nypy., = Fos ce que donne aussi
"
P’élimination de V, entre les formules
V=V Ny =VPrn, 0=V Nup,—VP,y,.

I’équation Niuy; == 0 a donc les mémes racines que V = o,

D’aprésles relations (11), lorsquen faisant croiire x, une fonction Ny autre que Nya; s’évanouira,
la suite des signes des fonctions N, , N, ..., Nm, Npsr conservera le méme nombre de variations.
Maiselle en perdra unechaque fois que Nyt deviendra nulle. En effet, on a

Vo Nats  NpNwsy 0V NaNos,
V., - Put:  NuPmis v, T 1+ PuNag,

Pour les valeurs réelies de = un peu plus grandes que celles qui annulent V, ou Ny 00 sait
i . \ v

que V et V¥, sont de méme signe, et cetle expression de v montre que N et Ny, sontaussi de méme
1

signe (le dénominateur étant alors pen différent de + 1). Pour les valeurs de x un peu moindres que

cellesqui annulent V, V et V, ayant des signes contraires, Ny et Nt auront aussi des signes contraires

On conclut de 1 que Péquation V=0 ou Nm4: = 0 a autant de racines comprises entre deux

nombres quelconques A ct B qu’il y a de variations perdnes dans la suite des sigues des fonctions

N,, N;, .., Noyron passantde A & B. On dirala méme chose des polyndmes Y, qui ne different des

fonctions N que par des facteurs positifs.

On peut observer encore que, pour chaque valeur de  qui annule 'V, les fonctions N, Ny, ooy N

. s . sV,

d’aprés les formules (r1), comparées & Vi, = Vigr — Vis, prennent des valeurs égales & —*,

\E
Vs Vm . . . . o .y,
T et ce fait fournit une autre démonstration de la propriété préeédente,
1 1
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dende et du diviseur, et I'on trouve,
Q= ¥ (a-b) (a-c)(b-c) < ¥, (a-b)(a-c}{a-d {b-c)(b-d){e-d)(w-at2-b4-s-cp-r-dl

——Z (a-b) (a-c}t{a-d ) (b-) (b-d ) {c-d} XZ (a-b) (a-c)! (b-c} (z-a—+z-b+ax-c).

On aurait des valeurs analogues pour les auires quotients. On y arrive
encore de la maniére suivante.

Les équations T, = V, Y, — VZ;, T, =V, Y, — VZ;, donnent

T, Y, — Ty Ys = V(YyZ; — YyZg) = V3 25 (N, P, — N, Py).
Mais on a

N, Py — NPy = N, (Poqu — P) — Py(N,q, — N,) = q.,
et Mhiqs = Q.3
done T,Y, — T,Y, = VQ,.

Cette équation montre que si 'on divise T, Y; par V, la partie en-
tiere du quotient sera Q,, et le reste T;Y,; car le degré de T, surpasse
celui de T; de deux unités, le degré de Y, surpasse aussi celui de Y,
de deux unités; T, Y, est du degré m—+1 et V du degré m. La division
effectuée de T, Y, par le polyndme V, mis sous la forme

x" — (a4 b +...4 )™ + etc.,
donnera la valeur de Q, trouvée plus haut.
Jobserverai, en terminant, que la quantité p, ou Z(a—- b)?, prise

avec un signe contraire, est le coefficient du second terme deI’¢quation
qui a pour racines les carrés des différences des racines a, b, c,... de
V=o0, et que le dernier terme de cette équation est p,, ou — p,,, selon

(m—1)

que son degré z est pair ou impair. Mais les autres quantités p,,
Pay--- Wenirent pas comme coefficients dans I'égunation aux carrés des
différences. Ainsi p,, qui représentez (@a—bra— c)?(b—c), nest
pas la somme de tous les produits trois a trois des carrés des différences

des racines a, b, ¢,..., k, puisque, par exemple, le produit
(a— b)* (a — ¢)* (c—d)? ne fait pas partie de p,.

e < R ———



