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JOURNAL
DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

NOTE

SUR LA SOMMATION DE QUELQUES SERIES;
Par E. CATALAN.

1.

Si lon donne aux entiers m et r toutes les valeurs possibles , diff¢-

rentes de Uunité , on aura
I

(1) — =1

pourvu que dans cette somme, on ne comple gi’une seule fois une
méme fraction résultant de deux ou plusieurs systémes de valeurs
attribuées & m et n[*].

Ce théoréme curieux est dit & Goldbach. Dans les Commentaires de
Pétersbourg, pour Iannée 1737, Euler le démontre a V'aide de la série

. 1 1 1 - s . ]
divergente 1 + -+ 3+ 7 + ... On peut éviter Femploi de cette

série, et établir la démonstration d’une maniere plus rigoureuse,

comme il suit.

[*] Par exemple, la fraction

1 I _ I . 1 1 1
4095_2“—1_45—1 T 81 163—1 bfr—1
ne doit étre comptée qu'une seule fois dans la somme.

Tome VIL — Jaxvier 1842,
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Représentons par p un quelconque des nombres 4, 8, 9, 16,25,
27, 32,...; nous aurons 4 démontrer équation

(2) p—_l_—lzl.

Soit r la plus petite racine de p; soit 7 I'indice de cette racine [*].
Le théoréme énoncé reviendra 4 celui-ci :

3 I) L

Enfaisant n = 2, 3, 4, 5, 6, ..., nous aurons

Er"Lx:ErTI-——]_,_ZﬂLI_’_Z : RERER

ri—,

Zrzl_,:Z(ri,_i"%—’-riﬁ—f—.. )
%) ET;:2<;%+%+,%+"')7
| )

Or,

.
.
.
]
.
-
.
.
-
.
.
.

Ajoutant les termes placés dans une méme colonne verticale, j'obtiens

I I 1 1
E:E(F+3+F+“')

ou bien, en sommant chaque progression ,

O =R S+ S
e N

[*] Dans tout le cours de cette Note, nous continuerons
/mmbre-puissance, Par 7 un nombre o7
quelconques, différents de I'unité,

& représenter par p un
“puissance , et par m ou n des nombres entiers
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Les termes qui entrent dans une quelconque de ces sommes sont es-
sentiellement différents de ceux qui entrent dans toutes les autres, puis-
que rn’est pas une puissance ; donc on reproduira tous ces termes si

Pon prend la seule quantité —— et qu’on attribue 4 m toutes les
P q oo » €L q

(m—1)
valeurs entiéres possibles, différentes de Iunité, Par suite.

(7) 2= =2 o=

Mais on a, par une formule connue , qu'il est aisé de démontrer,

1 I I I
2= e Tttt =
donc enfin
I
—— T
p—1
11.

et groupons les termes semblables ; nous aurons
1 N 1 1 2 1 3 1 3
(8) 2;—:—2‘(;’+7—‘§+ﬂ+1'—5+r—6+r_7+ﬁ+")

I est facile de voir que le numérateur de chaque fraction est égal
aunombre des diviseurs de Pexposant correspondant, autres que
Punité. .

" Ainsi, en appelant i le nombre des diviseurs de 7 ,

(9) oy
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I11.

1’équation (5) peut encore se mettre sous la forme

(o) ’—,,;_I:Z%—FZ#—FZ;%—FZ#ﬁL

On sait que la somme des puissances — 72 des nombres naturels , dif-
férents de 'unité, est toujours une quantité transcendante. L’équation
précédente montre que si on fait varier n de 2 a linfini, et qu'on
ajoute toutes ces sommes, on obtient pour résultat 'unité. Cette re-
marque avait, je crois, été faite. ‘

Iv.

n—1i

Prosrime. On demande de déterminer Y, ———.

En faisant successivement 7 = 2, 3, 4, 5,..., nous aurons d’abord

D =) FER i o RPN

enstiite
Zr‘l—: ZZ()L‘+_I%+—II‘6-+)’
Zrail:2<—:—3+;ﬁ-+%+.. ),
ZNS—.:Z(%"'%_*_%‘*_“ ),

- 4 a2 e 2 s a e =

Donc, en ajoutant les termes placés verticalement ,
PO 3 L2, 3
m—t r? r3 ré T
7t

r
I 2 3+
+ X s+t m e

+
g/
B
_\L
A
+
'
L

(12)
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Ici, comme dans le § 1, on peut réduire toutes ces sommes a une
seule, et écrire

(13) Z::;:Z(mi+mﬁg+%+;§—ﬁ+>

Posons

S —— + —3 - — a3
T 1 N
nous aurons,, en multipliant par — et retranchant :
S 1 1 . 1 + 1 + T &+ _ ]
m)]~ m m mé N T m{m—1)’
Cette équation donne
S _ 1

(m—1)?"
Par suite ,

n-—1 1 i 1 1
= ———— T - - ...
> E(m_l)z R

7

La somme des carrés des inverses des nombres naturels est égale

2

AT .. d :
& -3 donc aussi

(14) P

rt—1

V.

kY , . 1
ProeriMe. On demande de déterminer 2;2—"-—;
Un raisonnement identique avec celui du § 1 conduit a

(15) e = 2y

Or

7

' 1 ' 1 1
m*(m*—1) 2\m—1 m-+1 m2’

2 1 __12 ¢ 1 ) 1
Py 2 m—1 m1 m*’

donc
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dl—— L )=ttt r_ v v 3
m— m - 1 3 2 473 BT 6 T e
L, ="
m=ite T =%
Par la substitution de ces valeurs , équation (15) devient
(16) ;a7 = — § = environ 0,105 066.

Ce résultat se trouve démontré d’une autre maniere dans le Mémoire

’Euler. -
Remarquons, en passant, I’équation

) 1 3
(17) 2 m? — 1 = Z
VL
ProsLimE. Déterminer Z ;n;,,—_:%

Le probleme du § 1V donne, par le changement de m en m? -

(18) 2= = 2o
On a

donc

n—t 1 £+1+x : I 3
Zr’"—l_4 9 € E-—l—... +Z(;+Z+a+..)—g

ou
(19) ZrnT,,—__—ll :T—;—-:—é’: environ 0,134967.

. . . I
Si, au double du premier membre, nous ajoutons ZrTT , nous
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obtiendrons , par I'équation (16),

(20) e §
2 rin__q - [y

Ainsi,
3 5 3 3

2 3 2 a2
15+63+80+255+6z

wl w

=
S5 =

=N

Nous avons trouvé, plus haut,

n—1 =*
255 =%
En combinant cette équation avec 1’équation (20), nous obtiendrons

2 1 2 3 3 ’ 5 . 7\ -+ —
el i el s SO —22 T+ 3 s ) =

— 1 r

TEZ
6

1

ou

SRR W S N

3
ré—1 P 76 6 4

—1

Dans la parenthése, tous les termes, 4 partir du second , sont alterna-
tivement positifs et négatifs. Pour obtenir une formule plus symétri-

. i
trique, retranchons les deux membres de 22

- il viendra

Z(r=l—1_r3il+ 3 —_ 4 —}—>:22 ! _4_2__

7r3
TR g el (TR

On a évidemment

I I 1
Er’—I_Zm‘—x_ ’

pr—1

ou, par la formule (17),

I 3 I
2"’——1:1_2

pr—1

Mais, p étant une puissance, son carré est égal a une puissance

ESN V]
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degré pair, d’un nombre non-puissance ; donc

_ = Z L

pr—1 rm—

Ainsi , d’une part
Kl

(o) I . T2
(2 2rm=s b

3 cause de fa formule (16); et ensuite

1 2 3 4 o 5
(23) Z(r’-—[ O TaI T A +) - % 4
= environ 0,394934.
Eufin, de — —— = z ( nl — ) on déduit, par les équations
r—1 2 \ri—1  rt4a
(1) et (16),
N 1 __ = 5 .
(24 2 T T 3 T 5 environ 0,739 868.
VII.

Le théoreme de Goldbach consiste , comme nous avons vu, en ce que

1 ., 1
2 — 1. Essayons d’évaluer zmn

rt—i —I

, chaque fraction étant prise

autant de fois qu'elle se présente.
1

Observons que peut se mettre sous la forme , 7 étant un

rt—1

N
P —1
multiple de N. Donc si r et 7 sont des nombres déterminés, il y aura,

’ . . . . N T
dans notre série, autant de fractions équivalentes a -~ que n

admet de diviseurs différents de 1. Nous aurons donc
) 1 [~1

{25 = E

25) 2 m—1 re—1?

i étant le nombre des diviseurs de n.
Comme Nous ne pouvons exprimer sous forme finie la somme qui se

trouve dans le second membre, il est important d’obtenir une quan-
tité plns grande que cette somme. Or, on a toujours i < n; donc

[ < 211-—1
27‘"-—1 m—1’

e Y
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Cette derniere somme a été trouvée égale 2 1—— donc

(26) 3 l_”_LI < 1,644934. .. ..

- . . I .
Ainsi la somme des fractions de la forme —-—— étant 1 quand on

ne compte qu'une fois chacune d’elles , n’est pas augmentée de 0,645
par le fait de la reproduction de ces fractions. Nous trouverons, dans
le paragraphe suivant, une limite supérieure plus approchée. On peut,
du reste, transformer la série des fractions de maniére a la rendre
beancoup plus convergente. En effet, 'identité

T 1 1

rP—1 re T (rr—1)rt

i -—I [ | §— [
Z rh —-1 - Z + 2 r"
c’est-a-dire, 4 cause de la formule (g),

(27) E:,:I,—I+Z .

Nous aurons ainsi

donne

I 1 i I 2
(-8) D AR R TR T

1 1 1
(‘ + 24.25 + 26.27 3135 T 35, 36
VIIIL.

. 2 — 1
Prosrime. Calculer 2 (7:”:7)7”

1 1 I
De - = — — on conclut
(r"—u)re rt—i re

D =

, n-—1 n? .
Nousavons trouvé, (14), 2;—1 =5 En outre, si 'on remplace iz

Tome VIIL. — Jaxvier 1542. 2
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par rdans Ja valeur de S du § IV, on aura

donc
N n—1 =t )
(29) ZW -6 Z(r—n)’-'

Ainsi la sommation proposée est ramenée 4 la recherche de Z

I

(r—1p

Nous pouvons encore simplifier la formule (29); car on a évidemment

2(7—1_1)2:2 m—1) 2(})—!

. < I 7
d’ot1, & cause de z — =
? (m—1)? 6’

« N n—1i
o 3 = St
4 r"-—] rt —-l
I résulte de cette derniére formule, que les deux séries

2 1 3 1 2
7.8 -+ 8—9+ 15.16 + 24 .25 - 56.17
/| 1 N 5 N
31 35 36 48.49 ~ 63.64 ~ 77

GG+ )+ (%5)2 () (o)
G @)
ont la méme limite.

En réduisant en décimales les douze premiers termes de chaque sé-
rie, on trouve, pour la premiére somme,

1
3G

0,15643.

et pour la seconde

0,15714. . ..

Le second résultat est plus grand que le premier , parce que les deé-
nominateurs des secondes fractions sont moindres que ceux des frac-

v RN
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tions correspondantes; mais plus tard , les nombres de diviseurs deve-
nant de pius en plus considérables, les termes de la premiére série
seront, en partie, plus grands que ceux qui leur correspondent dans la
seconde, ce qui établira la compensation.

Revenons actuellement & P'équation (27). Comme 7 est nécessaire-
ment moindre que 7, on a

i—1 71—
Z(r"—) re 2 P rn’

donc

JE—— < 1 -+ 2 7?—_1

—1)r" ;

et en mettant pour cette derniére somme la valeur ci-dessus,

(31) 255'—1<1,15714...

On voit donc que la somme des fractions est moindre que

1,15714. Ainsi que nous 'avons annoncé, cette limite supérieure est
plus basse que celle qui a été donnée m—dessus (26).

Les treize premiers termes de la série (28), étant réduits en déci-
males , donnent

(32) ey > 111947, ..
Je crois pouvoir affirmer que cette valeur est approchée 4 moins de

0,01. Par conséquent,

(33) Z . - = environ 1,12.

me—
IX.

Parmi les théorémes contenus dans le Mémoire d’Euler, nous re-
marquerons encore celui-ci : !

a étant un nombre pair quelconque, et n un entier plus grand que

oy s . . - 1 ,
lunité; la somme des fractions de lu forme —— est égale au loga-
art—

2..
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rithme népérien de 2, si U'on ne compte quiune seule fois chaque frac-
tion qui se reproduit.

Euler démontre ce théoreme, aussi bien que le premier, en em-

;s 1 I I
ployant la série 1 + - + gt

. . 1 .
Pour déterminer z = cherchons 2 o b étant un nombre

o
at—
impair quelconque, différent de 1.

En appliquant encore la méthode de démonstration du premier pa-
ragraphe, nous trouverons

P e (=T

donc
T I 1 I I
(34) 2—“3,.__1 =573t ;75"
Mais on a, d’une part,
. s i H 1
L+ =12) =1 = +3—z4 ..

et d’autre part,

Ea"l—ﬂ + 2[)"—‘—[ :Zr"i—x =13

d’ou, en substituant,

35) ¥l =l

a1

Les équations (14), (19), (22), (23), (24), (30), (33, expriment des
théorémes assez curieux. Ceux du § VIIL exigeraient, pour étre plus

;.- A 1 . B .
récis. que Von put trouver ¥ ——— sous forme finie. Jignore si
P ’ q (P — l)“ g

cette question a été résolue.




