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DU JEU DE LOTO [*];

Par M. DU HAYS.

Quoique tout le monde connaisse le lofo , il ne parait pas qu’on
se soit encore occupé de Ianalyse mathématique de ce jeu.
M. P.-N. Huyn, auteur d’une brochure, publiée en 1788, intitulée :
La Théorie des jeux de hasard, parle bien du /loto; mais il expose,
sous cette dénomination , les principes de la Loterie royale de France ,
récemment supprimée, et non ceux du véritable jeu de lozo.

Ce jeu, de hasard pur, est composé des go premiers numéros de la
suite des nombres naturels. Ces numéros sont rangés sur des tableanx
qui oftrent tous g colonnes verticales de 3 cases, ou, ce qui revient au
méme, 3 bandes horizontales de 9 cases chacune. Sur chaque bande
sont inscrits 5 numéros qui forment un quine. 11 résulte de cette dispo-
sition que chaque tableau contient 15 numéros, et qu’il faut 6 ta-
bleaux, ou 18 bandes, pour épuiser les go numéros du jeu sans en
répéter aucun. Chaque série de 6 tableaux se distingue par une cou-
leur particuliére, et un jeu se compose d'un plus ou moins grand
nombre de ces séries ou couleurs : jamais un quine quelconque ne doit
étre répété dans un méme jeu.

La premiére colonne des séries de tableaux est consacrée aux
nombres d’un seul chiffre et comprend g numéros et 9 cases vides.
Les deuxieme, troisiéme, quatriéme, cinquiéme, sixiéme, septieme et

[*] Il existe un autre jen, nommé le loto-dauphin, beaucoup moins simple que le
{oto ordinaire, et dans lequel toutes les combinaisons sont formées par les joueurs
eux-mémes. Le nombre de ces combinaisons cst bien plus grand encore que celui des
combinaisons dc Pautre loto, le seul dont il s’agisse ici.
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huitiéme colonnes sont chacune consacrées a un ordre spécial de
dixaines, et comprennent aussi chacune 10 numéros et 8 cases vides.
La neuviéme et derniére colonne, &4 cause du n® go qui s’y trouve
placé avec les nombres de 8 dixaines, contient 11 numéros et 7 cases
vides. Il efit été beaucoup plus régulier, et préférable peut-étre, de
remplacer le n° go par un zéro mis dans la premiére colonne; mais le
jeu s’est établi autrement, et on n’a plus maintenant a4 examiner ce
point. ‘
On voit par ce qui précede que les quines se forment de I'arrange-
ment des g colonnes prises 5 a 5, et de la combinaison entre eux des
numéros de ces diverses colonnes : les colonnes fournissent

9.8 7.6.5

1.2.3.4.5 126

combinaisons différentes. Celles de ces combinaisons ou n’entrent ni
la premiére ni la derniere colonne, donnent

7.6.5.4.3

| J— 5 3
————— 10° —= 21.10° — 92,100,000 JUInNESs;
2 3.4.5 ° »100,000 q ;

celles ot entre la premiére colonne sans la derniére, donnent

7.6.5.4
1.2.3.4»

celles ot entre la derniére colonne sans la premiére, donnent

< g 10° = 35.9.10" = 3,150,000 quines;

35.11.10* = 3,850,000 quines;

enfin, celles ou entrent & la fois la premiére et la derniere colonne,
donnent

1:5.3 *— 35.9.11.10° = 3,465 ines différents;
g X9 X It » 10° = 35.9.11.10° = 3,465,000 quines dillérents;

en tout 12,565,000 quines possibles. Or comme chaque série ou cou-
leur de 6 tableaux comprend 18 quines, il faudrait

12,565, 000
18

= 698,055 %

séries pour les épuiser en totalité.
Tome VI —~ Mar 1842, 25
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On peut réduire ces nombres immenses de quines et de séries en im-
posant a leur formation diverses conditions simultanées : comme, par
exemple, qu’une bande ne présente jamais deux cases vides conti-
gués, ni plus de 2 numéros attenants; qu’il n’y ait jamais moins d’un
numéro, ni plus de 2, dans chaque colonne d’un tableau; qu’un
méme arrangement de numéros sur un tableau ne se montre pas plu-
sieurs fois dans une méme série, et que tous les quines soient Composes
de numéros alternativement pairs etim pairs. On verra plus bas que cette
derniére condition ne saurait ’adjoindre aux autres qu’autant que le
n°® go, pris hors de ligne et composé¢ d’un nombre impair de dixaines,
soit employé comme s’il était un nombre véritablement impair.

La combinaison unique des premiére, troisiéine, cinquiéme, sep-
tieme et neuvieme colonnes, ou colonnes de rangs impairs, fournit
tous les quines d’une premiere espece, ceux qui n’ont aucun de leurs
numeros contigus. Les quines qui ne comprennent qu'un seul groupe
de 2 numéros attenants, renferment la seconde et la troisiéme espece :
dans celle-ci les bandes commencent par un numéro et finissent par
une case vide; dans Pautre, au contraire, elles commencent par une
case vide et finissent par un numéro. On verra encore ci-apres qu’en
placant un quine de la premiere espece dans chaque tableau, il faut
de nécessité absolue, pour compléter les séries, avec les conditions don-
nées, employer la quatriéme espéce de combinaisons de colonnes
possible , celle qui fournit les quines composés d’un numéro isolé et
de 2 groupes de 2 numéros contigus.

Ies bandes provenant de cette derniére espece de combinaisons de
colonnes commencent et finissent toujours par des cases vides, elles ne
peuvent donc fournir aucun numéro anx premiére et derniére colonnes:
ces numéros doivent donc venir des trois antres espéces de combinai-
sons. De plus, les bandes de la quatriéme espéce ayant toutes un nu-
méro & la cinquiéme case, on ne peut en adjoindre qu’une seule par
tableau & labande de la premiére espeéce qui doit se trouver dans cha-
cun d’eux; antrement la cinquieme case du tableau contiendrait 3 nu-
méros. On ne peut pas non plus placer 2 bandes de la premiére espece
dans un méme tableau, autrement encore il se trouverait, a cause (e
la bande de deuxieme ou de troisiéme espece qui doit y étre placée,
soit dans la derniere, soit dans la premiére colonne, 3 numéros. Par

' ' [FE e
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un semblable motif, on ne saurait y avoir 2 bandes de 'une ou de
Iautre de ces derniéres espéces. En général, il ne peut donc entrer
» bandes de méme espéce dans un méme tableau.

Les deuxiéme et troisiéme espéces d’arrangements de colonnes sont
susceptibles chacune de 4 combinaisons; mais il en est 2 de chaque
espéce qui ont aussi des numéros dans la cinquiéme colonne, et qui,
par cette raison, doivent étre exclues, puisqu’elles ne peuvent étre
jointes dans les tableaux a aucune des autres combinaisons. De méme,
la quatriéme espéce d’arrangements de colonnes est susceptible de 3
combinaisons différentes, mais Pune d’elles ne saurait non plus s’as-
cocier aux autres. Il ne résulte donc d’utile, des 4 especes d’arrange-
ments de colonnes, que les 7 combinaisons suivantes de numéros
dans les bandes.

Bandes 2 numéros alternatifs. . . . 17¢ espéce 300.5€.0.5<.0.X.6.X...4;
‘ 0.3€.0.5.0.3.0.3<.X...b,
0.3€.0.3.0.3<.>.0.X...0;
. 0.3 30,5 .0.3K. 0.0,
13” espece { ,

S 00K 0.X . 0.X. 0., 5

Bandes 4 un seul groupe de 2 nu- g 2¢ espéce {

méros contigus. ... ..

Bandes a 2 groupes de numeros . 0.34.0.3 .3 .>.0.>X 0...d,
. 4° espéce .
contigus.......... e .. 0.3<.% 0.>.0.3X.X.0...d.

Les zéros indiquent les cases vides, les signes >< les numéros, et les
Jettres sont les indices des diverses sortes de bandes. Les bandes dis-
tribuent les numéros dans les colonnes de toutes les séries ou couleurs
de tableaux, dela maniére suivante.

COLONNES

6 bandes a ) numeéros.

5 bandes 5, & 5 : 2 numéros.

3 bandes ¢, ¢’ : ; : numéro.

4 bandes d, d’.. . ..., . g : : numéro.

18 bandes. « ‘ numéros.
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En effet, chaque série devant se composer d’abord de 6 bandes «,
une par tableau, les 5 numéros manquant dans la derniére colonne ne
peuvent provenir que de 5 bandes b et &, et les 3 manquant dans la
premiere, que de 3 bandes c et ¢’. De plus, les premiére et derniére
colonnes étant complétes, les 4 numéros 4 mettre encore dans la cin-
quiéme ne peuvent étre fournis que par 4 bandes d et d’. Mais les
3 numéros manquant dans la huitiéme colonne ne peuvent provenir
que de 3 bandes b, et celui qui manque dans la deuxiéme colonne ne
saurait provenir que de la bande ¢’; i y aura donc dans chaque série,
outre les 6 bandes «, 3 bandes , 2 bandes &, 2 bandes ¢, et une
bande ¢’. Enfin, les 2 numéros manquant encore dans chacune des sep-
tiéme et troisiéme colonnes, ne sauraient provenir que de 2 bandes d, et
de 2 bandes d".

Les bandes 6 et & combinées avec les bandes ¢ et ¢ et avec les bandes
d et d’, ainsi que les bandes c et ¢’ avec les bandes d et d’, donnent 19
combinaisons, dont 2, cd’ et ¥'d, quiont 2 numéros, la premiére dans
la troisieme colonne et la seconde dans la septieme, ne sauraient étre
jointes a la bande @ pour former un tablean. Une troisiéme de ces combi-
naisons, ¢'d’, ne saurait non plus étre admise dans une série sans empe-
cher d’y employer les 3 bandes 4 et les 2 bandes 4’ qui doivent y entrer;
elle doit donc étre aussi négligée. Si I’on réunit maintenant les g autres
combinaisons ala bande a pour en former des types de tableaux et des sé-
ries de tableaux, on trouve que, la bande ¢ ne pouvant entrer qu’une
seulefois dans chaque type de séries, etne pouvantse joindre qu’aux trois
bandes b, b’ et d, on ne peut obtenir que 3 différents types que voici.

TYPES DES SERIES. [ TYPES DES SERIES.

1ef tableawt........ b 4¢ tableau... ... .
2¢ tableau......... ! 5¢ tableau

3¢ tahleau 6¢ tableau... ... .
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Les bandes a, &', ¢, d et d’ sont en nombres pairs dans les 3 types de
séries de tableaux. Tl s’ensuit qu’en les commencant alternativement
par des numéros impairs et par des numéros pairs, elles en absorbe-
ront un égal nombre de chaque sorte. La méme chose aura lieu pour
2 des bandes b; mais la troisieme devra compenser la bande ¢’, et
comme celle-ci a un numéro dans la premiére colonne qui renferme
4 numéros pairs et 5 numéros impairs, cette bande ¢’ devra toujours
commencer par un numéro impair, et les numéros des deuxieme,
sixieme et neuvieme cases de la bande isolée b devront par suite étre
aussi impairs. Il faudrait donc dans ces 2 bandes 6 numéros impairs
et 4 numéros pairs; mais il n’en reste que 5 de chaque sorte a placer,
et c’est pour pourvoir & cette exigence que le n° go doit étre employé
comme s'il était un numéro impair, et que 2 des bandes &, sur 3, de-
vront toujours aussi commencer par des numéros impairs.

Les tableaux dont la disposition remplit les conditions imposées
s’éloignent peu de ceux des jeux de loto ordinaires, seulement les nu-
méros y sont distribués avec plus de régularité. On s’en convaincra en
jetant les yeux sur les trois exemples suivants, fournis par les trois dif-
férents types qui précédent.

TABLEAUX DE LOTO.
Premiere couleur.

a = 4.0.23.0.46.0.61.0.58,
<" tablean . . ....... b = 0.19.0.30.0.55.0.72.90,
¢ = 8.0.27.34.0.53.0.74.0;

~

6 = 9.0.20.0.43.0.66.0.81,
2¢ tableau ... ...... % b = 0.12.0.37.0.52.0.75.84,
d = 0.15.0.306.49.0.60.71.0;

’ a = 6.0.21.0.48.0.63.0.80,

3 tableau ......... b = 0.13.0.32.0.57.0.76.85,
Q d’= 0.10.29.0.42.51.0.78.0;

a = 5.0.28.0.41.0.64.0.87,

4° tableau ... ... ... # = 0.14.0.33.0.56.69.0.82,

¢’ = 1.16.0.35.0.50.0.77.0;

a = 2.0.25.0.40.0.67.0.86,
5¢ tablean ......... { = 0.17.0.38.0.59.62.0.83,
d'= o.11.24.0.47.54.0.73.0;

j a = 3.0.22.0.45.0.68.0.8g,

6° tableau......... ¢ == 7.0.26.31.0.58.0.79.0,
b a = 0.18.0.39.44.0.65.70.0.
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49

50
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Deuxicme couleur.

tableau

tablean

o =

b -

tableau .........J &' =
d’

tablean

tablean

tableau

tableau

tablean

tableau

o

Sy OC v OoC N =

o

@ o w O

9

o]

L owo N

c S 00

Q0 Ut OCc ™10~

.0.20.0.45.0.68.0.83,
.12.0.39.0.52.0.77.88,
.0.24.37.0.58.0.71.0;

.0.21.0.48.0.65.0.86,
.19.0.38.0.5g9.0.78.90,
15.0.32.49.0.64.73.0;

.0.28.0.41.0.66.0.89,
.17.0.30.0.53.0.72.25,
4

.14 .27.0.42.51.0.76.0;

.0.23.0.46.0.69.0.82,
.11.0.34.0.55.22.0.87,
13.22.0.47.54.0.79.0;

0.43.0.60.0.81,
35.0.50.61.0.80,
36.0.57.0.74.0;

0.40.0.63.0.84,
31.0.56.0.75.0,
33.44.0.67.70.0.

.0.26.
.10.0.
.0.29.

.0.25.
.16.0.
.18.0.

» conleur.

.22.0.43.0.64.0.85,
4.0.33.0.56.0.77.82,
8.0.35.0.50.0.71.0;

0.46.0.67.0.80,
30.0.55.0.72.83,
39.42.0.61.76.0;
0.26.0.47.0.68.0.8¢g,
.15.0.38.0.57.0.98.81,

12.20.0.48.53.0.74 .0;

- D

.0.25.
.11.0,

16.0.

.0.23.0.44.0.65.0.86,
.10.0.31.0.54.63.0.88,
.0.24.37.0.52.0.99.0;

.0.20.0.49.0.62.0.90,
.17.0.34.0.59.60.0.87,
.19.28.0.41.58.0.195.0;

.0.21.0.40.0.6g.0.84,
.0.27.32.0.51.0.70.0,

.13.0.36.45.0.66.73.0.

Il convientdonc qu'un jeu de loto établi sur ces bases, soit composé
de 3, 6, 9, 12,..., 3n différentes séries ou couleurs de tableaux.

i
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i.a combinaison de colonnes, désignée par ¢, qui est unique et dont
le premier numéro est toujours impair, exceptée, les six autres peuvent
commencer toutes successivement par des numéros impairs et par des
numéros pairs , et donner avec la premieére 13 arrangements, qui,
en prenant comme il a été dit le n° go pour impair, fournissent
41,250 quines , savoir :

Le premier numéro de la bande étant impair.

. . 5
3 bandes «... 6.54 = 3950 quines, suffisant & :9)—7:—3-3 = 1250 séries;
. . . 3150 L
2 bandes &... 6.54 = 3750 quines, suffisant & — = 1895 séries;
i bande &... 6.5% = 3750 quines, suffisanta....... . 3150 séries;
! bande ¢... 5% = 3125 quines, suffisanta........ 3125 séries;
1 bande ... 5% — 3125 quines, suffisant a........ 3125 séries;
1 bande d... 5% = 3125 quines, suffisanta........ 3125 séries;
{ bande 4'.. 55 = 3125 quines, suffisanta........ 3125 séries.

Le premier numéro de la bande étant pair.

, . . . 2500 -

3 bandes @ .. 4.5% = 2500 quines, suffisant & 5 = 833% séries.
! bande &... 5% = 3125 quines, suffisanta........ 3125 séries;
 bande 0. . 5° = 3125 quines, suffisant &........ 3125 séries;
1 bande ¢ .54 = 2500 quines, suffisanta.... ... 2500 séries;
! bande d... 55 = 3125 quines, suffisant &..... ... 3125 séries;
¢ bande 4’ .. A% = 3125 quines, suffisanta........ 3125 séries.
18 bandes. 41250 quines.

Or, les quines résultant de la bande a, commencant par un numéro

. . 50 . . .
pair , se trouvant tous absorbés par 2—3—(3 — 833 % séries, tandis que

ceux résultant de la bande 5, commencant par un numeéro impair,
suffiraient pour 3750 séries , on en conclut qu'il n’y a que 833 séries
de tableaux complétes possibles, et qu’il y a en outre 2917 fragments
de séries, dans les 41,250 quines différents que peut produire 'hypo-
thése dont on s occupe. ‘

Soit maintenant x le nombre de numéros & tirer pour qu’on puisse
espérer d’obtenir, dans une bande déterminée, un extrait, un ambe,
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un terne, un quaterne ou un quine; sa valeur sera [*], pour un
extrait,

= 18 = & numéros i tirer;

of'Q

pour nn ambe,

gu.89 _ Bor _wlz—1) . . L e
57 — 2 T o o x= 28,3 numéros a tirer;

pour un terne,

z(z—1)(xr —2)

.89.88 4 _
2°-99 = 11,748 = e, X = 42,3 numéros a tirer;

5.4.3

pour un quaterne ,

90.89.88.87 _z(z—){x—2){x—3)
5.4.3.2 511,038 = 1.2.3.4.5

, x=©60,7 numéros atirer;

pour un quine,

90.89.68.87.86 _ 43,9 49,268:””“"X‘fjﬁfﬁ"”"“

54.3.2 1

, x = go id.

Pour cette derniére chance, qui est unique, on devra tirer les go nu-
méros ; mais alors la probabilité devient une certitude.

§'il s'agissait de trouver le nombre x de numéros & tirer pour avoir
la probabilité d’obtenir les mémes chances, dans un tableau composé
de trois bandes, on aurait:
pour un extrait,

3-15 = 6 = x numéros a tirer;

pour un ambe,

. 6 x—1) . o
%:?—2—1:&%}, et x = 16,3 numéros i tirer;

[*] 1l est facile d"apercevoir que la résolution par approximation des ¢quations nu-
mériques de la forme de celles qui s’offrent ici (et en géneral de la forme

zlzdma)(xE b)(zzte). (e h). . (admmjlata =A,
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pour un terne,

—2 . Lo
~, X = 20,7 numeros a tirer;

pour un quaterne,

9_0.89.88.87__
3.5.4.3.2

(x—1){z—2)(x—3)
t.2.3 4

170,346:x

, &=46,5numéros atirer;

pour un quine,

).89.88.84.86 z (z—1Yx—2)(x—3)(z—
T T

x=12,6 id.

et il s’en présente souvent dans les calculs, quel que soit d’ailleurs le nombre 7 des
facteurs du premier membre, ou degré de V'équation ), est des plus simples et des plus
promptes , au moyen de Pemploi des logarithmes. Lorsque lesnombres a, b, ¢,..., k...,
m et n sont petits comparativement & z, comme dans le cas actuel, la valeur du facteur

p
moyen x=t= £ différe peu de la quantité VA et 'on peut prendre \/X¢ A pour premiére
valeur approchée de x. Des valeurs de plus en plus approchées s’obtiendront alors par
les méthodes ordinaires: nommant done z, z', 3", 2", etc., les nombres 4 ajouter & la
premiére valeur pour obtenir les suivantes; D, DY, D", ete., les différences obtenues par
Jeurs substitutions successives dans I'équation, et P, Q, R,..., T, etc., la somme des
quantités a, b, ¢, .. ., 2, - .., m et n; celles de leurs produits multipliés 2 & 2, puis
3 a3, puis 4 & 4, ainsi de suite, on aura

b
2 =
r_ ro r ’
r(~/A:T_h)"" +P{r— 1)(\/A¢/1>"" + e+ '),T(\/K_T_ﬁ)
z = v
r r ’
r(\/;&$h+z)"‘+ ...... -+ zT(vﬁxh—}—z)
, D//
— . = ,
r(VADph4z4-2) . ~+ 2T (VAT A 4- 21 2)
el
r = "A_$ b~z 2" 43"+ 2" .. etc.

Tome VI Mar 1842 26



202 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Si I'on voulait le méme nombre a pour une réunion de deux ta-
bleaux , on trouverait qu’il y aurait A tirer :
pour un extrait ,

18 , L
§= 3 = & numéros A tirer;
pour un ambe ,
801 264 z(x—1) . , -
28— 7 = ", et x = 11,6 numéros 4 tirer ;
2.6 4 1.2
pour un terne,
/8 o~ —_— y
11.748 _xfe—1){z—2 . . f- .
—— = 1958 = 53 —» *=23,7 numéros a tirer;

pour un quaterne,

é'-%i)§§::85,[73: zﬂl%iﬂ, x = 39,3 numéros a tirer;

pour un quine,

43,9_/:?,268:7’324,878:x w—l)[(xz—z)(z—53)($~4)’ 2=635 id

On calculerait de la méme maniére le nombre de numéros i tirer,
dans le cas o1 'on aurait plus de deux tableaux.



