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WAV i v Vv Wy

DEMONSTRATION

DE QUELQUES THEOREMES

RELATIFS

AUX RESIDUS ET AUX NON-RESIDUS QUADRATIQUES;

Psr V.-A. LEBESGUE,

Professeur i 1a Faculté des Sciences de Bordeaux.

Le nombre p étant premier, la suite 1, 2, 3,..., p—1se partage en

p—1
deux autres : 19 les résidus a’, a”, a”,..., a ' ? ) et généralement .
Leur nombre est L (p — 1), leur somme sera représentée par Xa;
=)
2% les non-résidus &', 8", b”,. . ., b ( 2 et généralement b. Leur
nombre est ¢ (p —1); leur somme sera représentée par 2.
Si Pon partage la série des résidus en deux autres, 1° les résidus

compris entre o et %’; 2° les résidus compris entre’—; et p, on pourra

représenter les nombres de termes de chaque série par R {, R, et les
sommes des termes des mémes séries par Sal, Sa2.
La série des non-résidus étant partagée de méme, N3, N2 exprime-

ront combien il y a de non-résidus compris entre o et ‘;—7 et entreg et p.

Pareillement 354, 252 exprimeront les sommes de chaque série.
Si 'on divise la série des résidus et celle des non-résidus en quatre

autres, la premiére contenant les nombres compris entre o etZ, Ia se-
4

P

conde ceux entre £ et 2, la troisiéme ceux entreg et 7 p, la quatriéme

=N

Tome VII. — Avris184a. 18
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ceux entre ¥ p et p, les notations

ENEN

i 2 3 4. NI 2 3
R Z"RZ7Bf7 NTaNZvNDN
indiqueront le nombre de termes de ces séries , et

Sai, Sa, lai, Sat; b1, 3b%, 3b3, 203

ENES

représenteront les sommes de ces séries.

Par Zsina » nous désignerons la somie

(=)
2
(O

sina’ w <+ sina”w + sina” o + ...+ sina

et par IIsin aw nous désignerons le produit

()

sina’w. sin a” w.sina” »...sina .

Les expressions
Scosaw, Stang 7w, Zcotaw, Ssécaw, %cosécaw,

et
[lcosaw, Itangaw, lcotaw, Msécaw, Il cosécaw,

auront des significations analogues. Il en sera de méme de
Ssinbw, et Ilsinho,etc.

Nous calculerons les sommes Ssinaw, etc., dans hypothése de

27 ’ .
w = —; pour le cas des tangentes et cotangentes, on en déduit

™
le cas de o = -.
P

Nous calculerons les produits 1l sinaw, etc., dans les deux hypo-
theses de @ = =~ et o = —.
P r

Enfin nous donnerons différentes conséquences de ces formules.
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« Probleme. Soit o = %}f, on demande les sommes
Zsinaw, Ztangaw, 2cotaw, 2 cosécaw,

Scosaw Ssécaw; Ssinbw Stang bw
’ 3 ’ 24 ’

Scothw, Zcoséchw, Zcoshw, ISséchw. »
Solution. On a, d’apres M. Gauss :

Pour p = 49 + 1,

. ISsinaw = o, Ssinbw = o,
by . -
ECOSCLO):‘EVp—é, Scosbw = — Lyp — &
pour p = 4q + 3,
_\) % Scosan = — &, Scosho = — &,
{2 ) ul _ _
o Ssinbw = Lyp, Ssinbo = — Lyp;

ou I’on voit que le changement de @ en b revient au changement de
signe du radical.
De la toutes les autres sommes se déduisent sans difhculté au moyen

des formules suivantes, démontrées dans Varticle 362 des Recherches
arithmetiques de M. Gauss:

tango = 2[sin2w — sinfo + sin6o +... sin (p—1)wl,

cotw = — [sinw -+ 3 sinw + bsinbw + ...+ (p—a)sin(p—ajw],
3) cosécw:—;7 [2sin26 + 4 sin 4o+

......... + (p—1)sin(p —1)w],

seco = (— I)T[J —2C€0820+2C0S40 +... = acos(p—r1)nl

11 est A remarquer que dans ces formules » est égal 4 %ﬁ , multiplié par

I'un quelconque des nombrest, 2, 3,. .., p—1.

18..
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La premiére et la derniére des équations (3) peuvent s’écrire ainsi :

0]

tang v = 2 [sin 20 + sin 4o +...—+—sin(p—1\)c.)]
%) — 4[sinfw + sin8w +...+sin(p—r1)w]...p=4g-+1,
tangw = 2 [sin2w + sin4e +...+sin( 1))
— 4[cos 4w + sin 8w +...+sin( 1)——3)0)] P=04q+3;
5€C W =1—2[cos2m+ C0S46 —...-~cos( p— 1;@]
(5) + 4[cosfw + cosBw +...~+cos(p—1)w]...p=4g+1,
séc w = —T1+2[cos 2004 CcOSf0 -+ ... +-COs
(p—

p—1)n]
-3)w]..

— 4]cosfey <4~ cos8w +...+cos P=bq—+3.

La deuxiéme et la troisiéme équation (3) étant ajoutées, comme V'on
a, pour toute valeur de ¢,

cot Z = coto + coséca,
il en résultera
(6) cot , p[sm w-+28N20+3sin3w—+...-+(p—1)sin(p— 1)u]
On a encore les formules suivantes, quel que soit o,
{7) coséc o = cot =~ — cota, tang > = cot = — a2 cota.
2 2 2
Enfin 'on a :

Pour p =8k =

Stangaw = X tanga 2, S cotaw = X cota ?,

(8) 2 2
Etancbw:Etangbf, Scothw = 3 coth>;
= 2 2

pour p =8¢ %3,

o 5 Ztangaw:Ztangbg, Z cotaw = Scoth 3,
(9
I 3 tang ho = 3 tanga ;, 3 cothw = Scota g’

Y
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Cela résulte de ce que &, 24 sont tous deux résidus ou tous deux
non-résidus si p = 8¢ = 1, et I'un résidu et P'autre non résidu si
p = 8¢ = 3. Dailleurs quand 2a est > p, il est aussi plus petit
que 2p, de sorte que 2a = p -- r; par suite

(2]
aw — 2a —
2

donc
4 [&]
tangaw = tangr -, cotaw — cotr —.
2 2
de méme

tang boy = tangr’g, cotbw:cotr’g,
en supposant 26 = p + r’. De lales formules (8) et (g).
Casde p=4g +1.

. — I
Dans ce cas, parmi les nombres 1, 2, 3,..., %

, il y a autant de

résidus que denon-résidus. Cela résulte de ce quem et p— m sont tous

deux résidus ou tous deux non-résidus; ainsi les résidus et les non-ré-
- . —1I

sidus, qui sont en nombre £ 2

» $€ partageant également entre les sé-

ries 1, 2, 3,...,

— 1 4+ 1 .
I et £201 , p— 1, il y aura dans chacune
2 N ?

— ., . —1 , .
delles £ i ! résidus et Z 7 non-résidus.

D’apres cela, si dans la premiére des équations (5) on remplace o
(p—1)
par a’w, a’w, a’w,...,a * w,etqu'on somme, en réduisant par le
moyen des équations (1), on trouvera

Sséc.aw = L0 5 p(RE — NY),

2
(10) et de méme

Ysée.bo = E—2 — ayp(RE — NY),

4

Les autres sommes relatives aux tang, cot et coséc sont nulles; voici le



142 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

tableau de ces sommes :

. Xsin aw =o0, Ztangaw =0, X cotaw =0, 2cosécan — 0;
2 8 2 L. .
Stanga " =o0, 3 cot a.=o, 3sin bw=o0, Stang bw = o,
2
. , . [ . )
) Y cot hw —o, Xcoséchn=o, Ltangb;: 0, 3 cot b~ = o.
L) , 2
\
S ! Ls : P! R4 N h
Scos am =+ — -yp, Isécaw ="+ 2(R{— Nj)\p,
Scos b —— L 1y Sséehm =2 "1 _ 9 /RL — NYwop
2 COS 1) ——*;“;‘\/p, = 6) == 5 AN ,A‘,\P.
.. . D — 1 . R
On a évidemment RE + N& =7 P il suffira donc de connaitre

R} on N poar déterminer les sommes = séc aw, 3 séc b w. Quand p ne
surpassera pas 1000, on trouvera tres-facilement R ou Nt au moyen
du Canon arithmeticus de M. Jacobi. Quand p surpassera 1000, si I’on
représente par £ le nombre de formes quadratiques différentes de-
terminant — p, comme on a, d'apres M. Dirichlet { Recherches sw
diverses applications de Uanalyse infinitésimale & la theéorie des nom-
hres; journal de M. Crelle . tome XXI),

h = 2 (RL - Nij,

il en résultera

L, )~ i , - L, ) — 1
Yséeay — ['":)*‘ + fenp, Sséchy — Pzl \ P

On calculera £ par la formation directe des formes (uadratiques, ce
qui pour un grand nombre p est plus court que le calcul direct des
reésidus. Si cependant \/ g était un grand nombre, le calcul des tormes

quadratiques différentes et par suite la détermination de % deviendrait

impraticable , vu sa longueur.

Cas de p = 4g + 3.
Dans ce cas on parvient aux formules suivantes :

_rt

{r2] Zcosaw = — -, Zsécaw=
2 2

N o ~l
y Ssinaw=_\p,
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p=8¢-+7. p=8q + 3.
/ 26— ~ bh—
S cotaw = — e VP 3 cot apy—— = za
P r
3 . 3h—3%a -~ th—z3a
(13){ Stang aw =— "= yp,  Stangan=—3=""""Vp,
. , 8 . 3b—3a -
? 2 cosec dw =0, Xcosecaw=— 2 - - VP
\

Quand dans ces formules on changera a en b, il suffira, comme on
I'a. dit, de changer le signe du radical.

Ta valeur de 3 sécaw suit immédiatement de la quatrieme équa-
tion (3). L'équation (6) donne les deux formules

. w b —Za ;- o 3b—za -
(14) Sootag = N\, Teoth-= — — i VP,

d’ot1 par les formules (g) on tire
Scotaw et =z cotbw.

Les formules (7) donnent ensuite
3 tang et S coséc.

Si Pon eiit employé la deuxiéme des équations (3), on eut trouvé, en
représentant par X’a la somme des résidus impairs, et par 2'b la
somme des non-résidus impairs ,

b — 2a -

I eotaw = ——— \/p;

ainst Yon anrait

(5 | pour p =8¢ -7 b — 3a=23b— Ya
v | pour p = 8¢ + 3, b — = Xa — X'b.
Et les équations (13) deviendraient
p=28q—+ 7. p=38g+3.
[ sb—Ya g o
3 cotaw= — - \/p, 3 cot aw=
(1Y) ztangam:———f;)‘a\/ Stang aw= 3~ b;Z VP
Zcosécaw = 0, _ 3 coséc aw:——gi—f———zj Vp-

14



144 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Par la troisieme des équations (3) on efit trouvé

. fhy—lap\ -
pour p = 8¢ + 7, Scosécaw = o (—-w—p-v ) vpP;
, $hi—zal\ -
pour p = 8¢ + 3, Scosécaw = — o (—i-l;-) vp.

l.a comparaison des deux valeurs donne

5 pour p = 8¢ + 7, Sai= bt
W6 tpour p =8¢ + 3, Sb — 3a = 3al — sby,
( ou 363 — Zat= a2(Sal— 3bi,

Mais comme £ et p — k sont I'un résidu et Pautre non-résidu, on
trouvera sans difficulté

2a = Zay + pNL — 3hL, 3h = 3bi « PR
d’ou
26 — Ya = piRL — Ni) 4 (261 — Za

par COI)SéqUEIlf on aura

b — % ~r
pour p = 8¢ + 7, hp_‘_“ = R{ — Ni;
(17) : .
: =87 + 3, 3= _ pi
p =97 + 5 I — M3 2"

Ces deux formules peuvent s’écrire ainsi en une seule

le symbole (E) étant + 1 pour 2 résidu quadratique, et —1 pour s
A P

non-résidu quadratique de p- Gette formule est de M. Dirichlet, elle
représente le nombre de formes quadratiques différentes pour le déter-
minant premier — ps p étant de forme 4q9 + 3. (Voyez Recherches sur

diverses applications de 1 analyse infinitésimale & la théorie des nom-
bres; journal de M. Crelle » tome XXI,)
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Au moyen de ces diverses relations, on aura les formules
Stangaw= (N{—RL)yp, Zcosécaw= 2(RL—NL)yp, pour p=8g+3
¢ Zcotaw= (RLi—N}) \/;), pour p =28+ 7;
(\ 3 cotaw=4(N4+— RL)yp, pour p =8¢+ 3,

et si I’on représente par R’ le nombre des résidus impairs, et par N le
nombre des non-résidus impairs, ces équations deviendront

3tang aw = (R — N) \/Z), pour p = 8¢ + 7;
Ztang av = (N — R) VP p = 8¢ + 3;
‘10) Zcot aw = (N — R) \/[_), p = 8 + 7;
Scot aw = (N — R') vp, p = 8¢ + 3;
S cosécan = 2(R — N)yp, p = 8¢ + 3;

comme on le verra plus bas. Comme Yon a

R%—i—N—;—:P_I, R’+N':p~————_l
2 2

?
on pourra éliminer I'un des nombres
1 1 7 7
RLi, Nj ou R et N
De la seconde des équations (4) on tire

pour p = 8g + 7, 2tangan = (Rf — N5 vp — 2 (R — N VP,

1
pour p = 8¢ + 3, Ztangaon = — (Rt — N3 vp—2 R — N; Vp-
La comparaison des deux valeurs de X tang aw donnera donc
pour p = 8¢ + 7, RL — Ni = R{ — Ng;
pour p = 8¢ + 3, Ri — NL = o.
Mais on a en général

— _ { 2
+ = R{ + RF, Ny = Ny + N,

et de plus R1 + N est Pentier de ]71 De méme R2 + N2 est égal a l'en-

Tome VII. — Avrir 1842 i9
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tier de%J moins Ventier de”, on aura donc

4
pour p:Sq-{—'], R%:N%:P_?;
—3
pour p=8q + 3, R%:N}:JiB_,

Comme des deux nombres k, p — k, 'un résidu et 'autre non-re-
sidu, on aura

Bey=N3 Ni=R{; RI=N4, NI=R{, RI=NS, Nic R,

d’onl résultera

Ber NS=RE+N§="", REI4Ni<RSfNs_£T3
3

R+ NZ=R34 N3 2=t _r+3_

on a aussi évidemment

—_ 2 1
Sa+3b=ptl Salyspl 1= Sai+3hi— P! _ Pt

2 8 - 2 - T—-
-
D’ailleurs, comme les nombres a,a’, a”,... ,a(h‘l—) sont les pa-
Pt P
cines de la congruence x * — | = (mod. p), et &, b, ..., /J(T>
p—l

celles de la congruence x * + ;=g (mod. p), en exceptant le cas de
P = 3, on aura

2a=o(mod. p), 3b= o (mod. P
c'est-a-dire (que zp—a et %’i seront entiers.
L’équation
; cph o PP —1
3a + b = S =p(R{+NY

devient donc

b~
N
+

AV
|-

, i o e
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mais pour p = 8¢ + 7 on a aussi I'équation

S3b—1sa=Ri_-NL
P P
Il en résulte donc

“Za=N4%, Isp=mn4
r P

2

Pour le cas de p=28g + 3 ona I'équation

3 o, 3
et par suite

;Eb:p—I—N%:p-—lﬂ-Rl

2 27

3 — i P 1
I—)za-——P—'I—R?—T—FN—.

Si I'on combine les équations précédentes avec celles-ci
Rf=N#%, R{=N4%, 3ai =3bi, 2bi-3ai=2(3al-—-3bL),

qui ont été trouvées plus haut et qui sont relatives les unes au cas

de p =89 + 7, les autres & celuide p = 8¢ + 3, on obtiendra les
résultats suivants :

Pour p= 8¢ + 1,

$=N2=R$=N$="27,
Nz=R%=”—813~R%, Ni=R{,
va —p (5 ng) = p(E )
4 =g (B ),
lay=2bi=+5(p* — 1),
sap=p (L= —Ri) — 5 (p* — 1),
L 2b3=p (5 + RE) — e (pt — 05

19..
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et pour p = 8¢ + 3,

R%:N%:R%:N%:P_‘gj’
9 : +1 o ¢
NZ‘R%:PS —R3, N%:Rf7
- p— 5p —
32“ e <1P8 5“—R% b 32’):}) JPS 7*+B2)7
(21 « 4 __p+r p=3 2 oy p+15p=3 )
32a;-T e R, 32.1)5_——4——.—?——/)1{-3,
_oqp—5 ptr1 p—3
32“%*}’7 3 A 4 —2pR 4
bp p-r1 Sp—3
3362 = : . + aopR 2
3 A % PR3

Si I'on partage les résidus a, dont la somme est 2, en deux séries,
les impairs en nombre R’, ayant pour somme S'a, et les pairs en
nombre R”, ayant pour somme 2"a, on aura les équations

U Sy — ¥ ’ w __ P 1
Ya + 2'a=2a, R + R = —-—.

De méme si les non-résidus b, dont la somme est b, sont distri-
bués en deux séries, les impairs en nombre N’, ayant pour somime
3'h, et les pairs en nombre N”, ayant pour somme 3"b, on aura les
équations

I)——l

b+ b =2b, N + N =

2

Et de plus il est facile de voir que I'on a

pour p =8¢ + 7,
S'a = a3at, 3"b=123b%, R =Rz, N'=N

’

EES

d’ou
S'a=3al— Sai, ¥b=3b3—3by,

R=L"1-RY, N=E—-Ng
pour p=8q + 3,
S'a=23b%, 3'b=23ai, R =N N"=R{;
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d'ou
3a=3a —a3bi, 3b=3b-—-23a},

[ — ; —1
R :}—7 ! —N%7 N :P —R%,

2

au moyen desquelles on retrouvera les équations (19).
Probleme. Trouver les produits

Hasing =, Macosk = et Ilzsink—?i, ITacosk 22,
p P P 2

pris depuis A = 1 jusqu'a A= p — 1.

Solution. On a Videntité

xP— o
ST [:xp-'-+x"—-+...+x—!—l
xr—1

a2}

( = ]'I(x — cosk 2T — sink ZE\/——1).
P P
Si 'on y fait & = 1, comme il en résulte
| — cosk = —sink2Ey—1=a2sin?k” — asink = cosk = y—1
v P r P Ve
—ay—1 sink> (COS/i' Tpsink Ty /— 1),
2 P »
le second membre deviendra

p—1

(—1) 7 stink%[cos(l +a2—+3...+p— I);T—)—ksin(t+2—f-3...+p—1‘)5\/:~1——|;

or

i H

(1+2+3+...p—1)- =

=
N

p—1I
de sorte que le troisieme facteur se réduita (—1) * , a cause de

COSP_IHZ(—I) , sinf =1 7 —
2
L’équation (22) devient donc

(23) stink;:p,
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La substitution de & = — 1, pour laquelle

2 . 2 B T . T
— 1 — cosk = — sink V= :—2COS2/{Z—QSIDA'ZCOSA‘K\-— !
r P P 7 P

= —acosk = (COS/{ I+ sink” y — 1) ,
P P )z
donne pareillement

(24) =

par suite

(25) IT tang & ;; = <~—I)Tp.

Si 'on remplace 4 par 24, les sinus et cosinus qui répondent i
Z . v . .
k>l; ou 24 >p, sont, au signe pres, les sinus et cosinus du reste de

24 divisé par p; on aura, d’apreés cela,

p—t
6 stin/c?:(- 1) * p, Hzcoslfz’;:]7
20)

p—1

2
Mtangk == = (—)? p-
- P
Les tormules précédentes reviennent 4 celles-ci

vﬂzsinazﬂzsinbf—p
P P
(27) II2 cosa;Hzcosb
T ™ / o
Htanga; ITtangb 5 =(=1)";
Masing 2511 sinb 27 — B
P P

(28) T 2cosa 2;71 I cosd 27—

P
Htanga?—ﬂtangb —zp—ﬁ =(—1) * p.

! o T
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On voit encore sans difficulté, que I'on a,
d’abord pour p =8¢g =+ 1,
HQSIH(lz—TE:(—l) 2 sina =,
P P
I2sind 27 = (— 1)1'\“;112 sind =,
P g
R: T
Macosa 2l = (—1) I2cosa-,
(29 .fﬁ N3 f
Il2cosh ~— = (—1) "Iasind =,
P P
Il tang a 27)5 = I tanga -,

T

3

SRR T ]

II tang b Zpi = I tang b

et puis pour p = 8¢ + 3,
: . 27 R: . w
IHasing— = (—1) "I2sink ",
P P
. 2 Ni .
MMasind = = (—1) Tasina’,
Vg P
R :
Macosa— = (—1) Ilacosh™,
[ 30) P r
190) LY Ni ™
M2cosh — == (—1) Hzcosal—),

P
Il tanga 5 = [l tang b =
g B 8 77
Mtangd 2= — M tang @ .
\ 8 7 8 7
Probléme. « Trouver les quatre produits

. . T
Masing~, TasindZ, TMacosa~, Ilacosb>. »
P P P P

Solution. Nous représenterons leurs valeurs absolues par K, I, M,
N, et il viendra, eu égard au nombre des facteurs négatifs ,

Masina™ =K, 1a2sind” =1L,
P P

R

ol

. N:
2 cosa ™ = (—1) "M, Hzcosbj—;:(—l) N:
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et 'on aura les relations
KL =p, MN=1.

Cela posé, on sait que Von a

Y: 3 plt =4 (“N—l),

X — I

selon quel'on a p = 4g +1 ou p=4q — 1, et que

SN r - . 2 : T
By WY+$ZVEp =11 (x — cosa ]—f — sina ?/; v — I>a

=1

P——I

le produit II s'étendant aux £ valeurs de a, savoira’, a’,...,a *
} 2 ? b2 b M

Dans I’équation (31), nous ferons successivement & =1 et x = — .,
et nous trouverons

/ 27 . 2w —
I <| — cosa —— — SIh d ——\—1)
P ])
p—I p—I
= /N 2 . : 3 . x —
=(—1) " (\/—l>2 stmat(cosi{tﬁ—smlz\—lj,
3 P P P /
32)
- 2T . 27T T
It (wl —cosa— — SIndad —\ — 1)
P P
p—i

2 = xa . Xfa ‘
=(—1) Hacosa;} cos;}- T o+ Sin 5wy — ,),

Nous supposerons que dans le premier cas Y etZ deviennent A et B, et

Xa . I
dans le second cas A’ et B'. Le facteur cos i -+ sin ]—a Ty — 1
Za
= (—1)7 (le cas p = 3 est excepté), devient ( — i 7 pour p =4q-+1,

. , 24 .
car on trouve sans difficulté I—)a =gq;etpourp=4q +3,sip=8k+7,

on aura
Za
J— 1
o
d’ou
Za
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et si p =8¢ + 3, on aura

27“ = L{p— 1 — R{)=R1 (mod. 2),
d’on

[$]

a
R

(=17 =(=1)

On aura donc, pour le cas de p=44g + 1,

K=4(A+Byp), dou L=4A—BVp),

a cause de A? — pB? = 4p;

e

|

M :—;—(A’—!— B’\/;), d’ou N:%(A'—B’\/—p),

a cause de A — pB*= 4,

et de Ri=Ri=¢=%"", Ni=Ni=y.

2

N. B. Les équations A* — pB* = 4p, A’”® — pB’* = 4, peuvent
servir a trouver une solution de P'équation y? — pz*® = 1, par les
fonctions circulaires (cas de p = 4¢ -+ premier). (Foyez une Note de
M. Dirichiet, Journal de M. Crelle, tome XVII, page 286.)

On écrira
AN\2 B\2
() —rG) =n

! BI . .
et en formant le cube de 5;— + Vp, on obtiendra

[Mlez e [Mabrp

2 2

On a donc une solution en entiers de y* — pz? = 1, les inconnues
étant, comme A’ et B/, exprimées en fonctions circulaires.
L’équation
A? — pB* = .4p
Tome VIL, — Avrir 1842. 20
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donne
A = pA’;
on a donc
B* — pA"? = 4,

& - r) = -

d’ou, comme plus haut,

e e

2 2

ou

ou

a® — pb? = —
- b4
qui donne

(le —+ Pb/'.i)z . p(za’b’)2 = 13

I'équation y* — pz® = 1 est donc encore résolue en nombres entiers
par le moyen de fonctions circulaires.

M. Dirichlet a montré que I'équation »* — pz* = 1 peut étre trai-
tée de méme, quel que soit le nombre P, non carré,

Pour le cas de p = 4g — 1, les formules (32) donneront, en remar-
quant que I’équation A® + pB? = 4p suppose A = o, B* =4, et que
'équation A”? + pB* = 4, suppose B' = o0, A” =4, (p > 3),
g+ N1

$Bvp = (—VK, A=

une conséquence de ces équations, c’est qu’on a
K:L:\/;) et M =N = 1;

de plus, le signe de B ( ou de Z pour & = 1) fera connaitre si N3, et par
pius,
suite Rz est pair ou impair. Comme I'on n’a point I'expression générale

de Z, cette solution est plus théorique que pratique.
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On a donc les formules suivantes :

pour p = 4q + 1,

R

i

llasing S = £ (-+3y5), nma;__(_,) HWB V),

V(A —B yp);

(31)

-|u

M2 sinb;;r =1 (A—Byp), I cosb -

pour p = 4g — 1,

stinaf:\/[;, Hzcosa— (—1) %,
o P
(32)
g — ™ N}
[ Masind- = /p, Hacosh = = (—1) °,
P p
desquelles on tire, par la division,
™ R} A 4+ Byp
pour p=/{q—+1, Iltanga_-= (—1) —L;
(33) P A+B'\p

R

ahe

pour p=4q —1, Htanga%:(— I)

p.

Au moyen des formules (29) et (30) on aura les formules analogues ot =
serait remplacé par 27, entre autres ces deux-ci :

pour p = 8k + )
Htangaz— (— I) \/P \/[77

pour p = 8k + 3,

Dans le tome XVIII du Journal de M. Crelle, p. 375, M. Stern a
donné, sans démonstration, les valeurs de

36
2 cota ﬁ et IT cota -—o
P P

il y a faute d’impression.

20..
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Au lieu de 2 cota 3600

= yp, il faut, comme nous I'avons vu plus

zh— 3
haut, = (——a
P

— pour p = 8k + 3.

> \/i), le signe + étant pour p = 8k —+ 7, et le signe

il faut —=(—1)"

wi=

360"

Au lieu de I cota " = £ pour p =8k -7, |
» 7

1
P
l—r—-N%

et (—1) \/L; pour p = 8k + 3.

La regle que M. Stern a donnée dans le Journal de Mathématiques,
N . 2 . N .
tome V, page 216, pour fixer le signe de IT cota —]j-f, revient a la pré-

cédente, car si Pon représente par N le nombre de diviseurs quadra-
tiques différents de y*+ (49— 1)2?, dans la classification de Legendre,
les nombres N et Nt sont ensemble pairs ou impairs, ainsi que l'a

montré M. Jacobi (Journal de M. Crelle, tome IX, page 18qg .
Probléme. Le produit 1.2.3...7 7 " ot on suppos emie
P 2 5 uppose p premier de
forme 4g — 1, est-il résidu ou non-résidu quadratique de p?

Solution. 1l résulte du théoréme de Waring que Pon a

2.3, "=+ 1 (mod. p) on =(— 1) (mod. p.

2

La question est donc de savoir si les non-résidus compris entre o et
” sont en nombre pair ou 1mpair, car + 1 étant résidu et — 1 non-
2,

résidu, le premier cas répondra a N pair et le second a N} im-
pair. Le probleme précédent, proposé depuis longtemps par M. Di-
richlet (Journal de M. Crelle, tome 111, page 307 ), revient donc 4
demander une regle praticable pour savoir si N% est pair ou impair.

Tant que p est < 1000, le Canon arithmeticus de M. Jacobi donnera
une solution tres-expéditive. Pour les nomnbres au dela de 1000 et tels

que ! /E = \/Z ne soit pas tres-grand, la solution de M. Jacobi
2 ) 12

(Journal de M. Crelle, tome IX, page 18g) sera encore praticable.
Dans son grand Mémoire sar la Théorie des Nombres, page 3=,

[N 0 LN
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M. Cauchy a donné pour le cas de p premier de forme 4¢ + 3, la
formule

—i —+I
p—1 p—1 p—I = pit ,—JT
- 2 \2 — 1

! 2
t? +22 +37 +..+ (" I) =(—0) " I A,

2

ol A,, A,, A,,... représentent les nombres de Bernoulli. S1A_ | était

4
connu, cette équation conduirait a la différence Ry — N+ ; et comme on

— 1 ’ . . .
a Ry + N3 :}—)—;—, on en déduirait Rt et Ni. Mais comme on ne con-

nait que les premiers des nombres dits de Bernoulli, la solution précé-
dente n’est bonne qu’en théorie.

Comme la parité ou l'imparité de Za correspond i celle de N3, je
vais indiguer un moyen de calculer a ou plutot de chercher si cette
somme est paire ou impaire. Ge moyen serait trés-expéditif si Pon avait
une table de carrés suffisamment prolongée. Yai trouvé depuis long-
temps cette solution du probléme de M. Dirichlet, mais c’est d’apres
]a Note de M. Jacobi, déja citée, que j’ai su que la parité ou imparité

- — 1
de p dans la congruence 1.2.5...19——; = (—1)*(mod. p) correspon-
dait i la parité on a I'imparité de 2a.

Voici en quoi consiste cette regle.

On écrira sur une méme ligne les multiples successifs de p moin-

— 112 , . . Y 1e e
dres que (pT > , et au-dessous les carrés entiers immeédiatement infé-

rieurs
[a)
(1) Py 2Py Py, TP,
: 2 2 2 iy p— 1\?
(2) a:ﬁo Py ees v (‘“;"")7
on aura

g — PP (P ( JEEN Ve
Sa = (12 n)+\\a+{5+/+...+v)p,

cela résulte de ce que Yon a

24

—_ 2 _—
S, = 1 + 2® + 3 +...+<(]? ') Y Sl &) Sl
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(divisible par 3, sanf pour p =3, cas excepté ), et de plus, par I'omis-
— 1\ 2
S
2a =8, — f—a)p —(y—F2p— (-7 3p...— (P — - v) np

:SE—~n./ipT-i+(a—+—ﬁ+'y+... + V) p.

sion des multiples de p dans les carrés 12, 22,. .

—5 .
Pour p=14g + 1 on aura n =22 et par suite

par 'omission des multiples de 2 on trouverait facilement

Sa="""

= +oae+ B+ 7+

—3 .
Pour p =49 — 1 on aura n =L i et par suite

2a = — E:.P—Ilg}i_—_§ -+ (a -+ ﬁ <+ ... —G—’J?P,

et par 'omission des multiples de o,
=14 a4+ f + 9 +...v

Ainsi tout revient 4 savoir combien il y a de nombres impairs dans la
série o, 3, v,..., v,

Pour le cas de p = 4g — 1, Sa est pair quand il y a un nombre im-
pair de termes impairs dans la série «, Bs s+, v; Zaestimpair dans
le cas contraire.

. 1. R . —3 .
Cout le calcul se réduit donc a la formation des?Z 7 premiers mul-

tiples de p, et a la recherche des carrés entre lesquels ils tombent, ce
qui se trouvera a 'inspection méme de la table des carrés. Ce calcul,
comme celui de M. Jacobi, deviendra impraticable pour de trés-grands
nombres.

Il faudrait donc avoir un autre moyen de former Za. M. Libri a
donné des formules pour trouver la somme des racines d’une con-
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gruence, et en particulier pour la somme des racines de

x" — 1 == o (mod. p),

p—1
2

qui renferme a — 1 =o (mod. p); mais ces formules ne paraissent
pas facilement réductibles en nombres, ce qui est nécessaire pour
avoir une solution pratique.

Je ferai observer en finissant que depuis longtemps M. Stern a pos¢
un probléme qui revient au suivant :

Trouver la somme des racines de la congruence

p—1

x ' — 1=o0(mod. p).
(Journal de M. Crelle, tome VII, page 104.)
Pour ¢t = 2, la somme cherchée serait 3z, qui conduit, comme nous
I'avons vu, a la solution de divers problémes dont une solution prati-

cable pour tous les cas est encore i désirer.



