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SUR

QUELQUES PROPRIETES DES COURBES

ET DES SURFACES DU SECOND DEGRE;

Pir M. E. BRASSINE,

Professenr a I’Kcole dlartillerie de Toulouse.

Nous appellerons, dans tout ce qui suit, points conjugucs des points
placés sur une courbe ou une surface du second degré, aux extrémi-
tés d’un systeme quelconque de diamétres conjugués. Si, par exemple,
sur une ellipse rapportée a son centre et A ses axes, x’, y' désignent
les coordonnées d’un point ', les coordonnées ax”, y” du point con-
jugué m” seront liées avec les premieres par les relations

b ay’
v Y "o
yo=gas &=

Cela posé, nous cnoncerons les propositions suivantes.

1°. Sil'on prend deux points conjugués quelconques sur une ellipse
donnée, et si 'on joint chacun de ces points avec les deux foyers de
cette courbe, on démontre que: la somme des rectangles que Lon
obtient en multipliant entre eux les deux rayons vecteurs aboutissant
a chacun des points conjugués, égale la somme des carrés des demi-
axes.

Si les foyers sont désignés par les lettres F, ¥, on aura la relation

Fm' =< 'l +~ Fm’ < F'm' = a* + b*.

29. Si dans un ellipsoide de révolution on joint chacun des trois
points conjugués, d’un systéme conjugué quelconque, avec les deux
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foyers, la somme des trois rectangles que Uon obtient, en multipliant
entre eux les deux rayons vecteurs aboutissant & chacun des points
conjugucs, égale la somme des carrés des trois demi-axes de Uellip-
soide.

Si Véquation de Dellipsoide est

. 2 2
Fteta=1

cette somme de rectangles vaudra 2a4® + ¢*.

3°. Si Von considere les trois couples de foyers, symétriquement
placés sur le grand et le moyen axe d’un ellipsoide quelconque, on
démontre que : sil’on joint chaque couple de foyers avec les trois points
conjugués m/, m”, n’, et que 1’on effectue les produits des deux rayons
vecteurs de chaque couple aboutissant & un méme point, la somme
des carrés des produits provenant des rayons vecteurs de deux cou-
ples quelconques de foyers, moins la double somme des carrés des
produits  provenant des rayons wvecteurs du troisiéme couple de
Joyers, est une quantité constante.

Cette proposition , convenablement modifice,, s’appliquerait aisément
a Vellipsoide de révolution ou a Iellipse. Nous ferons d’ailleurs ob-
server que nous considérons toujours, dans nos énoncés relatifs a
Iellipsoide, les foyers des sections que 'on obtient en faisant successi-

, . ) s . x? r? z? ;
vement x, y, z égaux a zéro dans I'équation — + 7 + = =1 de sa

surface rapportée a son centre et a ses axes.

4°. Dans une ellipse ou dans un ellipsoide, la somme des carrés
des rayons vecteurs, partant de foyers et aboutissant awx extrémites
dun systéme de diamétres conjugués ow aux points conjugucs , est
constante.

On trouverait encore une somme constante si P'on faisait la somme
des carrés des lignes qui joignent les extrémités des axes avec les points
conjugues.

Si par chacun des deux ou des trois points conjugues, pris sur une
ellipse ou un ellipsoide, on mene la normale i cette courbe ou a cette
surface, on démontre que la somme des carrés des normales con-
jugudes est constante; d’ou il résulte que la somme des puissances

Tome VII. .. AvriL 1842 16
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deuz tiers des rayons de courbure dune ellipse, menés ausx points con-
jugues m', m” de cette courbe , est aussi constante.

La somme des carrés des sous-normales conjuguées est constante
dans Lellipse comme dans Pellipsoide.

5. Si par les points conjugués /', m” d’une ellipse, on méne deux
normales, chacune de ces normales divisera le grand axe ou la distance
des foyers en deux segments, et’on démontre que si Lon ajoute le rec-
tangle des segments formés par la normale avec le r ctangle des seg-
ments formés par la normale conjuguée , la somme sera constante.

Si par les mémes points conjugués m’, i’ on meéne deux tangentes A
Pellipse, et qu'on les prolonge jusqu’a la circonférence décrite sur le
grand axe de cette ellipse , les deux tangentes, devenues cordes de cette
circonférence, seront divisées aux points 7/, m” en deux segments tels
que : si Lon ajoute le rectangle des dewa segments de la preiniére tan-
gente, avec le rectangle des deux segments de la seconde tangente , lu
somme sera constante,

On peut observer aussi que les triangles compris entre les axes et
les tangentes conjuguées sont équivalents.

6°. Si nous considérons, sur une ellipse rapportée a son centre et
ses axes; un point quelconque n’ détermingé par les coordonnées x’, y/,

et sur la circonférence décrite sur le grand axe, un point M’ déterminé
par les deux coordonnées x’, a—b]-,, on sait que la tangente au point M’
donne, par son intersection avec le grand axe, un point de la tangente
a Pellipse an point /. Ce méme point M’ peut servir a la détermina-
tion directe de la normale au point m’. 1l suffit, en effet, de joindre le
point M’ avec le centre O et de prolonger le rayon M'O jusqu’a ses deux
rencontres avec une nouvelle circonférence décrite du point O comme
centre avec la somme des demi-axes comme rayon, pour obtenir deux
points qui appartiennent aux normales menées au point m’ et au point
opposé dont les coordonnées sont — x’, — y'.

Une construction analogue servirait & déterminer la normale au

. s 11- . , . x? 2 z?
pointx’, 3, 2 de Iellipsoide de révolution ~; + L4+ =

= 13 il suffi-
a

3 ’ r 2, . x? y? z’ .
rait de mener par le point x', 5/, ~3 de la sphere; + 5+ S =1Lun
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rayon dont on chercherait V'intersection avec une nouvelle sphere
x* + y? + 2t = (a + ¢)’. .
La construction de la normale, en un point de Pellipsoide quelcon-

x? 2 : . T . . .. ’
que’; + Jb;z —:—, = 1, exigerait 'emploi de deux ellipsoides de révolu-

2

tion auxiliaires

w1 + ‘?j + zx . I et ‘rl + yl + czzl _ I
a? a? c? Ta+-b) (a+-b)y (ab—+c2)>

Ces propriétés peuvent faciliter la solution de quelques questions,
et rendre élégantes certaines constructions de la géométrie descriptive ,
relatives aux plans tangents.

70, Si par trois points conjugués m’, m’, m", d’'un ellipsoide, on fait
trois sections circulaires, paralléles 4 un des axes, la somme des aires
des trois sections sera constante. Si par exemple on considére ellip-
soide g—: + };—: + j—: =1, tel que a>c >b, laire des trois cercles pa-
ralléles 2 Paxe des z sera égale au double du cercle qui a ¢ pour
rayon.

Si 'on considére trois points conjugués nz', m”, m” situés sur la sur-
face d’un ellipsoide, pour chacun de ces points on peut évaluer les deux
rayons de courbure maxima et minima des sections normales princi-
pales. La moyenne géometrique entre ces deux rayons aura une valeur
que nous désignerons par R’ pour le point m’ et par R”, R” pour les
points m’, m". Cela posé¢, on démontre que la somme de ces trois
moyennes est constante. De sorte qu’on a toujours

R + R + R" = a.b.c (i 4L +i).
a? b> °*

8°. Quelques-uns des énoncés précédents conviennent, avec de sim-
les modifications de signes, a I’hyperbole ou aux hyperboloides.

P y ypP
bx'

Nous observerons d’ailleurs que les relations tres-simples y" = —

a )

s
o

X = = ﬁ{—, entre les coordonnées des points conjugués de I'ellipse

ou de 'hyperbole, peuvent servir a démontrer trés-aisément les propo-
sitions précédentes relatives a ces courbes, ainsi que toutes les pro-

16..
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priétés connues de leurs diamétres conjugués. Pour les surfaces du
second ordre on peut employer les relations que nous allons établir en
démontrant deux théorémes connus.

2

<1 . x? 2 2 . -
Considérons la sphere =+ i— + =1 ct les deux ellipsoides
x? J,z N 22 _ z? J,.z z2 o . i . ] X
@ T a T U 2= 1, rapportés au méme centre ¢t aux

mémes axes ; imaginons du centre o de la spheére trois rayons rectan-
gulaires qui coupent sa surface aux points M/, M”, M” déterminés par
des coordonnées x, Yhw, x y, 2, x”, Yy 2”5 il est évident que
x’, ", & peuvent étre considérés comme les cosinus des angles que
Paxe des x fait avec les directions rectangulaires oM’, o M”, o M"; par
suite

et par une raison semblable
)

(1)

5‘ X7+ a" " — a’,

f,g +J’”2 —!*)’M :(12, Z’2+Z”2+ z/'/2: a:!_

2

. . . X y? z? . . o
Imaginons sur l’e]hpsmde ~ += 4+ = = 1, trois points m’, m", n”,
a a? c? ’ ? ? ’

2

A mé A - 7 r € ” v €y nr m € .
déterminés par les coordonnées s X% Xy S x y =25
ces points seront les extrémités de trois diameétres conjugués om’,
om", om”, et I'on voit que pour les coordonnées de ces extrémités

il existera des relations analogues aux relations (1); par suite

om'® - om"? + om" = 2g? 4 o2
. . . ” , . . a? p2 z? , .,
Enfin trois points p’, p”, " de Vellipsoide 2 T 5 T z=1 déterminés

arles coordonnées x’ by Sty z” forment t€
P sxly =y -7, 12 it oun systeme
conjugué, et les égalités que Pon déduit des relations (1) donnent
opt 4+ o’ + o = g 4 c.
Les trois rayons ol 'y oM", oM”, de la sphére, sont les arétes

? . 2 ') r - 3 - .
d’une pyramide oM’M”M” dont le volume est évidemment % Mais

cette pyramide peut éire considérée comme Pexcés d'un tronc de
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prisme triangulaire dont les arétes paralleles sont z', 2", 2" sur trois py-
ramides quadrangulaires qui ont leur sommet en o et pour bases des
trapézes dont les cotés paralléles sont 2”27, 2”2", 2" z". Dans les deux

. . x? y? z* x? 7'," z? .
ellipsoides 5 -+ ~ 4+ S =1, . + % + 5 =1 les pyramides
om’m’m" oy W' p", formées par les demi-diametres conjugués, sont les
différer:ces de prismes et de pyramides analogues; mais ces nouveaux
solides sont successivement aux premiers dans le rapport de ¢ : @ et de

¢b - a?. Donc les pyramides om’m’m” et op/p” " auront respective-
M o F

I : 1
ment pour mesure ~ a®c et . abe.
§) b




