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NOTE
SUR LES INTEGRALES EULERIENNES

DE SECONDE ESPECE,

Par M. Acrrep SERRET,

Ancien Eléve de ’Ecole Polytechnique.

—_——

L’intégrale définie représentée par T’ (;) est, comme on sait, égale «
la racine carrée de la circonférence dont le diamétre est 1. On peut, par

des considérations fort simples, parvenir i une représentation géomé-
1

trique des fonctions T’ (4>, r (81>I‘ (z—ln>, -+, dans lesquelles le nu-

mérateur de I'argument est 1.
On a, par une formule connue,

z m n
2 1 m n I‘(—) F(_>
(1) f sin"='x cos* ! rdxr = ;B(— 7) = \? 2
4 [J

2 2 m 7\’
arl +
.2

et en faisant n = m, on en déduit

T

2

N -
—

. 1 T,
sin"~'axrd(ax)= s f sin” ' dx
4 o

(2)

w1

7 m
2 F: (k)
2
. 2
sin"~'xdx = f cos™ ' axdap = om1 A2/
(o]

r(m) "’

=/,

Cela posé, I'équation de la lemniscate, c’est-a-dire de la courbe telle
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que le produit des distances de I'un quelconque de ses points & deux
points fixes est égal au carré de la demi-distance des deux points fixes,
est en coordonnées polaires

2 (2a)?

r? = —i cos2l,
2

a étant la demi-distance des points fixes, ou ce que jappellerai le
parametre de la courbe. Cette courbe est formée de deux boucles sy-
métriques de part et d’autre de I'origine; on trouve pour longueur to-
tale de son périmétre

T

P
3 -
2’af (cos x)

()

Si donc on appelle w, le périmétre de la lemniscate dont le parametre

l=

dx

ou, en vertu de Péquation (2),

.

. _
est 1, on aura, en obhservant que I’ <;> = ynm,

e 4 —
r (i) = \n, 7.
4
Cette relation est digne de remarque, car © et 7, sont pour le cas de

a = 1 (c’est-i-dire en prenant pour unité le parametre ou diameétre )
les périmeétres de deux courbes dont les équations

2a 2a)*
r = —cost, r*— (—)—coszt,
2 2
offrent une parfaite ressemblance.
Considérons I'équation génerale
2a)"
rmo= Q—z)—cos mt;

15 .



116 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

ou plus simplement

rt = 2™ cos mt,

en prenant le parameétre @ pour unité.

La courbe qu’elle représente est formée de m houcles fermées toutes
égales entre elles; je désignerai par 7, le périmetre total de ces m
boucles.

La moitié de I'une de ces boucles a pour longueur

T T

m—1 am 1 . m—1 2 ;
— — - =1
1
2 "o f cos”  mtdt = 2 ™ .—f (cosx)”  dx,
0 mY o °

Le périmetre total n,, étant égal 4 am fois cette expression, on en con-
clut que

I i 1
(3 r (2_”2) = VT, \/F <”—2>.
Si 'on remplace m successivement par les différentes puissances de 2
depuis la puissance o, on aura la série de formules

()=

N

= VT, V/Tfa

; 7 /
= VT VT VT,

)
Qi

4 8 16
. i 5_
T (—— = Vrs V., \/71_2 V.



PURES ET APPLIQUEES. 11y
On peut encore exprimer au moyen des périmetres 7, I'intégrale en-
lérienne T’ (%) , p étant un entier; mais la relation générale laquelle

on est conduit parait trop compliquee pour mériter d’étre transcrite
ici. Bornons-nous a quelques cas particuliers.

. . 3 , . . 1.
La fonction T (7) s’obtient immédiatement au moyen de 1a rela-

fion connue

Ia)l (1 —a) = g il

sin ar

T (%) — V2.7,
5

On obtiendrait de la méme maniere T' (%) » T (—) , I <2>, au moyven

?

d’ou Yon déduit

w)=

v,

8 8
des deux équations connues

™

F@r(i—a) =

sin ar ’

I

22¢~ 11 (@) T <a+ é) n' T (2a);

et de 1’équation (3).

Je ferai remarquer en passant que la derni¢re de ces deux relations,

qui exprimeune des propriétés fondamentales desintégralesd’Euler, peut
tre facilement déduite des équations (1) et (2). Tk suffit en effet, pour
Yobtenir, de faire n=1 dans 'équation (1), et d’égaler ensuite les deux

T

% .
valeurs de f sin”~* 2 do fournies par I'équation (2) et équation (1).
0

On obtiendrait encore T’ (%> etT (é) au moyen des deux rela-
tions que nous venons de rappeler et de I'équation (3); on pourrait
méme en général passer de 13 aux intégrales de la forme I (53—27>,

mais les formules auxquelles on parviendrait ainsi présentent peu d’in-
téreét.



118 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

St mn est un nombre fractionnaire ou irrationnel, la formule

T
r{—
p. 2m
m 1
r -
m

subsiste toujours; seulement 7, représente non plus le périmétre total
de la courbe dont équation est

r'* = 2" cos mt,

mais bien le produit par 2m de Parc de courbe dont les points corres-
. ™
pondent aux valeurs de ¢ comprises entre o et Py

Outre le cercle et la lemniscate dont nous avons parlé, Péquation
précédente renferme commme cas particulier correspondant a m = L
celle de I'épicycloide extérieure de module 1. Cette courbe jouit,
comme on sait, de la propriété¢ d’étre semblable 4 toutes ses dévelop-
pées. Cette considération m’a porté a rechercher si parmi les courbes
représentées généralement par 1’équation précédente, il ne s’en trouve-
rait pas qui jouissent de cetie méme propriété, qui jusqu’ici n’a été re-
connue quaux épicycloides (comprenant la cycloide) et a la spirale
logarithmique; mais je ne suis arrivé 4 aucun résultat satisfaisant.

1l est bon toutefois de signaler une propriété géométrique assez cu-
rieuse de ces courbes : c’est que la projection du rayon de courbure
sur le rayon vecteur est & ce rayon vecteur dans un rapport constant,
ou, en d’autres termes, que la projection du centre de courbure sur le
rayon vecteur engendre une courbe semblable 4 la premiére.

On trouve en effet cette expression du rayon de courbure,

m—1

_— I

o ™ m T

R = (cos mt)™

m -+ 1

de plus pour déterminer Yinclinaison i de la normale sur le rayon
vecteur, on obtient la formule

tang i = — tangmt;
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et la valeur qui en résulte pour la projection du rayon de courbure
sur le rayon vecteur est

m— 1
T ]
9 M . N m 7
{cosimt)” ou
I+ m :

1+ m

Quant 4 I’équation de la courbe décrite par la projection du centre
de courbure sur le rayon vecteur, elle sera évidemment

2m m
m 1 +m

rto = —— - cosmit;

elle se déduira donc de I’équation générale

('2 ﬂ}m

r" = L cosmt,
2

en faisant

o ——



