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NOTE

SUR LA THEORIE DE LA CONVERGENCE

ET
DE LA DIVERGENCE DES SERIES;

Par M. J.-L. RAABE,

Professeur a Zurich.

(Extrait du Journal de M. Crelle, tome XI, page 309. — Traduction de M. Leprscue.

Dans le 10° volume du Journal de Mathématiques et de Physique
rédigé par MM. Ettingshausen et Baumgartner, j’ai démontré le
théoréeme suivant :

« Quand u, représente le terme général d’une série, et que la li-

. . u
» mite de l'expression n (

— — I), pour une valeur infiniment
n4-1

» grande de n, est égale a k, cette série est convergente ou divergente,
» selon que £ est plus grand ou plus petit que I'unité [*]. »

[*] Si M. Duhamel avait eu connaissance de la Note de M. Raabe, écrite en allemand,

il aurait reconnu que la régle qu’il donne (tome IV de ce Journal, page 216) revient an
théoréme de M. Raabe, puisqu’en posant

Ungs 1
u, 1 +a’

il vient

. . U
lim. 2 = lim. n 2 — ).
un+;

Les personnes qui ont lu l'article de M. Duhamel verront avec plaisir Pextension
donnée par M. Raabe A la regle en question.

(Vo-d. Lebe&gae. )
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Ce théoréme peut étre employé avec succés pour comparer, sous
le rapport de la convergence ou de la divergence, deux séries dont
le terme général de l'une est une fonction du terme général de
autre.

Dans ce cas, soit u, le terme général d’'une des séries, et f(u,)
celui de I'autre, en supposant a la fonction f(u,) la propriété de
ne pas devenir infiniment grande pour une valeur infiniment petite
de w,.

Posons I'équation

(r A" = lim. n lszil:j) — IJ,

la limite se rapportant a une valeur infiniment grande de n; la série
dont le terme est f(u,) sera convergente ou divergente, selon qu'on
aura

kK >,
Ot

k' < 1.

De ’équation

kK = lim.n(u" — _1)
Un 4«

lim. S,y = hm. [f(un_H + u..:x l.‘)];

on tire

par la I'équation (1) devient

(2) k' = lim. n [f(u“l_‘-.u%‘-&) — 1].

f(uﬂ+l)

Si Pon développe f(u,,_,_, + u"'% k) par la formule de Tay!or, ona,

“eu égard a la propriété supposée a la fonction FAUAR

v o= ki S’ (nys)
k = A'llm. Fleng u,,,,..],
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Af (uny 1)

ou l'on a fait, pour abréger, f’(u,,,) = ~E. S Pon pose
nar

on a

K = klim.F (u,,,),

équation qui montre comment &’ et k dépendent I'un de Pautre.
Dans le cas particulier pour lequel

lim. F(%,,,) = 1,
on a

k= k,

et alors, selon que A est > 1 ou < 1, les deux séries sont 3 la fois
convergentes ou divergentes.

Quand on suppose

o

u
f(ull-;l) _— _~_."_-§.-_x._.’§,

¥ — Upys)
on a
lim. F (u,,.,) = «,
et par conséquent
If/ = ]fOC.
Soit, par exemple,
1
un-H —_— ;‘___'—_"_17

I 1 4 |
¥ +;+'§‘+’Z+ ..... +;7
¥ 3w 4 "
lw—t—oc_'_ 2w+ac + 3w+:z’ R (n— l)w_g_,x’
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ot w = f8 — a. Comme on a ici

k=1,
il en résultera

’
K = a,

et par conséquent la 2° série sera convergente ou divergente, selon
que a sera > 1 ou < I.

Zurich, 21 a0ht 1833



