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PURES ET APPLIQUÉES. 495 

Note sur la Convergence des Suites,· 

PAR M. J. BINET. 

On doit à M. Cauchy une règle importante sur la convergence de la 
série U = u

t
 -H «

2
 -4- «„+, -+- etc. : il l'a déduite de la com-

paraison des termes de rangs très-avancés u„, etc., que l'on sup-
pose positifs, avec ceux de la suite 

tl ι-ι-α {/ι—1)ι-Ι-« (π-t-

dont la convergence ou la divergence dépendent du signe de œ. ( Voyez 
Y Analyse algébrique et le deuxième volume des Exercices de Mathé-
matiques de M. Cauchy.) En partant de cette dernière proposition, 
l'on reconnaît facilement que la série 

" (h-H(ri-f-2)i-+-a,+, e^C" 
sera convergente toutes les fois que α„, α„

+<
, a

n+a
, etc., formeront une 

suite indéfiniment croissante; que S„ demeure encore convergente si 
les a

n
, a„

+l
, . . ., finissent par devenir positifs à partir d'un certain 

rang, et continuent à rester positifs et finis jusqu'à a». La série se-
rait divergente si, à partir d'un certain rang assignable p, la suite 
des et ρ, a

p+i
, etc., entrait dans le négatif et y restait jusqu'à l'infini. 

Ayant admis que u
n

, u
n+l

, etc., sont positifs, nous pouvons poser, en 
général, 

I 
u" — «τ+α„ ' 

et alors la partie u
n

 -+- u
n+{

 + u„^
s
 -+- etc. = U„ de la série proposée 

sera remplacée par 

* η n-«» {η% fl l-t-gq -(/j l 

Cette série, d'après la remarque précédente, exige, pour la conver-
gence, que la quantité a

p
 évaluée pour de hautes valeurs de ρ > η 

demeure positive, sans pouvoir devenir infiniment petite; mais elle 
pourra admettre pour ct

p
 toute grandeur positive indéfiniment crois-
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santé avec p. Or de l'équation u„ = — '
 χ

 on tire , et en 
prenant les logarithmes, 

l(nun) 
«" ~ /(„) * 

cf.,(devant demeurer positif pour de hautes valeurs que nous dénote-
rons par n, au lieu de p, il faut que le logarithme l(nu„) soit constam-
ment négatif; à cette première condition l'on doit joindre celle qui veut 
que — 1 ^ demeure ou indéfiniment croissant ou tout au moins fini 

quand η s'avance vers l'infini. Si au contraire la fonction — dé-
croît continuellement à mesure que η augmente, jusqu'à devenir infi-
niment petite, nulle ou négative quand n = 00, la série U„ n'admettra 
pas de limite finie et par conséquent la série U, dont elle fait partie, 
sera divergente. 

En énonçant son théorème sous une autre forme, M. Cauchy dit 
que la convergence de la série U exige que le rapport — con

" 
verge vers une limite positive finie et déterminée g : la proposition est 
ainsi exactement exprimée, pour le cas où ce rapport décroît avec ^ ; 
mais il nous semble utile d'ajouter que si ce rapport est indéfiniment 
croissant avec η dans le sens positif et n'admet plus de limite détermi-
née, la convergence de la série n'en devient que plus rapide. Avec cette 
extension le critérium comprend la plupart des règles proposées pour 
constater la convergence d'une suite infinie. Nous montrerons, dans 
une autre occasion, comment il peut être employé dans des cas qui 
ont été jugés difficiles, par exemple, lorsque la loi de la série est 
telle que m„

+i
 = u„ (1 — j3„), β„ exprimant une fonction décroissante 

avec - et qui devient infiniment petite pour des valeurs infinies de 11. 

ERRATA pour le Mémoire de M. Liooville, sur l'élimination. 
(Cahiers de septembre, octobre et novembre. ) 

hgc 3.»ο, ligne ,6, au lieu de ^ ~ .Σ S = ~ S' 
Pufte 38o, ligne oo, supprimes la fi» de la phrase à partir des moti on (ce qui revient au même} 

e»t égale, etc. 
Page 4"' Ιίβ116 S, au dieu de ω et 0, lises ω et il. 


