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W

MEMOIRE

SUR LES SURFACES ISOSTATIQUES
DANS LES CORPS SOLIDES HOMOGENES EN EQUILIBRE D’ELASTICITE;

Par G. LAME.

Les géometres qui se sont occupés de la théorie des corps élastiques
ont trouvé les relations qui existent entre les pressions autour de
chaque point d’un corps solide, soumis & des efforts extérieurs.
Mais ces propriétés ne sont pas les seules que I'on puisse déduire des
équations différentielles qui représentent I'équilibre intérieur et les
petits mouvements d’un corps solide, car elles se bornent a considérer
les variations des pressions autour d’un point; elles démontrent, par
exemple, que toutes ces forces, obliques en général sur les éléments
plans qu’elles sollicitent, sont facilement déterminées » tant en grandeur
qu’en direction, lorsqu’on connait les directions et les intensités de
trois pressions principales, lesquelles s’exercent au méme point, nor-
malement A trois éléments plans orthogonaux entre eux. Or, lorsqu’on
passe d’un point 4 un autre du méme corps solide, la direction et la
grandeur des pressions principales variert en général, et les lois de
ces variations sont nécessairement comprises implicitement dans les
équations différentielles de la question. Personne, que je sache, n’a
encore entrepris de développer ces lois, ou de les transformer en
d’autres dont I'énoncé puisse facilement se préter aux applications.
Tel est le but que je me suis proposé d’atteindre dans ce Mémoire. 1.a
simplicité et surtout la généralité des résultats auxquels j’ai été con-
duit me font espérer que ce travail ne sera pas sans importance pour
la théorie mathématique de P'élasticité.

Si, partant de tout point d'un corps solide, on passe sur un des
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éléments plans principaux qui se trouvent pressés ou tirés normalement
a tout autre point infiniment voisin du premier; que de ce nouveau
point on se dirige vers un troisiéme situé sur le plan principal corres-
pondant au second point, et ainsi de suite; on pourra tracer ainsi,
dans l'intérieur du corps solide, trois systemes de surfaces orthogo-
nales qui jouiront de la propriété d’étre toutes pressées ou tirées nor-
malement, c’est-d-dire que chacune de ces surfaces divisera le corps en
deux parties qui n’exerceront I'une sur I'autre que des pressions ou
des tractions normales.

Ce triple systéeme de surfaces existe dans tout corps solide homogene;
il varie dans un méme corps avec les directions, les intensités, et les
points d’application des efforts extérieurs; il est déterminé et constant
dans chaque état d’équilibre, mais il peut changer avec le temps lors
du mouvement. Jappelle isostatiques ces surfaces et leurs trois sys-
temes conjugués. Les surfaces isostatiques étant orthogonales doivent
nécessairement se couper suivant leurs lignes de courbure.

Pour découvrir les lois que je cherchais, j’ai dit d’abord transformer
les équations et les expressions différentielles que fournit la théorie
mathématique de I’élasticité, en prenant pour nouvelles coordonnées
les paramétres de trois systemes de surfaces orthogonales, et suppo-
sant les déplacements des molécules projetés sur les tangentes aux axes
courbes. Pour étre effectuées, ces transformations ont exigé I'emploi
des formules qui lient entre eux les parametres différentiels des sur-
faces conjuguées. Ces formules sont démontrées dans mon Mémoire
sur les coordonnées curvilignes, qui fait partie du tome V de ce
Journal.

Pour rapporter ensuite état d’¢quilibre du corps solide 2 ses sur-
faces isostatiques, il suffit d’exprimer que les forces tangentielles sont
nulles sur les surfaces coordonnées dans toute I’étendue du corps. Cette
condition introduit trois nouvelles équations, qui établissent des rela-
tions nécessaires entce les variations des déplacements normaux aux
surfaces isostatiques et les courbures de ces surfaces. Ces relations
constituent déja une partie des lois qu’il s'agissait de déméler; les
autres s’obtiennent en combinant ces relations avec les équations gé-
nérales de I'équilibre d’élasticité, et indiquent de quelle maniere va-
rient les pressions normales lorsqu’on passe d’une surface isostatique a
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une autre. Toutes ces lois sont d’une grande simplicité, et se prétent
facilement aux applications.

§ 1.

Equations connues du mouvement et de Eéquilibre des solides élastiques .

Les équations générales des petits mouvements intérieurs d’un corps

. \ -, , « oy a . .
solide homogeéne, dans lequel I'élasticité est la méme suivant toute di-
rection, sont, d’aprés plusieurs géometres,

/ du do dw™

d av
duw | dw | dw &t a,) J(d’u \
£

Tttt = — X,

du dv dw
(1) {dw _dw o @) sraw :
v agp v T2 = =:(w Y)’

d du  de de\
dw dw dw + 2 dz ' dy + dz ) _ J‘(d’w Z)
dz* ' dy? + dz? dz e )

X, J; %, sont les coordonnées rectilignes orthogonales d’un point
quelconque m du corps solide, lors de son équilibre d’homogénéité ;
¢ représente le temps ou la quatriéme variable indépendante; u, ¢, w,
projections sur les trois axes de la distance trés petite qui sépare la
molécule m de sa position primitive, sont des fonctions inconnues de
x, ¥, %, t, lesquelles doivent vérifier, dans toute Yétendue du corps,
les équations (1), et satisfaire en outre aux conditions statiques ou
dynamiques de sa surface; X, Y, Z, composantes de la force accélé-
ratrice qui agit sur la molécule m, sont des fonctions données de ,
+J» 3, et en général de ¢; J' représente la densité constante du corps,
et : son coefficient invariable d’élasticité.

Lorsque I'équilibre est établi dans 'intérieur du solide, sous I’ac-
tion persistante des efforts extérieurs, les équations précédentes ré-
gissent encore cet équilibre : les fonctions u, v, w,etX,Y, Z, sont
alors indépendantes du temps, et les termes en f—,i, Q, i dis-

dee’ de? dep?

paraissent conséquemment.
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On sait en outre que la dilatation variable § est liée aux fonctions
u, v, w, par équation

: du dv dw
12) = E+Ef+7;'

en sorte que si I'on désigne par A,F le paramétre différentiel du second
ordre d’une fonction F, ou l’expression

d'F  d*F ‘d°F
dz* dr? dz’

les équations du mouvement seront plus simplement

di & /d*u ™

dz
(3 A,v+2:—;=‘f’%——Y>,
D)
et celles de I’équilibre,
au 4+ 2£+?X=o,
(4) Ay 4 2§+?Y=o,

dé s
A‘w+ Qz-"‘e—z:o.

Les équations (1), en ayant égard 4 la valeur (2) de la fonction §,
peuvent aussi s’écrire sous la forme suivante :

(3 _ g% _ v
d9+ dy d.r) d_z—d—z)_a"dxu

S+ dy ds T \dr X)’

de dw du dy
(5) dé dz  dy) (;E-Ir)__a d*e .
‘ 3G+ o (- Y),

“dw du\I d dv de,
g4t (5 dz) z dy) &(dw
VU dz dz - dy T \ae ]




PURES ET APPLIQUEES. 4

desquelles on conclut, en les ajoutant, apres les avoir respectivement
différentiées par rapport & x, 7, z,

(6) Agg + & (dX dy dZ d’é) = o,

3 = =

71;"'2}‘ dz  dr

équation que doit toujours vérifier la fonction 4, oy la dilatation
variable.

§ 1I.
Relations entre les pressions intérieures.

1} est encore une autre forme sous laquelle on emploie les équations
du mouvement et de 'équilibre des corps élastiques : si I'on pose

d di _ dw

(7) N=€(9+2d7i)’ N‘=E(G+Qé)’ 1\,:5(94.25),
dw do du dw _ dv du\
T-e(fF+q) T=e(Ee ) nec(@rE)

les équations (1) peuvent s'écrire ainsi :

‘AN | dT, | dT, g (d
S dzx I dy dz J dr: X)’ v
4T,  dN, . dT _ o (d%
(8) )T,, +5 &= d (——d,, — Y) ’
AT,  dT , dN, dw
] (th Z)-

Les groupes de fonctions [N, To, T.], [Tsy Ny, T, [T, T, N,], re-
présentent les projections sur les trois axes des tractions ou pressions,
obliques en général, qui sollicitent trois éléments plans se coupant
en m, et paralléles aux plans coordonnés; le premier groupe.est re-
latif 4 V’élément plan perpendiculaire aux x, le second aux y, le troi-
sieme aux z. N, N,, N,, sont les composantes de ces forces normales
aux plans sollicités; T, T, , T,, donnent leurs six composantes tangen-
tielles, lesquelles sont égales deux & deux. v

Si ’'on désigne par N, N,, N,, T', T, T,, les composantes nor-
males et tangentielles des tractions ou pressions exercées au meme
6

Tome VI — Feveier 1841
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point /n, sur trois autres éléments plans, paralléles 2 de nouveaux plans
coordonnés rectangulaires; [m,, m,, my], [n,, n,, 1)y [Pas poy psls
représentant les cosinus des angles que les nouveaux axes des x, r, %,
font avec ceux des x, J» %, ces nouvelles composantes sont liées aux
premieresN, N,, N,, T, T,, T,, par les six formules suivantes :

N =m? N4+m]N, ~+m N, +2m, m3T + 2mym. T, + am, m,T,,
Ni=nr*N4nlN,+ 7y N, +2n, m3 T + 2n3n, T, +2n, 2, T,,
No=pIN+piN,+p? N, +2p, ps T + 2p3p: T, +2p, p, Ta;
T' = .p N+ 2,p, N, + n3psNy +(r, p3 + n3 p) T + (n3 p, +ap3) T+ (e p, +r,p,)T,,
T =pmN “+pam Ny +psmaN, +(p,m3 -+ pam,) T+ (psm, +p:m3) T+ (pom, ~+pom,)T,,
T, = m2,N 4+ mn,N, + mznsN, + (mares 4 m3n,)T +(m3n, “tm,n3) T+ (m.n, 4+ m,n,)T,.

Les neuf cosinus (m,, m,, my)y (myy gy n5), (pyy Pas Ps), sont
d’ailleurs liés entre eux par les six formules connues.

Toutes les équations contenues dans les § I et1l, représentent, i
Paide des coordonnées rectilignes, toutes les lois du mouvement vi-
bratoire et de Péquilibre intérieur d’un corps solide, homogene et
d’élasticité constante. 1 s’agit, dans ce Mémoire, d’exprimer les mémes
lois 4 Paide d’un systeme de coordonnées curvilignes. Cette trans-
formation exige Pemploi des formules différentielles que doivent véri-
fier les paramétres des trois systémes conjugués de surfaces orthogo-
nales. Ces formules sont établies dans le Mémoire sur les coordonnées
curvilignes, qui fait partie du tome V de ce Journal, et auquel se rap-
portent tous les renvois accompagnés de la lettre M.

§ 111
- Déplacements normaux aux surfaces conjuguées.

Il s’agit wmaintenant de transformer en coordonnées curvilignes ¢,

p1y P3y les équations qui représentent les petits mouvements et I'équi-
libre intérieur d’un corps solide.

Les normales aux surfaces P> P15 P2y qui se coupent en m, font avec
les axes rectilignes des Y %, des angles dont les cosinus sont

li idp v dp 1 de, 1 dp, 1 dp, tdo, 1dp, AW
hdz? h@’ ;‘Tz y h_.Zz—’ E;}‘: ETE ’ F,—’ 5:77 Ez ’

oy
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st donc I'on désigne par R, R, R,, les projections du déplacement de
la molécnle m sur ces trois normales, on aura

- RdP Bx d(’[ Rz dP:

‘“ = F&atne T

= Rdy | R,dp. | R,dp,
1 / = — .t — — —_ 7
\10) v hdy T hodr Tk ody’
R dP .Rx dPx Rz dP:

w = —_ = 7

h dz k., dz k., dz’

Ces valeurs de u, v, w, étant différentiées puis substituées dans
I’équation (2) donnent, en se servant des formules (8) M,

dE de dEi

) A ke h, | R R, R,
(rr) 6=4&* *dp—'f'k??ﬁ""‘hg7}:+Z‘A2P+IA2P4+EA2927

et en éliminant Ayp, Ayp,, Agp,, 4 l'aide des formules (24)M,

§=hhh, \ =+ 24 2/,

dp . dp,
dRA dR,A, dR,h, I dhh,h, dhh,h, dhh h, .
b’ = &% T @ ta T ;.,;.,( o M+ Rk = R“h’)’

dR dR, dR,

h dk, k dk, h,dh, h . dh h,dh h,dh,
- (a+i7) R GE+im)h-Garip)n.

Dans ces différentes formes de la valeur de 6, ou de la dilatation , on
doit regarder R, R,, R,, comme représentant des fonctions inconnues
de s, gy, paetz; b, k., hy, comme des fonctions données de £y Py Pa-

§ 1V.
Pressions qui sollicitent les surfaces orthogonales.

Soient représentées par A, A,, A,, 7, 1,, 7,, les composantes nor-
males et tangentielles des tractions exercées sur trois éléments plans,
tangents en m aux trois surfaces conjuguées; pour déduire ces compo-
santes des équations (g), il faut y substitugr a (my, my, my), (n,, nyy ny),

6..
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(P1y Pas Ps), les cosinus des angles que les normales aux surfaces e,
P11 P2, font avec les axes des x, y, z,eta N, N,, N,, T, T,, T,, leurs
valeurs (7) en u, ¢, w; ce qui donne pour A, par exemple,

A —6 dudp dudpy = dudp dp (dv dp dv dp doip dp dwdp d_wd_ﬁ+l_lv_l}i,’«)
- =0+ 5| e oy Vtza)tY o\t se T an) te\catnn a0

ou plus simplement, d’apreés les formules (8) M,

A du dp dv dp dw dp
——e+2(t$dx+d9dy dP;z}'

Si maintenant on différentie par rapport a p les équations (10), et

d d
qu’on ajoute les trois résultats respectivement multipliés par ~ b B &

2’ dy’ dz’
les formules (2) M et (13) M donneront définitivement
a2
dudp  dodp  dwdp _ ., diR  h'dh R, hldiR,
dp dx dp dy dp dz dp de B h dp, h, h dp, hy

. . . A .
ce qui donne, par des transformations faciles, pour — et par suite

A, A,
e e
pour —, —, les valeurs

A

N dp, +

. dR, s dhy h dh, dR, kA, dh, dh, dh,
(12) {5 =ora (W G—3 gip G )= 2 [ i (@ mh o+ o) |

A,

s

dR. h dh h, dh, dR,A dh dh, dh :
—0 l;,—l———-—'n——-~—ll.)=6+ _'_’__( 'R 2 nz.,+_’n,;.,)].
+2( A 2 @ dp “dp, dp,

dR A, dh hy dh dRhk 1 (dh Lk )J
= bl i L L W a8 % R R4,
9+z(la % th‘R hdﬁn.) 9+2[ ( M+ ey P
h, di

Si on les ajoute, on trouve, en ayant égard i la troisiéme des
formes (11) bis de6: A 4+ A, + A, = 59, comme cela devait étre
d’apreés un théoréme connu.

Les mémes substitutions étant faites dans la derniére des formules (g},

on trouve, en simplifiant les résultats d’apreés les formules (8) M,

Ta
€

i (ﬂﬁ dadp, dw dp,) h, (du dp dv dp  dw dp) .
3 i

ez tal, V4 m izt T s

. P ‘e i SRR s
e N . Gl e 1
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or les équations (10) étant différentiées successivement par rapport i
p et p, , les formules (2) M, et (12) M, donnent, toute réduction faite,

R,
a1
du_dp, de dp, dw dp, B2 2, k*dhk R dr. R,
do.dx ' dpdy T dp dz 'l dp h odp, h Vde k)
IIR
du dp dv dp dwde Ao 3 A dk R ha dh, R,
do, dz dp, dy dp, dz dp, + dp, h h, dp b,

\ . Ta . Ty T
De la résulte, pour -, et par suite pour—, -
, pour -, et p pour=:, -,

[ dR, dR, ., dk, h, dh, LdBA, o, dR.A,
=h g dP +hag dp + i o, A e h,(b‘ dp, ails p, )
h, dh k dh, i dRA dR,hA,
13) (= “’dp B n Lt +72r—R “+ 5 Rz—— h(h§—+h2 T)’
. dp., b dh, lz, dh dR.h, |, dRA
T=h b i g i g =g (S )

Si les surfaces conjuguées p, p,, p,, étaient encore des plans ortho-
gonaux, leurs parametres différentiels du second ordre %, %,, #,,
seraient invariables, et pourraient toujours étre ramenés a avoir |’unité
pour valeur commune; les équations (10), (12), (13), donneraient alors,
pour la dilatation et pour les composantes des tractions exercées sur
des éléments plans paralleles aux nouveaux plans coordonnés, des ex-
pressions en tout semblables a (2) et (7).

§ V.
Relations entre les pressions et les courbures des surfaces sollicitées.

Les forces normales et tangentielles, qui sollicitent les surfaces or-
thogonales, peuvent facilement s’exprimer par les variations des dépla-
cements normaux, et par les courbures de ces surfaces; de telle sorte
que les parametres différentiels du premier ordre disparaissant, ces
expressions se prétent alors facilement 4 une interprétation géomsé-
trique. En effet, la troisieme des formes (11) bis, et les valeurs (12)
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et (13), rapprochées des formules (6)M , donnent immédiatement

, dR dR, dR, 1 1 1 1 1 1 .
e e R LY

2 2 c [
A dR R, R, :
L=+ (F-t-D),
A, dR, R, R
T (E-T-0)
A, dR, R R,
(l[]; ¢ ‘!— = e -+ (ds,_;:—;)’
+ _ dR, dR, R, R,
s T w Tttt o
r _ dR dR, , R R,
e L N el
- _ dR, dR R, R
n & T e

Ces nouvelles valeurs font voir clairement Pinfluence que les cour-
bures des surfaces conjuguées peuvent avoir sur les tractions qui les
sollicitent. Il sera facile de les énoncer en lois, dans un langage géo-
métrique, en ayant recours aux définitions et aux principes établis au
§ V1M, seconde partie).

§ VI

Equations transformées du mouvement des solides élastiques , rappor-
tées aux pressions.

Les trois équations des petits mouvements intérieurs du corps solide,
prises sous la forme (8), et qui sonten N, N,,N,, T, T,, T,, doivent
étre exprimées en A, A,, A,, 7, 7, 7,, pour étre rapportées aux coor-
données curvilignes. Pour opérer cette transformation, il faut faire
nsage des équations (g), qui donnent facilement
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L T fd\? 1 (dp.\? WA 2 dp, dp, 2 dp.dp 2 dp dp,
X —'T'(dm> At E dx) S E) At ihdede Thhdzr &z Rk dzdz TV
_tfdp\* 1 [dp,\? WCAY 2 dp.dpy 2 dp,dp 2 dp dp,
N'_F(d_r> A+h_i(dy) Atii\ay hdr dy " hhdy &7 R drdy
1 (de\? 1 [dp,\? 1 [do)\? 2 dp dp, 2 dp, dp 2 dp (lp,
N>= E(z) “;T:(—,) A'+h—;(dz> At md T ik adk T
v ds daA t dp, dp, 1 dp,dp,
G E Ty st R &
( decdp,  dp, dp,\ = de.dp  dp, dr dp dp, dpdp,) T,
{15) @ % O bauilhad s s 0 WS
C +(dy &t &l )in etz i\ @ i
1 dpdp v dp, dp, 1 dp, dp,
=z trz zr nEa™
dp. dp, dp, dp, T dp, dp dp, dr dp, d> d:, T
e tamd)ih T\ i) Zdz dr dz ) Wk,
_ldpdp ldpdp. +-l—d—P’-$A
T dxdy | hidz dy hide dy "

dp,dp, dp,dp,\ T drz,dp dp, dp de dp,  de dp, )
+(ZE;+EE i\ oy )i +(;dey+dy¢z W,

et substituer ces valeurs dans les équations (8). 1l suffit de faire ces
substitutions dans la premiere de ces équations. Dans le résultat, les
termes en A donnent , d’apres les formules (8) M,

Add A Adkd A
/L’d.r'dx+ A d.:c'dy+ h*dz' dz B /oztlx+£_diA . .
dr dy dz dp Ry dx =20
dp

. . d. : . . .
ou, en substltuant, al,pet —d—;f , leurs valeurs (24) M et (14 bis) M, puis
dp, dp‘ '

mettant d v 720 7 o facteurs communs, et réduisant :

A
kb hhdp ;Aﬁiid_p_, A dh dp,

h dp, dx h dp, dx

T.estermes en A, et A, deviennent’ pareillement

d— A,
hoh -t h,h d(zx A, dh, do, | A, dhdp
dp h, dpz dx h, dp d.t:J
A,

b, e sy Al do | Ay dhyde)
' “dp, dz 'k, dp dz ' h,dp, dx
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Ies termes en 7 donnent, d’aprés les formules (8) M

T 7 do; dp,"

S =z ot i
; +’!:d,“h, dp, N hldhh ey v (4. L dr>'
h h 2. » dP; + h , th l+ ] dP d.l‘ ]Z }l dP: dPl k4

ou, en observant que la derniére parenthése est nulle, d’apreés les for-
mules (g) M, substituant & A,p,, A,p,, leurs valeurs (24) M, et rédui-

sant: _
T T
d — d ——
ki3 do, A d,
hh,h, ( T2 * E)

Les termes en 7, et 7, deviennent pareillement

d =25 )
kR dp, hZ dp )
hk"”( 4 Azt g dp, dz /]’

T, T
d —- d ——
hh> dp Rk} dp,
hhh, ( &, dz ! do dz /'’

Si I'on réunit maintenant tous ces termes, que I'on pose

Fdp F.dp,  F.dp,

X =&tz id

¥, F,, F,, étant les composantes de la force accélératrice sur les nor-

males aux surfaces p, p,, g,, et qu'enfin I'on prenne pour x sa va-
leur (10), on trouve, pour la premiére des équations (8), en mettant

do ds
- dﬁ —en facteurs communs :

de’ de? dx
[ A 7, 5 7]
" h “hiks A d}T,Iz_’_d/;,hz Adh,  Adh, (o 4R\ |
| T T ) TR T R\ T ) | &
[~ A T T 7]
il LI ML
.. ik i Sy Wy L Aadh Ak 3 dR) e,
-+ _lz dFl -+ [33Y -dP, -+ dP h, dPx Z dP; }ll 1 di s ] 7.7‘
A T T > T
2 T d___
N dor ", vy hh;)+A dh Adh,_'_) g PR e
-+ Lll. dp, -+ 1fé3 dp -+ dP] » A dF: ll, 7 _J —;: = 0.
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Les mémes substitutions, faites dans les deux autres équations (8).
donneraient évidemment le méme résultat , avec cette différence qu’au
do dp. dp dp. dp, dp deo dps,
4o’ dn a0 OD AWraity, o5, o AR AP
d’oui il sera facile de conclure que les parenthéses qui multiplient ces
facteurs doivent étre nulles.

lieu des facteurs et ensiite —

On a donc, pour représenter les petits mouvements intérieurs d’un
corps solide, a 1'aide d’'un systéme de coordonnées curvilignes, les
trois équations

d A d T, T,
wp s Bkt kR LAk A,dh, &, __ddR
" o dp, + do, ke dp Ry dr  h hode’
A, d z 2.5
(16) by RE: IR} A,dh,  AdR O Sd*R,
* ‘ h2 —_ — raye v 3 7 17=7 "5
o~ Bl \ = = R RS T R
A T T
2 d=r g
dhh, Ak +d hh§> A di A, dh, 3 & d*R,
b & Ta hod, T hode, TRy R de

ou, en développant et multipliant respectwemem ces trois équations

par bk, k,, Ry,

dA dr, a'rI h dh, h dh
2@1}: +Ii1d_lz, hydh lz,dh, SR
+ hdp, ' h,dp, 2721@_'_;.@; Tt de’
dr, , dA, dr hy dh, hodh
b by O F =20 T A A+ 25 (4, g
(lﬁbis) dp Y dp, de, k, dp, % dp,
’ 21;,:11;, +lz,dh 4 hdh, hdh, d“dzn,
T\ ha ) T g "‘F,Tp)”"‘ s
dr dr dA hodh hydh
e b, g e s, Ba@lsn
3 p +Il'dp,+ : 70, +4.F, = 7 . (A, —A)+ W, {A.—A,)

(A Bdh, hodh, . dh 4R,
\ nd T ha) g )

Si I'on élimine les parametres, a I'aide des formules (b) M, ces équa-
tions prennent la forme suivante :

Tome VI. — Fevaier 1841. 7
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dA  dr dr T 1 2 1 2 1 d*R
T2 TR Ay — (A Z(A — el —t— 7+ —
d3+dsl -4-(‘va +&F __%(A A,)-I—c’(A A’)+(c+7,)“+( +c,)7

dr, dA, dr

|0 F = (Ar—A,) + —(A—A )+ (241 +')r+d‘ ALY
— ——— — — — — — —_ — 17T - - 2 3
dx—i—dsl—i—ds:-f— . ,__h( ' ,)+c( . -+ Pala i P ar
dr, dr dA 1 i

P AF oA IA A+n | +2+'>r+3‘dR’
- —_ froad —_ — —_— —_ — )7 —_ -— . .
r +ds,+ds,+ . (A, )+c,( a—A;) c+»y ’

2 = —
b4 2 I 2

§ VII

Equations du mouvement des solides élastiques en coordonnées
curvilignes.

Pour obtenir les trois équations générales en R, R, et R, seulement,
il faudrait substituer, dans les équations (16), les valeurs (12) et (13)

de A, A,,A,,1,7,, 7,; mais il est plus simple de transformer directe-
ment les équations (5).

SiI'on pose, pour simplifier, -

du  do dw du dv  dw
(18) @—E=W’ a—z—- y d—z_d—]'_U’
ces équations (5) prennent la forme suivante :
@ AW AV Sy dw)
de " dy T dg . ) — 77

db dU dW é d
(19) 3:Tf+E_Tx+I(Y_F)=°’

db dVv dU ) d*w
.3£+Tz—ﬁ+:(z—7ﬂ‘)=°-

Or les valeurs (10) donnent facilement, par des différentiations dans

R R, R, i
lesquelles on regarde 70 %,’ j» comme fonctions de g, p,, p, :

R, R, R R.
wed_d (5 % dpds, A% ) dade  dedo
Tdy dz \d, &,/ \&ydz dzrdy do,  dp /\dydz~ dzdy

R R
+ B "k )(dodo, dpdp,
d &,/ \dydzr dzdy )’
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ou, en éliminant les secondes parenthéses de chaque terme, a I'aide des
formules (4) M:

R, R, R R, R, R
R g A R n,
W~h,b2 d ky ko )d Rk d h d h2>dp, /Lk,(d lz, d /z)rlp

W\ de )& W \E @ &R\

Les fonctions V-et U s'obtiennent de la méme maniére, et sil’on pose

R, R, R R, R, R

d>2 g P S
RN O N B Y “%ion) . om(%E dh)__
(20) de de. ) T R N\dm & )T B\ & dn )

on aura

dp dp, dp,

U = d—.i -+ r, E; -+ Iy E,
_ % dp, dps
V=r @ -+ r, !T}’_ -+ r, E}T’
_ dp dp, dp,’
W._‘rE+ r,—c?;+r29;,

d’ou 'on conclura, comme ci-dessus ,

dU dV__hik, (dr, dr\de h) (dr dr, dp, dr, dr\ dp,
- dz 71: /z,

dy dz k \do, d,) dz dp, d¢) da o dr) d

Sil'on substitue cette derniére expression dans la troisiéme des équa-
db dp db dp, db dp,)
. 1

df
tions (19g), en yremplacant en outre 7, par ( A A Al i i >

F, dp,
Z par (7,17"';7 =T

5 d0 | b (dr, dr, > (g 4R\ dr

Y7 \g " &)Tad\ — )|

dé ki (dr, dr J d*R.\'] dp,

+[3dﬁx+ﬁx (dp d_f'z)"_I(F‘— dr* ) &
Al hh (dr P (p._ RN _
+[ d—i‘;+hz Z T & +I 2 o = 0

d’ou il est facile de conclure, comme au § VI, que les trois équations

7--

F, dp,

W 4 ), et u par sa valeur (10), on obtient
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transformées sont

do dr, dr, dn _ &dR

S kg + kb (d—p,—z;:)+:F = &

ds dr, dr ) &d*R,

(21) [’ b+ b (= F) I = 0
o dr  dr, ¢ ddR,

3 hy Z hh, <dp, T & ) o= o

ou bien, en y substituanta r, r,, r,, leurs valeurs (20),

R R, R, R
dh,h( % d}f s . 3
3 /zde_'__h,'ﬁg_W Tk, \dp  dp,/ & (dR
hih,dp ds, - dp, ek \ dir )
/ R, R R. R,
(22) d”_"‘ d_h_i_(j dh"'h’ dz_(l_z_:>
3 h, db hy dp dp, h dp, dp,/ _ & [d'R; F
ke, - dp - &, =hA\de )
R R R R,
2 i - d=
St % 9 St % h,)
3t a8 R \dp, dp, Fe \dp, dv ) _ & (d'R, r
" Fhdp, T . - 2 =R\ der )

Ces trois équations, respectivement différentiées en p, p,, p,, puis
ajoutées, donnent

h db h, d hy di F F, F,
N DLt I A ] S “m)]_ ddu
(2 ) i d ' dp, + dp, 3\ dp dp, + dp, T 3¢dr?

ou, d’apres la formule (25) M,

F F, F,

d— d d -2
/ 34 b, = hh hh, ) _ d
(24) F A8 + hh.hg( PP N L df’:) =

équation qui n’est autre que (6).

' ' 1 v ' [ ' N R RN R L TRR s SR L TR AN IR
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§ VIIL.

Equations de Uéquilibre des solides élastiques , en coordonnées
curvilignes.

Lorsque le corps solide est intérieurement en équilibre, les déplace-
ments normaux R, R,, R,, ne doivent pas contenir le temps; on ob-

tiendra donc les équations générales de cet équilibre, en annulant les
d’R d?R d?R . , .
termes en ——, —==, —=*, dans les équations (16), (17) ou (22), qui

deviennent alors

4 A g 'r,
WA "'h’-q-hhh hh? hh? A dh, A,dh2+3‘ .
1fé2 P 1z dPl -+ sz +l2, dP 11—27P P =0,
d A, T2 d 7,
{25) wb ok b rAR ) A,dh, A dh L0
" T, 2\, ) T hd, Thdp R T
L hhh o O3 Adh Al ¢ p _
hh, &, MR\ T ST &, "k, ﬁpz+lzzF‘ o

d’apreés les formules (16) ; ou bien

dA dr, dr, A—A, A —A, 2 i 2 1
— =+ +IF= + +Hl =)+ += ),
ds ds, ds, Y Ca c £ Y C,
. dr, dA;, dr A—A, A, —A 2 i ) 1

‘ T, Thr , O — T — 2o 2

kﬁb) ds + ds, +d5: +J‘.F! Ya + 4 + Cx +'72 Tt k4 +C,>71 ’
dr, d dA, A,—A A,—A, 2 1
L T T aF= R (2 e (24 ),
ds ds, ds, 1'% c, €y Y Y2 ¢

d’apres celles (17); on a encore

34 Z—iﬂ-h,h,_ A d;;z ®/ ifl)p, i Ja—?F —o,
) s d_%_”_’z h.@(%_d%

7 3/1,3_:+lz,/zL ks "’;5 d/ _ _h ff.;; dp, j B
| P G dﬂ(d% =

3k, 5%4—1;&, A d;;} T "“;;P i J—i—;\h_m
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d’apres les équations (22). L’'un ou I'autre de ces groupes, dans les-
quels il faut supposer A, A,, A,, 7, 1,, 14, 0, remplacés par les expres-
sions (11), (12) et (13) ou (14), peut représenter I'état d’équilibre du
corps solide rapporté i des coordonnées curvilignes quelconques. 11
est aisé de voir que ces groupes reprennent les formes ordinaires (8)
ou(5), lorsque les surfaces coordonnées sont des plans paralléles et
orthogonaux.

§ IX.
Cas simple dune compression uniforme.

Pour vérifier les équations trouvées dans un cas simple, faisons
abstraction de la force accélératrice, et supposons que tous les points
matériels du corps solide se rapprochent d’'un méme point, pris pour
origine des x, y, z, de quantités proportionnelles aux distances qui
les en séparent, sur les droites mémes qui mesurent ces distances; ce
sera le cas physique d’une contraction uniforme dans tous les sens,
opérée par un fluide comprimé, qui entourerait le solide. L’équilibre
existera encore dans ce nouvel état du corps, si les équations du pa-
ragraphe précédent sont identiquement satisfaites par les valeurs de
R, R,, R,, déduites de I’hypothése posée.

Soient yx*+ y? + 2* = rla distance qui sépare la molécule 1 de
Iorigine des x, y, z, avant la compression ; et (— ar) la quantité dont
cette méme molécule se trouve rapprochée de la méme origine, sur la
droite r, quand la compression est opérée et I'équilibre rétabli inté-
rieurement. On aura évidemment, pour les composantes de ce dépla-
cement,

R=-i(eLrrE+eF)
8 R=— i +r e ®),
et 'on doit supposer ici que x, y, z,dd_f;, %’._.’ A, h,., h,, sont des

fonctions connues de g, g,, p,-
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La valeur de ¢ [seconde forme du groupe (11) bis], ayant recu les
valeurs (28) de R, R, , R;, si 'on développe le résultat, en y rem-

plagant les coefficients différentiels de x, Yy %, €D p, p,, p,y, et
d% g%

d. d. , 1 - .
-d—: , _2;1: s+« - par les valeurs déduites des formules (11)M et (14) bisM,

on trouve facilement, toute réduction faite,
(29) ¢ = — 3a,
résultat prévu. La valeur de 7 (31) devient

dp, dp,  dp, dp, dp,  do,
” d(xﬂ—ky@—l—zz d za—f—yE—i—zz
h? —- Al 5

o ,T’zz ‘ dPx : sz

T =

or la parenthése développée devient, d’apres le groupe (5)M,

doo i dry e Ao
d. d. d d: d d:
2\ Mgy )y \m - B )+ Vgt

. .
42 (__di do, do, d) ,

dz dr " dydy " dz dz

et tous les termes disparaissent d’eux-mémes, d’aprés les formules

(2)M et (g)M; ainsit=o0. On arrive 4 la méme conclusion pour , etz,.

Donc, dans le cas actuel , les forces tangentielles sont partout nulles,

quel que soit le systeme de coordonnées curvilignes adopté. La valeur

de A (12) devient

dp dp dp

d( £+‘72}+zd_z> 1 xdp dp zrlp dh

dp h\ dx )’;; dz ) dp

1{ dp, dp,+zdp, dh 1 dp,+ rllsz+ dp,\dh
X ‘"E_H'E dz ]dp, R 'rdx ydy zdz :z'p—,

A=—3a—2a

\ , dvr dy dz
d’ou, développant, et remplacant & 2%’ o
puis remarquant que les termes en x, en y, en z, sont nuls d’eux-
mémes d’apres les formules (11)M, on trouve simplement

par leurs valeurs (5)M,

(30) A= — b5ae= — P.
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On auraitaussi A, = A, = — 5a¢; c'est-a-dire que la pression est
constante, et la méme dans tous les sens, pour le corps entier.

Les valeurs de 8, A, A,, A,, 7,71,, 7,, étant maintenant connues,
~ on peut vérifier si elles satisfont aux équations générales de 1’équi-
libre (25), dans lesquelles il faut supprimer F, F,, F,. Or la premiére
de ces équations devient, par ces substitutions,

1
Iz, : v dhy, 1dh, )
(” " thaH d—,,> =
et est identique. Ainsi le groupe (25) est identiquement satisfait. Les

valeurs (28), données aux déplacements, correspondent donc a2 un
état d’équilibre.

§ X.
Formule entre des intégrales définies, déduite du cas de la compression.

Le cas qui vient d’étre traité conduit a une conséquence analytique
remarquable. Supposons que les surfaces p soient toutes fermées, et
considérons 1'une d’elles en particulier; le phénoméne de la contrac-
tion fera rapprocher tous ses points matériels de Yorigine des x, y, z,
que nous supposerons située dans l'intérieur de cette enveloppe; on
aura évidemment ’espace parcouru et abandonné 4 Pextérieur, lors de
ce déplacement général, en intégrant la différentielle (— Rds,ds,), et
étendant I'intégrale a toutes les valeurs des parameétres p, et p, ; mais
ce méme espace doit étre égal a la compression cubique constante (—6)
multipliée par le volume enveloppé V = [ f fdsdsds,; V'intégrale
triple qui précéde étant étendue a toutes les valeurs de p, et g,, et aux
valeurs du paramétre p inférieures a celle de la surface considérée.

Ainsi 'on devra avoir, en substituant a ds, ds,, ds, leurs valeurs

R TR
commun «,

ff f_ —'Z;"’f- )dp,dp,_sv 3 [ [ S,

('—1‘—’z i ‘ﬁ), a R et § celles (28) et (29), et supprimant le facteur
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: . dp do ds
équation dans laquelle on suppose (.x' e i 4 p + 2z ) eth,h,, h,,

exprimées en fonction de g, p, , pa. [ ¥ai donné une application de la
formule (31), dans ce Journal, cahier de novembre 1838. ]

§ XI.

Condition des surfaces isostatiques , et variation des tractions
principales.

Iéquilibre intérieur d’un corps solide étant maintenant exprime
en coordonuées curvilignes quelconques, par les équations des § 111,
1V, V et VIII, il est facile de trouver les lois qui régissent les variations
de grandeur et de direction des tractions ou des pressions principales.
Les surfaces isostatiques, orthogonales entre elles, sur lesquelles
s'exercent les tractions principales, et qui ont été suffisamment défi-
nies dans introduction , jouissent de la propriété de n’étre sollicitées
par aucune force tangentielle. 11 suit de Ja que le systeme coordonné
des paragraphes cités, ne sera autre que celui des surfaces isostatiques,
si 'on exprime que les composantes tangentielles (1 3) ou (14) sont
nulles dans toute I’étendue du corps.

Ainsi les trois équations

dR,A dR,h
9 22 2 oy
hl dPx 2 sz =0,
dRh dR,h
‘ it 2 T 2 2z
._3‘2; ]l2 an -+ h _dF o,
dR,A dRh
g Y 2 —_
h ar h} Z =
d’apres les valeurs (13); ou celles-ci
dR,  dR, R, R._
ds, ds, | ¥a | & o
, dR | dR, | R , R, _
(33) Tt T, T T
dR,  dR R, R _
—d?+d—s, +; + - =0,

Tome V. — Fevarer 1841,
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"apres les valeurs (14), renferment les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’un systéme de surfaces orthogonales soit un systeme
isostatique. Elles expriment les relations qui doivent alors exister entre
les déplacements normaux et les courbures des surfaces.

Lorsque le corps solide est rapporté a des surfaces isostatiques , les
équations qui expriment son équilibre intérieur se simplifient; en effet,
si 'on pose v = 7, =1, = o, dans le groupe (25), on obtient pour
ces équations

dA k dh, k dh,
‘k 4 +o.F =,;£(A —Aa)+,:7,,;(A —A,),
. dA, h, dh, h, dh
(34) ‘(YP_, +&.F' :EE(A'—Aa)-F‘Zd‘:(A‘—A)’
dA, hy dh k, dh,

ou bien , d’aprés les formules ()M,

dA A —A, A A,

&R == e,

dA, _A—A, A —A

(35) & TOR ===l
dA, X A, —A  A,—A,

( d-s:+d\.];2:m'~——+ c .

Ces relations expriment de quelle maniére doit varier la traction
principale exercée sur une surface isostatique , lorsqu’en suivant sa
direction on passe a une autre surface 1sostatique, infiniment voisine
de la premiére. Si, faisant abstraction de la force accélératrice, on
adopte les définitions que ’ai établies (§ V, M, deuxiéme partie), la loi
unique , donnée par les équations (35), pourra s’énoncer ains;j :

Dans un corps solide , en équilibre intérieurement , chague traction
principale éprouve , suivant sa direction méme , une variation qui est
egale i la somme de ses excés sur les deux augres tractions principales,
respectivement multipliées par les courbures correspondantes de la sur-
Jace sollicitée.

Telle est la loi générale qui régit les variations de grandeur des trac-
tions principales. Quant a la loi unique , donnée par les équations (33),
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elle régit en quelque sorte les variations de direction de ces forces,
puisqu’elle détermine les formes des surfaces isostatiques.

§ XI1.
Cas simple d’'un deplacement géneral par translation.

Les équations (32) sont identiquement satisfaites, d’apres les for-
mules (9)M, lorsque I'on prend pour R, R, , R,, les valeurs

a dp b do c dr

R=rmtiztiz

___adp, b dp, ¢ dp,

(36) k= ethngtTha
Ry,=2%y b, o &

Z;% h, dy h, dz’

Les forces tangentielles sont donc nulles d’elles-mémes. Mais il est aisé
de voir que les déplacements moléculaires donnés par les équations(36)
sont tous égaux et paralléles, puisqu’ils ont tous pour projections sur
les axes des x , 7, z, les constantes @, b, ¢; d’ou il suit que le corps
n’éprouve alors qu'un mouvement de translation; les forces tangen-
tielles devaient donc étre nulles dans ce cas. Tl doit d’ailleurs en étre
de méme des tractions normales aux surfaces conjuguées; et en effet, si
I'on substitue les valeurs (36) dans les expressions (12) de A, A, A,,
on trouve qu’elles se réduisent 4 zéro, d’apres les formules (11)M,
ainsi que ¢ [ seconde formule (11) bis]. Les équations générales de I'é-
quilibre (27) sont en outre satisfaites par les valeurs (36), quand on
néglige les forces accélératrices; car § est nul, et les expressions

R R R R R R
22 s 2 g s
dh, dh, dlz dh, dlz, h
dp.  dp, /)’ \dp. d /)’ \do  di/)

se réduisent aussi 4 zéro , d’aprés les formules (7) M.

On verrait, tout aussi facilement, que les valeurs de R, R,, R,,
exprimées en coordonnées curvilignes, qui correspondraient 4 un
mouvement général de rotation du corps solide autour d'un méme
axe fixe, donnent zéro pour la dilatation (11), pour les tractions nor-

8..
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males (12), pour les forces tangentielles (13), et vérifient les équations
d’équilibre (27). Ces deux cas simples, ainsi que celui qui est traité au
§ IX, dont les résultats étaient connus d’avance, constatent la réalité
de toutes nos formules.

Les nouvelles équations de P'équilibre intérieur d’'un corps solide ,
contenues dans ce Mémoire, sont les seules dont on puisse faire usage
pour aborder un probleme général, fécond en applications, et dont
voici I’énoncé :

Déterminer les jforces qui doivent solliciter un corps solide , découpe
par un systéeme donné de surfaces orthogonales, pour que ce systéme
soit isostatique.

La solution de ce probléme consistera a chercher des fonctions
R, Ry, R;, des coordonnées curvilignes données, qui satisfassent a la
fois aux équations (32) et (27); ces valeurs étant ensuite substituées
dans les équations (12), donneront les tractions ou les pressions prin-
cipales en chaque point du corps solide, et par suite les forces qui
doivent solliciter sa surface.



