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MÉMOIRE 

SUR 

QUELQUES PROPOSITIONS GÉNÉRALES DE GÉOMÉTRIE 

ET 

SUR LA THÉORIE DE L'ÉLIMINATION DANS LES ÉQUATIONS ALGEBRIQUES J 

PAR J. LIOUVILLE. 

(Présenté à l'Académie des Sciences le août 184· [*].) 

I. 

1. En considérant la série complète des tangentes que l'on peut 
mener à une courbe géométrique parallèlement à une droite donnée, 
on trouve que le centre des moyennes distances des points de con-
tact de ces tangentes avec la courbe est indépendant de la direction 
commune des tangentes, c'est-à-dire reste fixe lorsqu'on incline à la 
fois toutes les tangentes sans altérer leur parallélisme. De même si l'on 
considère la série complète des plans tangents que l'on peut mener à 
une surface géométrique parallèlement à un plan donné, on trouve que 
le centre des moyennes distances des points de contact de ces plans 
tangents avec la surface est indépendant de la direction commune des 
plans tangents. Il faut dans cet énoncé tenir compte de tous les points 
de contact réels ou imaginaires, situés à une distance finie ou infinie ; 
il faut aussi compter deux fois, trois fois, .. . tout point qui résulte de 
la réunion de deux , de trois, .. . points en un seul. C'est ce que nous 

[*] Comptes rendus, tome XIII, page ^11. —Les principaux résultats avaient ele 
communiqués antérieurement à la Société philomatique (séance du 10 juillet 1841). 
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ferons toujours dans ce Mémoire, et ce dont nous avertissons une fois 
pour toutes. II y a peut-être quelques inconvénients, mais il y a aussi 
dans certaines théories, et en particulier dans celle qui nous occupe, 
de grands avantages à introduire ainsi dans la Géométrie le langage de 
l'algèbre. En cela du reste nous suivons l'exemple de M. Poncelet et 
de la plupart des auteurs auxquels la Géométrie est redevable des im-
menses progrès qu'elle a faits dans ces derniers temps. 

2. Grace aux méthodes élégantes et fécondes dont s'est enrichie la 
science, les deux théorèmes précédents se présentent d'eux-mêmes 
comme une déduction naturelle, nécessaire, presque immédiate, d'un 
théorème de Newton sur les diamètres des courbes. Après les avoir 
donnés dans son Aperçu historique, M, Chasles observe que leur 
existence entraîne celle de deux théorèmes d'algèbre dont la démons-
tration directe lui semble offrir des difficultés. En effet, si l'on repré-
sente par M (a?, jr) = ο l'équation d'une courbe géométrique, les points 
de contact de cette courbe avec une tangente parallèle à la droite dont 
l'équation est = αχ, devront satisfaire à la fois aux deux équations 

M = o, - ρ a-— = o; 

donc si la proposition de géométrie plane énoncée plus haut est 
exacte, il faut qu'en éliminant jr on trouve pour coefficient du se-
cond terme de l'équation finale en χ, mise sous la forme ordinaire 

xl -|-G.ri-1 -t- etc. = o, 

une quantité G indépendante de a. En vertu du théorème relatif aux 
surfaces, il faut de même qu'en éliminant^· et ζ entre les trois équa-
tions algébriques 

M(*,j,z) = o, = o, — = o, 

le coefficient du second terme dans l'équation ffnale en χ soit indépen-
dant de a et b. 
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5. C'est pour obtenir une démonstration directe de ces théorèmes 

relatifs à l'élimination, que j'ai d'abord entrepris mes recherches. 
Cette démonstration , je dois l'avouer, a été loin d'offrir les difficultés 
que semblait redouter M. Chasles : elle repose en effet sur des prin-
cipes très-simples et très-connus, mais dont on n'avait peut-être pas 
assez développé jusqu'ici les conséquences. En poursuivant mon tra-
vail , j'ai reconnu ensuite que les mêmes principes conduisent au beau 
théorème de M. Jacobi (*), exprimé par l'équation 

Σ y· (a> P) _0 

où le signe ̂  se rapporte à tous les couples (α , β ) de racines des 

deux équations algébriques simultanées ffa, β) = ο, F (a, β) = ο, 
et où C(a, β) désigne la fonction entière suivante 

dfdF HdJ_ 
dot d β d$ dot ' 

qui dépend de f et F, tandis que ψ, est une fonction entière quel-
conque de degré inférieur à C (α, β ). 

Ce théorème est compris comme cas particulier dans une équation 
remarquable , à laquelle je me suis trouvé conduit par mon analyse. 
Soient ffa·, f)t

 F (a?, , ψ fa, j) trois fonctions algébriques en-
tières de χ, y, et çp

(
 fa, f) une quatrième fonction entière, quelconque 

aussi, mais de degré inférieur à ψ : posons 

HH _ *1** _ ri-
dx dy dy dx ^ ' 

Hil. —<lldl= A (oc rV 
dx dy dy dx ^ ' J ' ' 

[*] Voyez le Mémoire intitulé ■ Tkeoremata nova algebraïca. (Journal de M. Crelle, 
tome XIV, page 281 ) Voir aussi le tome XV, page 3o6. 

44·· 
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nous aurons 

Σ  y.(«» β) _ γ y. (>. p) C(V, p) 

le signe sommatoire s'étendant dans le premier membre à tous les cou-
ples(a, |3)de racines des équations simultanées/(a, β) = ο, F(a,|3) = ο, 
et dans le second membre à tous les couples (λ, μ) de racines des équa-
tions simultanées F ( λ, μ) = o, <ρ(λ,μ) = ο. Le théorème de M. Jacobi 
répond au cas de ψ (χ, y) = C (.r, y). 

4. On arrive à des résultats semblables pour ( Î -t- ι ) polynômes 
j\x,y,. .z), F(x, j. [x,y... ζ), ψ (*,/... ζ) contenant Î let-
tres χ ,y, . . ., z. Désignons par D [x, y,. . . ., z) la résultante [*] du 
système 

df df df 
dxy dy dz ' 

rfF d F dT 
dx ' dy ' ' dz ' 

......................... 

dy dy dy 
dx9 dy ' ' dzf 

dans lequel la fonction ψ n'entre pas ; le mot résultante ayant ici la 
signification que Laplace lui a donnée quand il a démontré la règle 
générale par laquelle on résout les équations du premier degré. Soit 
A (x ? y, · ·. , z) ce que devient l'expression D (χ, y,.. ., z) lorsqu'on 
y remplace f par — ψ, en sorte que A (x,y,...,z) dépendra de 
F,.. ., φ, ψ, mais non plus de y. Soit enfin ψ, (a:, y,..., z) un nouveau 
polynome quelconque de degré inférieur à ψ. On aura 

Σ  ψ,(α, β,. ■ . ,f) __ , ,,ν) D (λ,ρ,. . .,») 

[*] Au lieu du mot résultante, les géomètres emploient souvent le mot déterminant. 
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ie signe ^ s'étendant dans le premier membre à tous les couples 

(se, β,..., y) de racines des équations simultanées 

/(α, β,. . y) = o, F(a,/3,. . .,7) = o,. . ψ (a, β,. .., y) = ο, 

et dans le second membre à tous les couples (λ, μ,.. ., ν) de racines des 
équations simultanées 

F(X, μ,. . .,ν) = o,. .φ(λ, μ,. . .,ν) = ο, ψ (λ, μ,. . ., ν) = ο. 

Si l'on prend en particulier 

Ψ(λτ, γ,.. ■ ,ζ) = D(.r, jr,. ,,,ζ), 
il vient 

Σ ·ψχ(«. p,- ■ ·,·/) __ 

ο. Toute cette théorie, comme on le verra dans mon Mémoire, 
repose sur une observation bien simple, savoir, que la somme des 
racines de l'équation finale, régulièrement obtenue, pour une in-
connue déterminée, par l'élimination des autres inconnues effectuée 
d'après la méthode des fonctions symétriques, dans un système quel-
conque d'équations algébriques, doit rester la même quelle que soit 
celle de ces équations qu'il nous plaît de choisir pour y substituer les 
racines que les autres fournissent. L'équation finale en χ résultant de 
l'élimination de y,··· ζ entre les équations algébriques M = o, 
Ν = o ,..., Ρ = o, Q = ο, peut en effet être obtenue soit en faisant 
le produit des valeurs que prend le polynome Q lorsqu'on y substitue 
les racines (y,. . . z) fournies par les équations M = ο , Ν = o,.. ., 
Ρ = o, soit en faisant le produit des valeurs que prend le polynome M 
lorsqu'on y substitue les racines (y,·.. z) fournies par les équations 

Ν = o,. . . Ρ = o, Q = o. De là, pour la sommera· des racines, 

deux expressions qui ne peuvent manquer d'être égales et se présen-
tent pourtant sous des formes différentes. C'est en égalant entre elles 
ces deux expressions que j'ai trouvé, sans le chercher, le théorème 
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énoncé plus haut. Au lieu de la somme des racines, on pourrait em-
ployer la somme de leurs valeurs inverses, et l'on arriverait aux mêmes 
résultats. 

On peut aussi démontrer nos formules en s'appuyant sur la loi si 
connue de décomposition des fractions rationnelles en fractions 
simples. Mais cette nouvelle méthode mérite d'être l'objet d'un article 
spécial [*j. 

Le théorème de M. Jacobi et les théorèmes analogues auxquels je 
suis parvenu, conduisent à un grand nombre de propositions géomé-
triques, dont la plupart me paraissent nouvelles. On en trouvera 
quelques exemples dans mon Mémoire. 

II. 

6. Soient M(JC,y')=o, N(.r,^)=o, ou plus simplement M=o, N=o, 
deux équations algébriques à deux inconnues χ et j-. Supposons que 
la première équation soit de degré m, et que, résolue par rapport àj>·, 
elle fournisse les m racines y^, y

2
. .... y

m
 ; puis faisons 

N(ar,j,)N(a·,j2) ... N(.r,jr,„) = X: 

X sera une fonction entière et symétrique par rapport ky
t
, χ

2
,. ..,y

m
, 

et par suite pourra s'exprimer en fonction entière de x. L'équation 
finale en x résultant de l'élimination de y entre les deux équations 
proposées sera d'ailleurs X = o. Pour obtenir cette équation finale, 
il suffit donc de former le produit X. 

Indépendamment de toute théorie d'élimination, on pourrait se pro-
poser de chercher, comme nous allons le faire, le produit X des 
quantités Ν (x,y

t
), ...,N (x,y,

n
) produites par la substitution dans la 

fonction entière quelconque Ν(a·,jr), des racines y,, ■ ■ , y,„ d'une 
équation donnée M(.r, y) = ο où y est l'inconnue. Ce problème, 

[*] On peut dès à présent en prendre une idée nette en lisant la Note insérée dans les 
Comptes rendus, tome XIII, page 467. 
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qui est utile aussi dans la pratique, comprend comme cas particu-
lier celui de l'élimination ; mais à cause de sa généralité même il est 
plus facile à résoudre. Ayant alors en effet une seule équation entre oc 

et γ, on voit que oc sera une variable indépendante, ety-%,y
t

, 
des fonctions de cette variable : or la présence d'une variable indépen-
dante dans les calculs multipliera évidemment les moyens de transfor-
mation. 

7. Dans le polynome M, qui est par hypothèse de degré m par rap-
port à oc et jr, groupons ensemble les termes homogènes de l'ordre m, 
puis ceux de l'ordre (m — i), puis ceux de l'ordre (m — a), et ainsi 
de suite : opérons de même sur le polynome Ν (a?,y) que nous sup-
poserons de degré η : ces deux polynômes prendront la forme 

M = ocm f(~\ -+- ocm 1 j\ ocm~3 f
2
 -+- . · . . 

Ν = *"F (ί) + X— F, (J) + x—F, (i) + ··; 

ou bien, en désignant par u le rapport de y a oc, 

M = ocmf[u) -+- oc"l~'f (a) + oc'n-2J
3
(u) H- ... , 

Ν =ar"F(«) -+· χη~* F, (a) + F,(a) + . . . : 

la fonction f (a) est au plus de degré m, J, (M) au plus de degré {m— ι ), 
j

2
 («) au plus de degré [m— a),. . . par rapport à a; et F (M) , F, (M), . . . 

sont de même respectivement de degrés η, η — ι,. .au plus. 
Dans le cas général f{u) est en effet un polynome quelconque de 

degré m. Attachons-nous d'abord à ce cas général, sauf à revenir 
plus tard, en peu de mots, sur les cas particuliers, et admettons 
désormais que l'équaticmJ (et) = ο est satisfaite par m racines distinctes 
CCt j 5( > &m· 

8. Cela posé, si l'on considère à part l'équation 

M(x,jr) = *+■ (i) + · · ■ = °-
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c'est-à-dire 

Xmf(u) -h xm~Kf (u) -+- ... = o, 

011 voit qu'en supposant la valeur de χ très-grande, le rapport u dej* 
à χ fourni par cette équation converge indéfiniment vers la limite α 
fournie par l'équation j\a.) = ο, les m racines at, a3, . .., ct

m corres-
pondant aux m valeurs jr

t
, j3, . .., jr

m
 de y ou u,, «2, . .., um de u. 

Ainsi en général une racine « de l'équation M = ο, peut être mise 
sous la forme u = α + ε, ε ou plutôt son module devenant infiniment 
petit quand la valeur de χ devient infiniment grande. 

Mais la valeur approchée de εχ est très-facile à trouver, et par la 
théorie des asymptotes on sait qu'elle se réduit à la constante a' dé-
terminée pour chaque valeur de α par l'équation du premier degré 

6/'(a) oc'(a) = o, 

où J''[a) désigne, conformément à la notation de Lagrange, la dérivée 
—En d'autres termes, la valeur de u peut être mise sous la forme 

, <*■' r. u — oc-i 1 
X X7 

y) ou plutôt son module devenant infiniment petit quand la valeur 
de χ devient infiniment grande. 

Ajoutons que la valeur approchée de >5 est à son tour de la forme 

--. 7." étant déterminée par l'équation 

/' {a) a" ■+-f-7." -t-y; (α) a' + /
2
 (a) = o, 

et qu on peut mettre u sous la forme 

i% = tt+£.4E*pi X X* X17 V.P 

ζ ou son module devenant infiniment petit lorsque la valeur de χ de-
vient infiniment grande. On pourrait évidemment continuer ce calcul 
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à l'aide duquel la valeur d eu (et par suite la valeur dejr) se trouve 
développée en série ordonnée suivant les puissances descendantes de x. 
Cette série résulte très-simplement de la théorie des asymptotes, théo-
rie que l'on ne présente pas toujours, mais qu'il serait facile de présen-
ter sous une forme complètement rigoureuse, si l'on voulait entrer ici 
dans des détails auxquels les géomètres exercés suppléeront sans peine. 
Les asymptotes rectilignes ( y = or + a') de la courbe représentée 
par l'équation M [χ, y) = ο sont, comme on voit, généralement en 
nombre m, à cause des m racines de l'équationJ(cc) = o; mais cha-
cune d'elles est réelle ou imaginaire, suivant que la racine α correspon-
dante est elle-mëifce réelle ou imaginaire. 

9. Au lieu de développer y en série ordonnée suivant les puis-
sances descendantes de χ, on pourrait développer^· en série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de la variable. On groupera entre 
eux et on représentera par f [y) les termes de M qui sont indépendants 
de x; on groupera de même et on représentera par xï, (y), x2i

2
(y),... 

les termes du premier degré, du second degré,... en x, en sorte que 
l'équation M = ο devienne 

i{y)-{-xi
t
(y) + x2{

3
{y)-+- ... =o; 

i'(y), f
(
 (y), fo{y), · · · sont respectivement des polynômes de degrés 

m, m — ι, m — a,..., au plus : nous admettrons (c'est le cas général) 
que ((y) est en effet un polynome de degré m et que de plus les ra-
cines de l'équation f (7) = 0 sont toutes inégales. Cela posé, pour des 
valeurs très-petites de x, on pourra développer y sous la forme 

y = 7 -f- fx q- γ" χ2 ■+■ 

7, 7', y", étant déterminés par les équations 

f(7) = o, f'(y)y' + £(y) = °» 

f' (7)7" -+-7" -h f (y) y' -h (y) = °> «*c-

Ici, comme dans le ne 8, je supprime la démonstration qui se présente 

Tome Vi SEPTEMBRE 1841. 
45 
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d'elle-même. Au besoin, du reste, on trouvera dans les ouvrages de 
M. Cauchy tous les détails nécessaires pour le développement des ra-
cines des équations en séries ordonnées suivant les puissances d'un 
paramètre contenu dans l'équation. 

Les segments compris entre l'origine des coordonnées et les points où 
la courbe représentée par l'équation M = ο est coupée par la transver-
sale que l'on a prise pour axe des y, sont fournis par l'équation 
f(y) = o; les tangentes à la courbe menées par les m points dont il 
s'agit sont représentées par l'équation y — y y'x\ y" dépend de la 
courbure de la courbe en ces mêmes points. Les équations en γ, γ, y",... 
ont la même forme que les équations en a, a', a", ... du n° précédent ; 
d'où résulte une liaison intime, et du reste bien connue des géomètres, 
entre la théorie des asymptotes et celle des tangentes aux divers points 
d'une courbe situés sur une même transversale. 

10. La valeur de u ou de , savoir « = «-+-£, que nous avons trou-

vée n° 8, suffit pour déterminer le premier terme du polynome X et le 
degré de l'équation finale. En effet, si l'on divise par x'nn les deux mem-
bres de l'équation X = Ν (jc,y,) Ν(x,y

t
) . .. T$(x,y

m
), il viendra 

2L = N(J»-Ta) N (x,ym) 
.x™ x" x" ' ' " χ* ' 

on voit aisément ce que devient pour χ = oo le rapport 

N(*,r) 
x" 

où y représente une quelconque des racines y, ,y
2

, ...,y,„; en effet, 
si dans 

N(x,y) = x"F(u) («)-+- . . ., 

on met pour u sa valeur α -h ε» on a 

10 »(?.£> = F(a + t) +Ip, (a + .) + 
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quantité qui pour x = oo se réduit à F (a). Donc pour χ — x>, il vient 
aussi 

Jr = F(a,)F(a
>
) ...F(a,„). 

En d'autres termes le polynome X est en général de degré mn et a pour 
premier terme 

F(A,)F(A
2

) . . . F{a
m

)x">". 

On retombe ainsi sur le théorème connu relatif au degré de l'équation 
finale [*]. 

On peut trouver de la même manière le second terme ou plutôt tous 
les termes du polynome X. Il suffit, en effet, de remplacer dans le 
produit 

N(Î,J.) N(X, y3). . . N(ar,jr
m

), 

les racines y, , y
2
,.. ., y

m
 par leurs valeurs déduites de la formule 

générale 
γ a ' α — ou κ = α H 1 
x XX1 

du n° 8, puis d'effectuer le développement de ce produit suivant les 
puissances descendantes de x. Dans ce but, on observera qu'en général 

Ν {χ, y) ou xn F(«) H- χ"~* F, (m) -H.. . 

[*] Pour former le premier terme de X, il suffit, comme on voit, de connaître le 
premier terme de chacune des séries qui représentent le développement des racines y 
ordonné suivant les puissances descendantes de x. Ce premier terme est en général de 
la forme αχ, mais dans certains cas particuliers, il devient proportionnel à une puis-
sance de x dont l'exposant est différent de l'unité et se calcule par la règle du pa-
rallélogramme de Newton. Les cas particuliers dont il s'agit ont été examinés par 
M. Minding, dans un des derniers cahiers du Journal de M. Crelle (t. ΧΧΠ, p. 178). 
Le Mémoire de Minding, dont je n'ai eu connaissance que depuis peu de jours, est 
écrit en allemand ; nous en donnerons la traduction dans un prochain cahier. 

45.. 
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se transforme dans la somme suivante 

χ"ψ(α + j + . + χΛ~* F, (a-h ^ + . . .) + . . 

et que de plus on a 

F
(
a +

 ^
 +

 ···) =
 F

(
a

) + ̂ r(i + -■) + ■■■> 

.......................... 

Par un calcul très-facile, on trouvera ainsi que le coefficient de x'""~K 

dans X est 

F in \ F (η \ F in \ V F'(a)g' F'(g) Ε (αι) Ε («j). · · b \çt
m

) » 

le signe ̂  étant relatif à toutes les racines α,, α
 2
,..., α , dont une 

quelconque est ici représentée par a. On verra semblablement que le 
coefficient de xmn~3 est égal au produit de F (a,) F(a

2
). .. F (a,„) par 

F'(α) a" 4- ^-,a/, + F;(a)a' + F!(a) , 
F («) F (a,·) F («,-) ' 

où l'on a fait F' (α) a' + F, (a) = u (a) ; l'indice ι dans la dernière somme 
prend toutes les valeurs depuis 2 jusqu'à m, et l'indice/ toutes les va-
leurs depuis 1 jusqu'à (1 — 1). — Et ainsi de suite. 

11. En résumé, X est un polynome de degré mn en général. Le pre-
mier terme de ce polynome est 

F (a,) F(a
a
)... F (a

m
).r'n" 

a,, a
2
,. . .,a

m
 étant les 1» racines de f (a) =0. Les fonctions F,, 

j
2

, F
2
,... n'influent pas sur ce terme : il dépend de /'et F seulement. 

Le rapport du coefficient du second terme à celui du premier terme 
est 

Σ  F' (a) a' -4- F, (a) 
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le signe ̂  se rapportant à toutes les racines α de l'équation j [a.) — ο, 

auxquelles répondent respectivement les valeurs de a' déterminées par 

f (a) a' + f, (a) = o. 

Ce rapport ne dépend pas des fonctions /
2

, F2, j\, F3,. . ., mais bien 
deY,j

t
j F,. 

Le rapport du coefficient du troisième terme à celui du premier ternie 
dépend des six fonctions j, F ,J

t
, , F

2
 : il est exprimé par 

F' (α) a" -H' ̂  a'2 + F,' (a) a' + F
2
 (a) .... 

F (a) ~Γ" ^F(a,)F(ay)' 

où ts (a) = F' (a) a' -f- F, (a) et où l'on doit mettre pour a" sa valeur 
fournie par l'équation 

/' (α) a" tJ*l a'2 H-/,' (a) a' 4-/
2
 (a) = ο ; 

dans la dernière somme i varie de ι à m, j de ι à (i—ι). — Et ainsi de 
suite. 

12. Mais au lieu d'employer le développement de y suivant les 
puissances descendantes de χ, et de déterminer d'abord le terme de X 
du degré le plus élevé, puis celui du degré mn —ι, etc., on pourrait se 
servir du développement de y suivant les puissances ascendantes de x 
donné n° 9, et déterminer d'abord le ternie indépendant de χ, puis 
celui qui contient χ au premier degré, etc. Après avoir mis les deux 
polynômes M, Ν sous la forme 

M = f(/) + ï fj (y) OC2 f
2
 (y) + . . ■, 

Ν = F [y) 4- x F, (y) 4- x2 F
2
 {y) + . . ., 

on trouvera, par un calcul tout semblable à celui du n° 10 : 
ι °. Que le terme de X indépendant de x est 

F(y
t

) F^) ... F(y
m

), 
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'hi 'h ι ■ ■ · ι 7»« étant les racines de ί(γ) = o; ce terme ne dépend que 
des fonctions f, F-, 

i°. Que le coefficient du terme où χ entre à la première puissance 
est 

F(y.) F{7.)...a-^7-) 2r'toh'+F.M FM 

le signe ^
 se rapportant aux racines γ de l'équation f (7) = ο et 

aux valeurs correspondantes de 7' fournies par f' (7) 7' + ^ (7) = o: 
ce terme dépend des quatre fonctions f, F, î

t
 , F,. — Et ainsi de 

suite. 

15. La somme ̂ x des racinesx
t
, x

2
, ..., x

mn
 de l'équation finale 

X = o, la somme inverse 2~> 'e produit JC, x
2
 . ■ . x

mn1
 et en géné-

ral toutes les fonctions symétriques et rationnelles des quantités χ,, 
x

2
, . .., x

mn
, sont faciles à calculer d'après ce qui précède. On a 

d'abord 

V -r — — V F,(a)«'-4-F,(a) 
Zd X — Zé F (Β) » 

c'est-à-dire 
V nr V F'(a)-^(g) V F'(a) 

^ ZàY(a)/'(x) Zd F(«)' 

en mettant pour a' sa valeur tirée de l'équation J'(a) a' -+- j\ (a) = o. 
On a de même 

Σ ι y
 ρ

'{ί)Ί' +Fi(y) 

c est-a-dire 

Σ Ι - Vf'W'M VF'M 

Enfin on a 
F(yt)Fjy,)...F(ym) 

x, x
2
 ... x

mn
 — ^ ) •.F(et)F(ei)...F(eey 
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Nous reviendrons plus tard sur ces diverses formules qui, par des 
changements convenables dans les axes coordonnés des x et des y, 
peuvent se déduire les unes des autres. Si nous n'avons pas transcrit 
celles qui fournissent les sommes des carrés , des cubes. ... des racines 
χ ou de leurs valeurs inverses, c'est qu'elles sont assez compliquées. 
Contentons-nous d'observer en général que la somme des puissances i 
s'exprime à l'aide des seules fonctions f, F,..., f,, F; dont l'indice ne 
surpasse pas /, et ne dépend nullement des fonctions suivantes f,-^., , 
F,

+1
,... ; remarque qui a son analogue pour les sommes de puissances 

négatives, et qui s'étend du reste au cas général d'un nombre quel-
conque d'équations et d'inconnues. 

14. Considérons maintenant trois équations algébriques des degrés 
respectifs ιη , η, ρ, entre trois inconnues χ, y, z. Soient 

M(x,y, z) = o, N{x,y,z) = o, V(x,y,z) = o, 

ces trois équations. Concevons qu'on ait résolu les deux premieres par 
rapport àj etz, et représentons par (y,, ζ,), (y

2
, z

2
), ... les m?i 

couples de racines ainsi obtenues en fonction de x, puis posons 

X — V [χ, y
t
, z, V [χ, yz

2
) ... : 

X sera une fonction symétrique des quantités (x,, y,), (x
2

, y
2
), etc., 

et pourra par conséquent s'exprimer en fonction entière de x. D'ail-
leurs X = ο sera l'équation finale en x, résultant de l'élimination des 
deux inconnues y et z. Pour former cette équation finale, il suffit 
donc de chercher le polynome X. Or on obtiendra ce polynome soit en 
développant les racines y, z, et la fonction Ρ (x, y, z), suivant les 
puissances descendantes de la quantité x supposée très-grande, soit en 
opérant au contraire un développement suivant les puissances ascen-
dantes de la quantité x supposée très-petite. 

15. Dans le premier cas il faudra grouper entre eux les termes de 
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même dimension, et écrire les trois polynômes M, Ν, Ρ sous la forme 

X nu ' /• $’ î) 

T"Fg,ï) +Λ—Ρ,(ί,ΐ) -H..., 

, » i) + T< (;» î) 

Ensuite on déterminera les coefficients successifs α, a',..., β, β',..· dans 
les séries 

- = α Η- —!--·.> - = fi -l·- —Η. · - > 

fournies par la résolution des équations 

M = ο, Ν = o, 

λ l'aide des formules suivantes 

«,J3)=o, d-£* dJL 

F(a>P)=o, ^
 K
'

Ft =
 °'· · ' 

et l'on trouvera : 
i°. Que le premier terme de X est 

9 (α,, β
t
) φ («j, j3

a
)... 9 (a

m
„, β,„

η
) χ; 

•i". Que le coefficient du second terme de X est égal au produit du 
coefficient du premier terme par 

14 Í.-+Í1S 2^— fi 

Et ainsi de suite. A peine avons-nous besoin d'avertir que j,j\,... sont 
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en général des fonctions de degrés m , τη — χ,.. . respectivement, 
et que F, F,,. . . sont de degrés η, η — ι,.. . par rapport à α, β : 

(α,, j3(a
mn

, β,ηη) sont les mn couples formés par les racines (α, β) 

des équations simultanées f{a, /3) = o, F (a, /3) = o. Le signe y 

s'étend à tous ces couples de racines. 

16. Dans le développement ordonné suivant les puissances ascen-
dantes de χ, on écrira d'abord les polynômes M, Ν, Ρ sous la forme 

f(.T> Z) + Z) + 

F(j>z) h-· .·> 
° ( jr>z) -+- * (p< (y>z) 

puis on déterminera les coefficients y, y',..., â, â',... des divers termes 
des séries 

y — y -t- y ' χ ζ = ά ■+■ &' χ -+-..., 

fournies par les équations M=o, N=o, à l'aide des formules 

Hy,*) = o, dF dF F(7,^) = O, ¿r/H- -+- f, ^4-F, 

et l'on trouvera : 
i°. Que le dernier terme de X, c'est-à-dire le terme indépendant 

de x, est 

Φ (YM ) ····· Φ ("/'«« ? ^mn ) 5 

a". Que le coefficient de l'avant-dernier terme de X est égal au 
produit du dernier terme par la somme 

v, 57^ + 55^ +φ| 

Tome VI. — SEPTEMBHE I8_JI. 46 
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où le signe ̂  s'étend à tous les couples (γ,, ci,), , (y
m
„, four-

nis par les racines (y, â), etc. 

17. De là résulte immédiatement que si l'on désigne par ̂  χ la 
somme des racines 

'fj) . ... j X
mnp

, 

de l'équation finale X = o, résultant de l'élimination de y et de ζ 
entre les trois équations M = o, N = o, Ρ = o, on aura 

2¡*=-2 i. 

on aura de même 

άΦ . ιίΦ ~r y ■+■ ~Jk à ·+■ 

Σ ι γι dy ' do 

et 

„ r „ *(Ύι> ^t) ■ ■ · Φ(7«>ιι> àmn) 

' > φ(«„ρ,) ... 

On obtiendra évidemment des formules semblables pour quatre 
équations à quatre inconnues , cinq équations à cinq incon-
nues , etc. 

III. 

18. Lfis théorèmes relatifs aux tangentes parallèles à une même 
droite et aux plans tangents parallèles à un même plan, à l'occasion 
desquels j'ai composé ce Mémoire, se démontrent aisément d'une 
manière directe à l'aide des formules posées plus haut. 

Il faut, en premier lieu (n° 2), faire voir que si entre les deux équa-
tions algébriques 
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M(x,y) = o, _+«_ = o, 

on élimine une des deux inconnues, y par exemple, la somme ̂  x 

des racines de l'équation finale en χ sera indépendante de a. 
Or, si l'on pose 

Sat í/tr ~dy =TN 

et si l'on regarde les polynômes M, N, comme étant ceux dont il a été 
question dans les nos6, ..., 15, on aura, en reprenant les notations 
de ees numéros, 

Σ  τ — _ V F'(«K + F.(«) 

a étant en général une racine de f(a) = ο, et a' satisfaisant à l'équation 
f'{a) a' -h j\ (a) = o. Mais ici la fonction Ν dépend de M, et par suite 
F et F, dépendent de /et/, · A cause de 

M
 = + ) + ··■» 

on trouve immédiatement que les fonctions F (κ) et F, (a) sont de cette 
forme 

F'(«) = mj\u) -h (a — «)/'(«), 

F, (a) = (m-i)f{u) ■+■ (,» — «)/,' («), 
d'où 

F'(«) = {m— i)/'(«) -y {a — u)f (m). 

En faisant u = a, et se rappelant que f(a) = o, f'(a) a' +/ (a) = ο, 
il viendra donc 

F'(a)a'-t-F,(q) _ /»«'+/» 
F M ~ /'(«) 

quantité entièrement indépendante de a, d'où il suit que ̂  χ est aussi 
une quantité indépendante de a; C. Q. F. D. 

46.. 
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19. Arrêtons-nous ici lin moment pour indiquer quelques consé-
quences curieuses que M. Duhamel a tirées, comme il suit, du théo-
rème précédent. 

Soit ω l'angle que fait avec l'axe des χ la droite parallèlement à la-

quelle on mène les tangentes : on vient de voir que χ est une quan-

tité indépendante de ω ; en faisant varier ω d'une quantité infiniment 
petite άω, ce qui produira dans χ la variation infiniment petite dx, 

on aura donc ̂  dx = °, et paf suite (à cause de l'égale inclinaison 

des tangentes sur l'axe des x) 2 ds — o, s étant l'arc de la courbe. 

L'équation ds = ο nous apprend déjà que la somme des variations 

des arcs s résultant d'un changement dans la direction de la droite à 
laquelle les tangentes sont parallèles, est égale à zéro, en sorte que si 
quelques-uns de ces arcs augmentent d'une certaine quantité, les 
autres devront diminuer d'une quantité équivalente. Mais on a un 

théorème plus élégant en divisant l'équation ̂  ds = ο par la cons-

tante da que Ton peut faire passer sous le signe ̂ , et en observant 

que le rapport de ds à dtù est précisément le rayon de courbure ρ, 

On obtient ainsi l'équation ̂  Ρ = °> en sorte que « si Ton mène à 

» une courbe géométrique plane toutes ses tangentes parallèles à une 
» même droite, la somme des rayons de courbure relatifs aux divers 
» points de contact de ces tangentes, sera généralement égale à zéro. » 
On conclut de là sans difficulté que le centre des moyennes distances 
des centres de courbure relatifs aux divers points de contact est préci-
sément le même que celui de ces points, et par conséquent ne dépend 
pas de la valeur de l'angle ω. Ajoutons que l'équation ̂  ρ = ο peut 
être à son tour différenciée ou intégrée par rapport à ω un nombre 
quelconque de fois, ce qui fournit de nouveaux théorèmes. En nom-
mant ρ', p",... les rayons de courbure des développées successives et 
se rappelant que ρ'du = dp, ρ"άω = dp',..., on en conclut, par 
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exemple, Σ?' — ο, ^ f>" =o,..., ce qui est assez remarquable. 

Dans un des numéros suivants, ces théorèmes se trouveront com-
plétés par d'autres, d'un genre différent, qu'une analyse plus com-
pliquée nous fournira. Nous démontrerons, en effet, qu'on a aussi 

Σ;=°Π. 

d'où, en différentiant par rapport à ω, on pourra tirer 

Σί = °>
etc

· 

20. Occupons-nous maintenant des surfaces et proposons-nous de 
démontrer que « si l'on mène à une surface géométrique la série com-
» plète des plans tangents parallèles à un plan donné, le centre des 
» moyennes distances des points de contact ne dépendra en aucune 
» manière de la position du plan donné. » En d'autres termes, consi-
dérons les trois équations algébriques suivantes, à trois inconnues, 

M(*,j,z) = o, - + *_== o, - + o, 

et prouvons que la somme des racines de l'équation finale en x, 

résultant de l'élimination de deux des inconnues {y et z), sera indé-
pendante de a et b. 

Posons 

M dy Î/M iiM dz dx dz -

et considérons M, Ν, Ρ comme étant les trois polynômes dont il a été 
question dans les nos 14,..., 17. D'après une formule du n° 17, nous 
aurons 

V - V ^ + 4 Ρ + ψί 

[*] C'est la communication que j'avais faite de ce dernier théorème à la Société phi-
lomatique, qui a donné lieu aux remarques de M. Duhamel. 
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et je vais montrer que la quantité placée sous le signe ̂  dans le se-
cond membre est par exemple indépendante de a. En effet les poly-
nômes Ν et Ρ se déduisent ici de M, et de cette dépendance on con-
clut sans difficulté la forme des fonctions F, φ, F,, 9,, par rapport à 
leurs variables; on trouve, quels que soient « e te, 

F (u, ν) =
 dfi

">
v)
 + b

df[
">

v)
, 

dfi (u, v) t L df, (u, ,>) ~~du h b —d—’ 

o{u,v) =mf(u, y) ~ "
 d/<

2 ^ + (
α
 ~

 v
)
 df{

^ 

9,(«, v) = (m-i)f{u,v)—u^£^ + (a - y)
v
\ 

Les équations qui fournissent α, β, a', β' sont donc 

/(«.£) = o* Sr+Äf- = °’ 

dj_ da adj_ db ß' 

{ίί
 + 1)

lUp)
a

' + +
 b

%)P +
 d
é

 + b
 % = °» 

où l'on a, pour abréger, écrit f et j\ au lieu de j\a, β) et j\ (α, β). Ces 
équations renferment le paramètre b, mais non le paramètre a. En 
vertu des deux premières, la valeur du dénominateur φ (a, β) peut 
être mise sous la forme 

φ(α, β) = (a - β + baj^Ç 

Quant au numérateur 

N dy + dq B' +q.. 
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on peut, dans son expression, supprimer d'abord la quantité 

(m-1)(% β' +·/') 

qui est nulle, et cela fait, on reconnaît qu'il est la différence des deux 
termes suivants : 

(a - ß) £L dxdß Cf. 

et 

γ/α1 dadfi dct ) ' 

dont le second (d'après la dernière des quatre équations de condition 
écrites plus haut) est égal et de signe contraire à 

ba
{l^

 a
'
 + + ̂ )' 

en sorte que la valeur du numérateur cherché devient 

(α-β + ba^ α' 4- ̂  β' ■+■ g). 
» 

On voit dès lors qu'en le divisant par 

φ(α, β) = (a - β -+- 6«) 

le facteur a — β -j- ύα disparaîtra, ce qui rendra le quotient indépen-
dant de a, et par suite la valeur de ̂  oc indépendante de η, confor-
mément au théorème énoncé. 

Nous n'avons pas besoin de dire qu'un théorème semblable a lieu 
et se démontre de la même manière pour un nombre quelconque 
d'équations et d'inconnues. Il est également inutile d'ajouter que 110s 
formules fourniraient, si on le voulait, des démonstrations directes 
de plusieurs autres propositions analogues aux précédentes, et aux-
quelles les géomètres ont été conduits par des méthodes plus simples 
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21. Il était intéressant de chercher si le théorème de M. Duhamel, 
relatif aux courbes planes, que l'on a démontré n° 19, et qui est ex-
primé par l'équation ̂  ρ = ο, a son analogue pour les surfaces. Voici 

les résultats que j'ai obtenus sur ce sujet. 
Quels que soient les paramètres a, b, contenus dans l'équation 

ζ = ax -h by 

d'un plan parallèlement auquel on mène une série de plans tangents 

à une surface géométrique donnée, les sommes ̂  ·*" » 2^"'
 re

'
a

" 
tivesaux coordonnées des points de contact sont constantes; si donc 
a et b éprouvent les variations infiniment petites da, db, et que par 
suite χ, y, ζ reçoivent les accroissements dx, dy, dz, on aura 

^ dx = o, ^dy — o, ^dz = o. 

D'ailleurs, par la condition fondamentale du problème, les dérivées 

partielles ~^ de l'ordonnée ζ de la surface doivent être, aux points 

tie contact, égales à a et b : la différenciation par rapport à a et b don-
nera donc 

âbdx + Ίϊϊ/ϊ = *·■ 

dx+ £ rfr = M, 

équations que l'on écrira sous une forme plus simple si l'on désigne, 
conformément à l'usage ordinaire, par r, s, t les trois dérivées partielles 

tlu second ordre ^ 5 ou trouvera ainsi 

, tda—sdb . rdb—sàa 
, tda—sdb . rdb—sàa 

par suite, leséquations 

^dx — o. ^dy = o, 
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se décomposeront dans les trois suivantes 

Σί νΛ 5 χ-\ r 

l'équation ^ dz = ο se décomposerait aussi dans deux équations 

qu'il serait aisé déformer, mais qui deviendront identiques et inutiles 
si l'on suppose a — ο , b = ο, c'est-à-dire si l'on prend le plan des 
oc y parallèle aux plans tangents menés à la surface géométrique. Les 
trois équations précédentes en r, s, t seront dès-lors des équations de 
condition entre les deux rayons de courbure principaux et les direc-
tions des sections principales relatives aux divers points de contact. En 
effet, les dérivées de ζ du premier ordre étant nulles, les éléments de 
la courbure ne dépendront que des dérivées secondes s, t En parti-
culier l'on aura 

ΣΓ -+- t 

et l'on en couclura, d'après les formules connues, 

2(ρ + ή — ο, 

ρ et ρ' étant les rayons de courbure principaux relatifs à chacun des 
points de contact. 

Plus tard nous verrons qu'il existe entre les dérivées r, s, t, qui 
entrent dans les formules précédentes, beaucoup d'autres relations 
simples, et que, par exemple, on a 

1'1) _0 x P'p _ etc. 

IV. 

22. Reportons-nous maintenant aux formules du n° 13et du n" 17, 
d'abord à celles du n° 13, pour les transformer ou les interpréter géo-

TomeVI. — OCTOBRE IS'J t. 47 
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métriquement et en déduire de nouveaux théorèmes. Ces formules du 
n° 13 sont, comme on l'a vu, relatives à deux courbes planes repré-
sentées par les deux équations M (a:, y) =0, N(cr, _/) = o, dont les 
premiers membres peuvent être écrits à volonté sous l'une ou sous 
l'autre des deux formes suivantes : 

M = *■"/(;) + 

Ν =X-F(J)+ F,(Î)+ 
ou 

M = f (./)·+·Cr) -+- » 

N = F{r)+*F*{jr) + ·' 

la première de ces formes met en évidence les asymptotes des courbes, 
tandis que la seconde met en évidence leurs tangentes menées aux 
divers points où elles sont coupées par la transversale arbitraire que 
l'on a prise pour axe des^\ 

Cela posé, en tirant de la première équation la valeur de y pour la 
reporter dans la seconde, on a obtenu l'équation finale en χ, et l'on a 

trouvé que la somme ̂  oc des racines de cette équation finale est ex-

primée par la formule 

V τ — V F'(g)g'+F»(g) 
2àx — L· F (α) ' 

a et a' étant déterminées par les équationsf{a) — ο ,j'{a) α 

Or cette somme ̂  oc ne dépend que des fonctions J, j\, F et F, ; par 

conséquent elle restera constante si l'on conserve ces fonctions en chan-
geant comme on voudra les fonctions suivantes j.

2
, F

a
, etc., sans pour-

tant leur faire dépasser le degré maximum qu'elles peuvent atteindre. 
Il est évident qu'un pareil changement n'altérerait pas non plus la 

somme 2 y relative aux racines y de l'équation finale obtenue par 
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J'élimination de x, et que partant il n'altérerait pas davantage la position 
du centre des moyennes distances des points de rencontre des deux 
courbes. 

Lorsque les fonctions f, f restent les mêmes, les asymptotes de la 
première courbe, représentées généralement par l'équation j=olx-\-ol' , 

restent aussi les mêmes. Réciproquement, si les mêmes asymptotes ap-
partiennent à une autre courbe géométrique, il faudra que la fonction j 
relative à cette autre courbe fournisse les mêmes racines α quand on 
l'égalera à zéro, et par conséquent soit la même que la fonction primi-
tive j, ou du moins n'en diffère que par un facteur constant qu'on 
peut à volonté introduire ou supprimer : l'identité établie entre les 
deux fonctionsJ\ il faudra ensuite que la valeur de a' soit la même 
de part et d'autre; il faudra donc que les deux quantités /, (a) rela-
tives aux deux courbes soient aussi égales pour les m racines α de 
/(a) = o; et comme les fonctions /, ne sont que de degré (m — 1), il 
faudra par suite que ces fonctions soient identiques. 

Ainsi, pour que deux courbes géométriques aient les mêmes asymp-
totes , il faut que les fonctions J,f, soient identiques dans les équations 
de ces deux courbes ou puissent être rendues identiques en multipliant 
une de ces équations par un facteur constant. 

L'identité de la seule fonction J, à un facteur constant près, est la 
condition nécessaire et suffisante pour queles asymptotes de ces courbes 
soient parallèles chacune à chacune; mais cette condition ne suffit pas 
pour que les asymptotes soient les mêmes de part et d'autre. Il faut y 
joindre, comme on vient de le voir, la condition nouvelle de l'identité 
des fonctionsj\ au même facteur constant près. 

Si maintenant on se rappelle que le groupe total des asymptotes d'une 
courbe géométrique de l'ordre m forme aussi une ligne géométrique 
de l'ordre m que l'on peut regarder comme ayant les mêmes asymp-
totes que la première, on verra que le théorème donné tout à l'heure 
peut s'énoncer ainsi : « Le centre des moyennes distances des points 
» de rencontre de deux courbes géométriques est aussi le centre des 
» moyennes distances des points de rencontre des asymptotes de l'une 
» de ces deux courbes avec l'autre ou avec ses asymptotes. » 

Ainsi en particulier : « Quand les asymptotes de deux courbes 
» géométriques passent toutes par un même point, ce point est le 

47·· 
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» centre des moyennes distances des points de rencontre des deux 
» courbes. » 

23. L'expression 

y _ γΓ'(α)α' + F,(a) 
F (α) ' 

de la somme des racines χ de l'équation finale, devient 

y „ _ y F'(α)/, (α) _ yF.(«) 
2d3· — Z* F («)/'(*) 2dY (a)' 

lorsqu'on remplace a' par sa valeur. Elle est la somme de deux parties 
distinctes, dont l'une dépend de la fonction^ et varie proportionnel-
lement à cette fonction^/",, de manière qu'elle augmente dans le rapport 
de g à l'unité lorsqu'on substitue à la fonction fK son produit 
par une constante arbitraire g : la seconde dépend de F, et non plus 
def. Ces deux parties ne s'offrent pas ici sous une forme semblable, 
et la cause en est que pour opérer l'élimination, on a résolu d'abord 
l'équation M = ο par rapport à y, puis porté les racines y dans N, 
opérations dans lesquelles les deux polynômes M et Ν n'ont pas joué le 
même rôle. Mais on aurait pu effectuer l'élimination dans un ordre 
inverse, résoudre d'abord l'équation Ν = o, puis substituer dans le 
polynome M les racines obtenues. De cette manière, en déterminant λ 
et \r par les équations 

F(X) = o, F'(λ)λ' F, (λ) = ο, 

on aurait évidemment trouvé 

Σ  _ y/'ftjFift) __ y/.ft) 

le signe 2 s'étendant dans le second membre à toutes les racines λ. 

Cette expression nouvelle de ̂  x doit être égale à l'ancienne. Com-
parant donc entre elles les parties qui dépendent des fonctions f ou F, 
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et qui varient proportionnellement à ces fonctions, on aura 

v r («;/,(«) _ _ v m 
2d F (*)/'(«) - 2d /,}.) ' 

Vi _ γ F,(a) 
^/(>)F'(Xj — 2d F (a)' 

et l'on en conclura cette forme symétrique de l'expression de y .r , 
savoir, 

Λ ~ ^F(a) <£/(λ)' 

où les deux ̂  du second membre sont relatifs, le premier aux racines 
de f (α) = o, le second aux racines de F (λΐ = ο. Cette expression 
de 2 χ ne contient plus en dénominateur les dérivées F', et l'on 
peut observer en passant qu'elle ne serait pas, comme les précédentes , 
en défaut, quand même les équations 

f(a) = o, F (λ) = o, 

auraient des racines multiples, pourvu que ces équations n'aient au-
cune racine commune. 

Remarquons aussi que les droites dont les équations sont j = 7.x, 

ou y = \x, c'est-à-dire les droites menées par l'origine parallèle-
ment aux asymptotes de la première ou de la seconde courbe, coupent 
soit la seconde ou la première courbe, soit les asymptotes de la seconde 
ou delà première courbe, en des points dont les abscisses sont déter-
minées respectivement par des équations de la forme 

x m-4- χ + ■ · · = o, 

x"F (a) 4- x"~' F, (a) -H ... = o: 

la somme des abscisses des imn points de rencontre ainsi obtenus est 
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donc précisément égale à 

Σ /.fi) _ γ1 F'(a) 

on h 

W x;3 

l'abscisse de leur centre des moyennes distances est par suite 

t ι X 
f. ' mn ' 

c'est-à-dire qu'elle est égale à la moitié de l'abscisse du centre des 
moyennes distances des points où se coupent les deux courbes. L'ori-
gine des coordonnées et la direction de l'axe des abscisses sont d'ail-
leurs quelconques. On a donc ce théorème : « Deux courbes géomé-
» triques étant dans un même plan, si par un point Ο pris à volonté 
η dans ce plan, on mène des parallèles aux asymptotes de la pre-
» mière, puis aux asymptotes de la seconde courbe, et qu'on cherche 
» les points de rencontre de ces parallèles avec la seconde et la pre-
» mière courbe respectivement, ou avec leurs asymptotes, le centre 
« des moyennes distances de ces points de rencontre sera générale-
» ment, au milieu de la droite OC qui joint le point Ο au centre C des 
» moyennes distances des points d'intersection des deux courbes. » 

24. L'équation 

Σ/'0QF.fi) Y F, (g) 

que nous avons obtenue tout à l'heure d'une manière si simple, savoir, 
en égalant entre elles deux expressions différentes d'une même quantité 

mérite d'être remarquée, non pas précisément en elle-même, mais 

à cause de la facilité avec laquelle elle s'étend aux fonctions de plu-
sieurs variables et conduit ainsi à un beau théorème de M. Jacobi. En 
supposant la fonction F identique avec_/', on voit que le premier mem-

bre s'évanouit de lui-même puisque le ̂  qui s'y trouve est relatif 



PURES ET APPLIQUÉES. 375 
aux racines de F (λ) = f (λ) = ο. On a donc 

V hM — ο 
Zéf(o) 

le signe ̂  s'étendant à toutes les racines α de l'équation j (a) = o. 
On suppose que l'équation f = ο n'a pas de racines égales, mais j 
est d'ailleurs un polynome quelconque de degré m : quant au poly-
nôme F,, il est aussi quelconque, mais de degré inférieur à F ou y, 
c'est-à-dire de degré (m — a) au plus. 

Cette équation 

yEiW
 =

 ο 

est connue au moins depuis Euler, mais c'est M. Jacobi qui, le premier, 
l'a étendue aux fonctions de plusieurs variables dans le Mémoire 
cité (n° 5). Appliquée au cas où la fonction _/'(«) est de la forme 

(α — t) τζ (a), 

elle fournit, comme on sait, la formule 

ûW - V F'W 
σ(ί) (ί — ti)a'(ti)' 

où ti représente successivement toutes les racines de l'équation 

Ziï (ί,) = O. 

Elle renferme donc implicitement toute la théorie de la décomposition 
des fractions rationnelles en fractions simples. Jusqu'ici nous admet-
tons , il est vrai, que l'équation 

sr (f,) = o 

n'a que des racines inégales; mais on descend très-facilement de ce cas 
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général au cas particulier des racines égales, en remplaçant d'abord les 
racines égales par des racines inégales, infiniment peu différentes, puis 
passant à la limite après avoir convenablement préparé les expressions 
qu'on veut traiter. C'est précisément à cause de cette facilité bien con-
nue avec laquelle on fait dépendre du cas général chacun des cas par-
ticuliers où les formules ordinaires paraissent en défaut, que nous 
nous sommes de préférence, dans ce Mémoire, attaché au cas général, 
laissant de côté les cas particuliers, dans le détail desquels il aurait été 
très-long et peu utile d'entrer. 

25. La formule du n° 15, 

Σ Ι — _ V ^(v)/ + F*(y) 

donne lieu à des remarques semblables à celles que nous venons de 
présenter en nous occupant de ̂  χ ; seulement les équations M = o, 
N" — o, doivent alors être mises sous la forme 

f(/) -+- χ f, {j) + = o, 

F{j) -+- χ F, (j) + = o: 

les tangentes menées aux divers points des courbes situées sur la trans-
versale prise pour axe des jr, remplaceront, comme on l'a déjà dit 
: n° 9), les asymptotes qui figuraient dans les énoncés précédents ; les 
sommes d'abscisses se changeront en sommes des inverses des abscisses, 
et le centre des moyennes distances en centre des moyennes harmo-
niques. Nous nous bornerons naturellement à cette remarque générale 
que l'on développera sans peine. 

2G. L'équation 

* * " l~ ' · F(a,)FF(««) 
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donne lieu aussi à des remarques utiles. Son second membre dépend 
des fonctions f, f, F, F, c'est-à-dire des directions des asymptotes de 
nos deux courbes, et des points où ces deux courbes rencontrent l'axe 
des y. Cela étant on voit sans peine que le produit xt x2 ... x

mn
 des 

abscisses des points d'intersection sera le même pour nos deux courbes 
(M), (N), ou pour deux autres lignes géométriques quelconques de 
même degré ayant chacune à chacune des asymptotes de même direc-
tion que (M), (N),etde plus coupant chacune à chacune l'axe des y 
dans les mêmes points. On pourra dès-lors substituer à la première 
courbe (M) un groupe de m droites respectivement parallèles à ses m 
asymptotes et partant des m points où cette courbe coupe l'axe Οjr ; 
on pourra substituer à la seconde courbe (N) un groupe analogue : ces 
deux groupes, en effet, peuvent être regardés comme formant deux 
lignes géométriques, l'une du degré m, l'autre du degré η, et remplis-
sant les conditions voulues. De là ce théorème : « Deux courbes géo-
» métriques de degrés metn étant rapportées à deux axes coordonnés, 
» le produit des abscisses de leurs points d'intersection est égal au pro-
» duit des abscisses des points d'intersection de deux groupes de droites, 
» composés l'un de m parallèles aux m asymptotes de la première courbe 
» menées par les m points où elle rencontre l'axe des y, l'autre de n 
» parallèles aux n asymptotes de la seconde courbe menées de même 
» par les points où elle coupe l'axe des^y. » 

27. Les deux produits F(y
t
) F(y

2
)... F (γ,„), F(a,)F(a

2
) ... F (a,,,), 

dont la valeur de x
t
 x

2
 ... x

mn
 dépend, peuvent recevoir une inter-

prétation géométrique assez élégante. Admettons, ce qui est permis, 
qu'on ait préparé l'équation Ν = ο de manière à rendre égal à l'unité 
le coefficient de y" dans N : les coefficients de u" et y" dans les poly-
nômes F (M), F (y) seront par suite égaux aussi à l'unité. En désignant 
par λ,, λ2, ..., λ„ les racines de l'équation F (λ) = ο, et par v,, v

2
, .., v„ 

les racines de l'équation F {y) = o, puis décomposant F («) et F (y) en 
facteurs, on aura donc 

F (M) = (M — λ,) (u — l
t

) ... (κ — λ„), 

F(j) = (j — (j — 'V? - · (.r — v„), 
Tome VI. - OCTOBH 1841 48 



378 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
d'où résulte immédiatement 

F (a,) F (a,) ... F(a
m

) = (— i)m". (λ, - a,) (λ, — a,) . .. (λ,· - et·)..., 

F(Jh) · · · F(lm) = (— ι)™"· (v, - 7,) (v, - 7») · · · (V/ - 7)..... 

l'indice i pouvant croître jusqu'à η et l'indice j jusqu'à m. Or 
(υ< — 7< ) » · · · (υ« — 7/)> · · · ne sont autre chose que les mn seg-
ments compris entre chacun des m points où la première courbe 
coupe l'axe des y et chacun des η points où la seconde courbe coupe 
ce même axe; quant aux facteurs (λ, — α

4
), ... , (λ; — α,), . .., pre-

nons sur la partie négative de l'axe des x, à une distance de l'ori-
gine Ο des coordonnées égale à l'unité, un point fixe A, et nous ver-
rons que ces facteurs représentent Jes mn segments compris entre 
chacun des m points où les parallèles aux asymptotes de la première 
courbe menées par le point A coupent l'axe des y et chacun des η 
points où les parallèles aux asymptotes de la seconde courbe, me-
nées aussi par le point A, coupent ce même axe. 

Soient./i,, k
t
, ...., h

mn
 les premiers segments, et l,, , l

mn
 les 

derniers : on aura 

F(y*)Fii*) ■ ■ ■ F(i»>) = (— ιΓ"Α h
2
 ... h

mn
, 

F (a,) F («„) . . . F (a
m

) = (— i)m\ l, l
2
 .. l

mn
. 

Et, puisque 

F(7,)F(7l)...F(7m) 
χ,χ^.,.,χ^, _ (, 1) · F (βι)Γ(βι), 

on en conclura 

V Χ Ί· ί IΊ""* · · · h — 
»1 «» · · · *«M 

équation qui exprime une propriété très-générale des courbes géomé-
triques. Les axes coordonnés que l'on emploie ici sont quelconques 
ainsi que l'origine des coordonnées. 

28. Déplaçons cette origine sur l'axe des χ sans changer la direction 
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de l'axe des y, en sorte que l'abscisse de chacun des points d'intersec-
tion de nos deux courbes diminue d'une constante g sans que l'ordon-
née change : au point auxiliaire A relatif à l'ancienne origine Ο et situé 
à une distance AO = 1 de cette origine, correspondra un autre point 
auxiliaire A' situé aussi à une distance AO' = r de la nouvelle origine 
Ο' ; les segments h,, h2

, . . ., h
mn

 deviendront H,, H
2
, . . ., H,„„, tandis 

que les segments l,,l3, ..., lmn
 conserveront leurs valeurs. On aura 

donc 

& - g) (x
9

 - g)... - g) = (- i)
mn
.

H

;"'·· f"
1

". 

De là résulte 

— s) — g) ■ · ■ ~ g) _ H, H, Hmn 
Xj x

z xmn
 h

z
 A

2
 .... h

mn 

En donnant à g un nombre suffisamment grand de valeurs particu-
lières, on pourra, par les formules d'interpolation, en conclure, quel 
que soit g, la fonction entière de g placée au premier membre de cette 
équation, et former tous les termes de l'équation en χ dont les ra-
cines sont x,, x2f .. xmn. 

Si l'on suppose la valeur de g infiniment petite, et si l'on re-
présente par dh

t
, ... , dh

mn
 les accroissements infiniment petits 

H, — h
t
, . .., H

mn
 — h

ma
, on trouvera, en négligeant les infiniment 

petits du second ordre, 

~e{k+---+k) ou 

pour valeur du premier membre de l'équation 

(*■ —ff)(*» — §·) · · · (Xmn—g) _ H, H, ... H„
n 

Χι x% ....... Xmn A
r
 A, . . . h

ma 

et 

χ xr
 ou

 Στ> 

48.. 
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pour valeur du second membre. Il s'ensuit 

Σ; = -Σ?· 
équation qui fournit la valeur de ̂  ^ et φ" rentre au fond dans celle 

que nous avons déjà donnée pour exprimer cette quantité. Pour l'in-
terpréter géométriquement, observons que dans le voisinage de l'axe 
des y, et pour une abscisse comprise entre ο et g, on peut remplacer 
les éléments de nos deux courbes par ceux de leurs tangentes. Cela 
étant, considérons un quelconque des segments h ou (MN) compris sur 
l'axe des y entre un point (M) de la première courbe et un point (N) de 
la seconde, puis menons par le point auxiliaire A qui nous a servi tout 
à l'heure des parallèles aux tangentes des deux courbes en (M) et (Ν) : 
soit k le segment intercepté sur l'axe des y par ces deux parallèles. On 
aura évidemment la proportion 

dh : g k : i, d'où — = k, 

et par conséquent 

Σ Ι /* ΣΑ 

Ainsi la somme des valeurs inverses des abscisses des points de ren-
contre de nos deux courbes géométriques est égale à la somme prise 
négativement des rapports de chacun des segments k au segment 
correspondant h, ou (ce qui revient au même) est égale au rapport 
pris négativement de la somme des segments k à la somme des seg-
ments h [*]. 

[*) Quand on divise par (χ, — g) les deux membres de la formule 

(^I S) ë) · · · (x<** s) _ Hi h, . . ■ Hum 
x,x,m* h, hM . ÀM ' 

et qu'on pose ensuite g — x
I(

 le rapport de H
t
 à g se présente sous la forme - : mais en ο 

se laissant guider par des considérations semblables aux précédentes, il est aisé de trou-
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Une interprétation géométrique du même genre pourait être aisé-

ment trouvée pourles sommes 

2^"' 2*3»···» 2,r' Σχ2>···: 

pour ^ , par exemple, on pourra recourir soit à la considération 
des rayons de courbure aux points (M), (N), soit à celle de nouveaux 
segments que l'on déduira des segments À-, à peu près comme on a dé-
duit ceux-ci des segments h; pour ̂  .. . on introduira dans les 
théorèmes les éléments qui dépendent des différentielles d'ordre supé-
rieur. On obtiendra, du reste, les valeurs de ces diverses sommes en 
développant suivant les puissances de g (dont H,, H

2
,..., H

m
„ sont fonc-

tions) les deux membres de l'équation 

(J1 — s) (■** — g) · · · (χ™· — g) _ H, H, . ■. H„„ 
X*z · . ■ . ■ Xniii Ù, Aj ... h

mn 

et comparant les coefficients des puissances semblables, ou bien encore 
on les déduira de la formule 

Σ; = -Σί· 

ver la vraie valeur de ce rapport exprimée au signe près par un certain segment Κ,. La 
formule 

X^ . . . («Τ/ηη*—Χι) K-i H2 * ■ * Hmn 
Xi tPj ..... JCjpji Η

τ h2 . . . hmn 
lorsqu'on y permute entre elles les lettres x,, x

2
, ..., x

m
„, en tenant compte bien en-

tendu des changements que cela entraîne dans les valeurs de Κ,, H„ ..., H
m

„, conduit à 
plusieurs autres formules du même genre, dont le produit fait connaître la valeur de 
(r,—x,)1...(Xi — Xj)%... A peine est-il nécessaire de dire qu'après avoir mené par le 
point (a;,, y

t
) où les deux courbes (M) et (N) se coupent une droite parallèle à l'axe Oy, 

on obtient le segment K, en cherchant la partie de cette droite comprise entre deux 
autres droites menées par un point auxiliaire ayant une abscisse égale à (χ, ι ) parallè-
lement aux deux tangentes en (x„ yt) aux deux branches des courbes respectives (M) 
et (N) qui se coupent en ce point. 
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en déplaçant sur l'axe des χ l'origine des coordonnées sans changer la 
direction de l'axe des y; en effet, si g désigne la diminution que cha-
que abscisse éprouve dans ce déplacement, et si Κ et H représentent 
les valeurs nouvelles des segments k et h, on aura 

Στ=ΐ=-Σ Ι-

et pour en conclure les valeurs de ̂  ~, y ̂  ,..., il suffira de dé-

velopper les deux membres suivant les puissances croissantes de la 

quantité g supposée très-petite : enfin, pour y χ2,. . . , on 

supposera la valeur de g, non plus très-petite, mais très-grande, on 
développera les deux membres suivant les puissances descendantes de 
h, et l'on fera intervenir les asymptotes rectilignes, puis les asymp-
totes de tous les ordres. 

29. Pour terminer, indiquons encore en peu de mots une autre ma-
nière d'exprimer géométriquement les produits 

F{y,) F{'h) · ■ ■ F (a.) F (a
2
) ... F (a

m
). 

Désignons toujours par y une quelconque des racines y,, ... y
m
 de 

f (γ) = ο, c'est-à-dire une quelconque des abscisses des points (M) de 
rencontre de la première de nos deux courbes avec l'axe des y : l'équa-
tion d'une droite menée par le point (M) parallèlement à l'axe des χ 
sera y=y : les abscisses des points où cette parallèle coupe la seconde 
courbe seront fournies par l'équation 

F (y) ■+- χ F, (y) -+-... 4- x" F
n
 = ο, 

dans le premier membre de laquelle le coefficient F„ de x" est une 
simple constante ; et par conséquent le produit de ces abscisses sera 
égal à 

( — I )\ £!g2 ; 
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donc le produit total x, x

2
 . .. x,„„ des abscisses des points de ren-

contre de la seconde courbe avec les diverses parallèles menées à l'axe 
des x par les points où la première courbe rencontre l'axe des y sera 
lui-même égal à 

yy F(yt)F(y2) . . . F(■/„) 

et l'on aura 

F(ll<) F{l>) · · · F(~ïm) = ( — 0'""· F ■ xt ■ ■ ■ x»m· 

Soit de même a une quelconque des racines α,, a2, . . ., a
m de f {a) = o, 

et y — ax l'équation d'une parallèle menée par l'origine à l'asymptote 
de la première courbe dont l'équation est y = ax a! : les abscisses 
des points de rencontre de cette parallèle avec la seconde courbe seront 
déterminées par l'équation 

x" F (a) -+- x"-' F
( (a) + F„ = ο, 

dans le premier membre de laquelle F„ est une simple constante ; et 
par conséquent le produit de ces abscisses sera égal à 

( _ ι y .hι. ■ 

donc le produit total ξ, ξ
2
 ... çm: des abscisses des points de ren-

contre de la seconde courbe avec les parallèles menées aux asymp-
totes de la première courbe par l'origine des coordonnées sera lui-
même égal à 

T?'« 
(- ι )mn t , 

F(a,) F(a2) . . . F (a„) 
et 1 on aura 

F (a
4
) F («,) ... F (a

M
) = ( - ι )™. F" . 

F
h
 est le terme de Ν indépendant à la fois de x et y, c'est par suite b 
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terme de F{jr) indépendant de y : en supposant donc, comme ci-des-
sus , le coefficient de y" dans Ν réduit à l'unité, on trouvera 

F« = (— ')"· V, V, . . . v„, 

v,, ... v2, étant les racines de l'équation F (y) = o, ou les ordonnées 
«les points d'intersection de la courbe (N) avec l'axe des y. D'un autre 
côté, si l'on désigne par c,, c

2
,..c„ les abscisses des points d'inter-

section de cette courbe (N) avec l'axe des a·, on voit sans peine que 

c, c
2
 .. . c

n
 = (— ι )". " n 

ce qui détermine F„. Substituant pour F„ et F„ leurs valeurs ainsi 
obtenues dans les expressions des produits F (a,)F (a

2
) ... F 

/Λ'γ, ) F (y2) . · · F (y,„), on en conclut 

F y-, : F (a
2

) ... F (ym) = ' ' - 'f , 

F<y,) F(yt) . . . F(ym) = ( - ^ 

ces formules sont moins simples et moins élégantes que celles du n" 27 ; 
ici les seconds membres ne se présentent plus sous une forme symé-
trique par rapport aux deux couribes (M), (N); il en est de même du 
second membre de la formule 

.
y
 γ. r

 XI X> · ' *«■«· Si · ' ■ 
(c, r, . . c,/- 7 

qui résulte immédiatement des précédentes. On pourrait examiner ce 
que donnent ces diverses équations, et en particulier la dernière, lors-
qu'on remplace les deux courbes (M), (N) l'une par l'autre, ou lors-
qu'on change la direction ou l'origine des coordonnées. On obtiendrait 
ainsi de nouveaux théorèmes. Mais en voilà bien assez sur ce sujet. 
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V. 

50. Considérons actuellement les formules du n° 17, qui sont rela-
tives à trois équations à trois inconnues 

M (x, j, ζ) = ο, Ν (χ, j, ζ) = ο, Ρ (χ, γ, ζ) = ο, 

dont les premiers membres peuvent être mis à volonté sous l'une ou 
sous l'autre des deux formes suivantes 

M = ^/(S'ï) +*"-■/·(;·;) + · ·' 

N =-"F(S· ;) + *-'F-(i' ;) + ···. 

ρ = -'Μ.;) + -'-Μί·ϊ) + ···> 
OU 

M = f ( j, ζ) + X f, ( j, z) + . . ., 
N = F (.T» z) + x F« {jt z) + · · · » 
Ρ = *Cr»a) -1- (jr, z) -+■ — 

En tirant des deux premières équations M = ο, Ν = ο, les valeurs 
de jet z, on a obtenu l'équation finale en x, et l'on a trouvé que le 
produit des racines de cette équation finale est exprimé par la formule 

„ m γ f « \mnp *(ιί <*.) ···*(? ma j 

ou (oc,, β,), ·. •·){ο·Μηι βτηη)ι (γ15 ^i)» * · ·» $mn) représentent les 
couples (α, β) et (y, à) de racines des équations simultanées /{μ, β) = ο, 
F (oc, β) = ο, et f (y, à) = o, F {y, â) = o. 

Mais on aurait pu former l'équation finale en χ et le produit 
χ, x

2
. -. x^p d'une autre manière, savoir, en tirant des deux dernières 

équations Ν = ο, Ρ = o les valeurs de y et z pour les reporter dans la 
première, ou bien encore en résolvant la première et la dernière équa-
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tion (M = ο, Ρ = ο), puis portant les racines dans la seconde. En 
opérant ainsi l'on aurait trouvé par exemple, 

~ -, (_
 t

\mnp f("n 90 ···· Q«p) 
1 a' · ' mnp ~~ 1 j '/(*., p.) /(W»,)' 

(ÏJ, d) représentant en général un couple déracinés des équations simul-
tanées F (YI, Ô) = ο, Φ (τη, θ) — ο, et (λ, μ) un couple de racines des 
équations simultanées F (λ, μ) — ο, ψ (λ, μ) = ο. 

On doit conclure de là que les deux fractions 

φ(7ϋ *,).■· *(?■»■» *—) 
f Ιβι > · · · ? (α"Λ> Ρ«η) ' 

f (>ΐι , β») ■ . . f {yiap , &np ) 
y(^i » (*ι) · · - f$»p t )' 

sont égales entre elles; de plus il faut ajouter qu'elles sont aussi 
égales à une troisième fraction de même forme dans laquelle entre-
raient, sous les signes F, F, les racines des équations simultanées 
Ax>f) = °, = et f (χ, ̂ ) = ο, Φ(:τ, jr) = o. Ce théo-
rème s'étend sans difficulté aux fonctions de plusieurs lettres. 

31. On peut regarder chacune des équations M = ο, Ν — ο, Ρ = ο 
comme représentant une surface. L'équation 

-r -r τ· — I— .V>"P φ(ν»"' 
x
t
x,...x

mnp
-\ ι ; .

 ί(αΐ) w
 ^

 w 

fournit ainsi le produit des abscisses des points d'intersection de trois 
surfaces géométriques quelconques. La fraction qui exprime ce produit 
est susceptible d'une interprétation assez simple. Continuant à désigner 
par (α, β) un couple quelconque de racines des équations simultanées 
f (α, β),= ο, F (a, β) = ο, déterminons a' et β' en fonction de a et β 
par les équations du n° 15, 

Τ«Ά =°' τ
α

α P + F< =°' 
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les deux équations j=aa; + a', ζ = βχ β' représenteront suc-
cessivement les mn asymptotes rectilignes communes aux deux sur-
faces (M), (N) ; par suite y = αχ, ζ — βχ seront les équations d'une 
parallèle menée par l'origine des coordonnées à l'une de ces asymptotes. 
Les abscisses des points où cette parallèle coupe la surface (P) seront 
déterminées par l'équation 

χρψ(α,β) -+- χΡ~' f
t
 (a, β) + ... + ψp = ο, 

dans le premier membre de laquelle le dernier terme ψ
ρ
 est une simple 

constante, et le produit de ces abscisses sera 

f (a ' ß) ’ 

Donc le produit total ξ, ξ
2
... ξ,„„

ρ
 des abscisses des points où la surface 

(P) est rencontrée par les mn parallèles menées par l'origine des coor-
données aux asymptotes communes des deux autres surfaces (M), (N), 
sera exprimé par 

M. ϊ£.1 
φ (α. , Pi) φ («« , pmn) ' 

et 1 on aura 

φ (α„ ρ,) ... φ (α
Η>

 β,ηη) = (— ι)™"·
 £

 . *' .—· 

De même, si l'on continue à représenter par (y, â) un couple quel-
conque de racines des équations simultanées f (y, t?) = o, F (y, ά) — o, 
on verra que les équations^ = γ, ζ = â représentent successivement 
les mn parallèles à l'axe des χ que l'on peut mener par les mn points 
du plan des y ζ qui appartiennent à la fois aux deux surfaces (M) et (N;. 
On reconnaîtra en outre que le produit x, x

2
 . . . x

mnp
 des abscisses des 

points où ces parallèles coupent la troisième surface (P) est égal à la frac-
tion 

*{lx, ^.) <-^1(7 mni àmn) fb* 

49·· 
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fraction dont le dénominateur est une simple constante, et l'on en con-, 
clura que 

Φ (γ,, <?,) ... Φ (y
m

„, d
m

„) = (— if"*. Φpm". x
t
x

3
 ... X

mnp
. 

Par suite, on aura 

—J . X| X3 X~MNP· ΖΊ ΖΪ · · · %MNP* 

D'un autre côté si l'on désigne par c
3
, c

3t
 ..., c„ les abscisses des points 

où l'axe des x coupe la surface (P), on trouve sans difficulté 

— ( l)'. ct c3 ... cp. 

De là résulte la formule 

X, X3 . . . Xmn — {eie,...e,y ' 

qui est une généralisation de celle du n° 29. 

32. On peut aussi, comme au n° 27, faire usage d'un point auxi-
liaire A, situé sur la partie négative de l'axe des x, à une distance 
AO = ι de l'origine des coordonnées. Il est facile de voir que si par ce 
point auxiliaire on mène des parallèles à toutes les asymptotes recti-
lignes de la surface (P), ces parallèles formeront un cône dont l'équa-
tion sera 

v{lh> ÏT7)=0· 

Ce cône est coupé par le plan des yz suivant une courbe que l'on peut 
regarder comme sa base et dont l'équation est φ (y, ζ) = o. D'un autre 
côté, une parallèle à l'une quelconque des asymptotes communes aux 
deux surfaces (M), (N) aura pour équations 

y = « (x ■+■ ι), ζ = j3 (χ -+- i), 
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et percera le plan des yz en un point Β dont les coordonnées seront 
y=a, ζ—β. Menons par le point Β une parallèle à l'axe Ο ζ ; les valeurs 
de ζ relatives aux points de rencontre de cette parallèle avec la base du 
cône seront fournies par l'équation φ (α, ζ) = o. Posons ζ = β -+■ l, 
et admettons (ce qui est permis) qu'on ait réduit à l'unité le coefficient 
de zp dans le polynome P, ce qui rendra aussi égaux à l'unité les coef-
ficients de zp dans ψ (y, ζ) et Φ

t
(y, ζ) : nous aurons 

ψ (a, ζ) = φ(α,β + 1)=φ (α, β) + j + . .. -t-

l'équation dont l dépend deviendra 

lp -+- ... -4- ψ (α, β) == ο : 

le produit l
{
l

2
 ... l

p
 de ses racines, c'est-à-dire le produit des segments 

compris entre le point Β et les points où la parallèle à l'axe des ζ ren-
contre la base du cône, est donc égal à (— ι)ρ. ψ (α, β). Donc le produit 
total l, l

2
 . ■ . l

mnp
 des segments l qui répondent aux mn couples (α, β) 

est égal à 

(— ι)""', ψ (α,, β,) .. . β
Μη

), 

et réciproquement on a 

ψ (α,, β,) ... ψ (a
mn

, β,
ηη

) = (— ι 1,1
2
 . .. 1,

ηηρ
. 

D'un autre côté, l'on a vu plus haut que les couples (γ, c?) représen-
tent les coordonnées (y, z) des points du plan des yz qui appartiennent 
en même temps aux deux surfaces (M) et (N). Si par ces divers points 
on mène des parallèles à l'axe des z, le produit h

t
 h

2
 ... h

mnp
 des seg-

ments compris entre chacun d'eux et les points où la parallèle corres-
pondante rencontre la surface (Ρ), aura pour valeur 

(— Φ (7l> °\) · · · Φ (7mn, dmn), 
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et réciproquement on aura 

φ(7«> <*«)··· Φ(7/«»> àmn) = {—i)mnph
i
 h

t
 ... h

mnp
. 

De tout ce qui précède on déduit la formule 

xmnp = (- ο-»*.*'*»···*■», 

qui, si l'on déplace l'origine des coordonnées d'une quantité g sur l'axe 
des#, ce qui ne change rien aux segments l

2
, ..., l

mnp>
 en fournit une 

seconde 

(X, -g)(x,-g)... (x„
r
 — s) = (— ■Γ

φ
";°·--f-': 

cette dernière, combinée avec la formule primitive, nous donne 

(*. — g) (g» — g) · ■ · (Xm*p — g) _ H, H, ■ ■ . α„
ρ 

X
x

X
x
 ...... Xmnp Λ, h

x
 . . . hanp 

Ces diverses équations et celles du numéro précédent sont assez simples 
pour mériter qu'on les remarque : on pourra, si l'on veut, les compa-
rer entre elles, et aussi les discuter en examinant ce qu'elles fournissent 
lorsqu'on remplace l'une par l'autre deux de nos trois surfaces ou lors-
qu'on change les axes coordonnés. 

55. Nous ne dirons rien de la formule du n° 17, où entre la somme 
des valeurs inverses des racines #

2
, ..., x

mnp
. Mais les diverses re-

marques que nous allons présenter sur la formule qui contient ̂  χ 

s'appliqueront d'elles-mêmes, mutatis mutandis, à celle qui contient 

Σί 
On a trouvé 

α' -+- ^ β' -+- ψ, 

Σχ = — y ρ , 
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le ̂  du second membre étant toujours relatif aux racines (α, β) des 

équations simultanées_/*(α, β) = ο, F (α, β) = ο, dont a' et β' se dé-
duisent par les formules du n° 15, 

dix a df P "+" /< = ° ? Τ*" + TP β +F< =°· 

Or une quelconque des asymptotes communes aux deux surfaces (M), 
(N) étant généralement représentée par les équations y — a χ -f- a', 
ζ = βχ β', coupe la surface (P) en ρ points dont les abscisses sont 
déterminées par l'équation 

a* ψ (α, β) 4- xp
~

l +
 ?l

) + ... = o; 

la somme des abscisses dont nous parlons est donc égale à 

_ + W + ^ 
?(«.?) ' 

et pour toutes les asymptotes considérées ensemble, elle devient 

v
,ï"' + ff + * X· 

φ (α, β) 
• · 

Il faut en conclure que « le centre des moyennes distances des points 
» d'intersection de trois surfaces géométriques coïncide avec le centre 
» des moyennes distances des points où l'une de ces surfaces prise à 
» volonté est rencontrée par les asymptotes rectilignes communes aux 
» deux autres. » 

54. Résolvons les équations 

*£« + %?= <>· 

£«■ + ?/* + *, = o, 
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par rapport à a' et β'. En posant 

A («> P) — da dp dp da » 

B («> Ρ) — da dÇ dp da,7 

ri„ R\ - _dfdl 
la» P) — da dp dp da ' 

il nous viendra 

v
 df r dF 

a' - d$ 
~ C(a,p) 

f — F ί£ 

ο, _ J*dx r* da 

- cWf) ' 

puis 

Σ  γ y /' (
g

> P)
 A

(
g

> P) + F, (a, Ρ) Β (α, β) -+- φ
Γ

 (α, β) C (g, β) 

Mais pour obtenir cette expression de on a opéré l'élimination 

en résolvant d'abord les équations M = ο, Ν = ο par rapport à y et z, 
c'est-à-dire en prenant pour point de départ les racines (α, β) des équa-
tions f (α, β) = ο, F (a, β) = o. Si l'on opérait l'élimination dans un 
autre ordre en résolvant d'abord les équations Ν = ο, Ρ = ο, c'est-à-
dire en prenant pour point de départ les racines (λ, μ) des équations 
F ι λ, μ) —ο, φ (λ, μ) = ο, on trouverait évidemment 

Σ  V* .Λ ft> ρ) Aft> (*) + F, (λ, ft) Β (λ, μ) -f- φ, (λ, ρ) C (λ, ft)
 # 

le signe ̂  se rapporte ici aux racines (λ, μ). 

Égalant cette valeur de ̂ jrà la précédente, et supposant, pour plus 

de simplicité, les deux fonctions J\, F, réduites à zéro, on aura donc 

(g> Ρ) _ ν» f, ft, ri c ft, ri 
?(«,?) Ζ* γft,riAft,ri ' 
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le signe ̂  du second membre étant, comme on l'a déjà expliqué, re-

latif aux couples (λ, μ) de racines des équations simultanées F (λ, μ) = ο, 
φ λ, μ.) = ο, et celui du premier membre aux couples (α, β) de racines 
des équations J [a, β) = ο, F (α, β) = ο. 

Il est évident qu'on trouverait de même 

Σ  F.
 T

) F, (λ, ?*)Β(λ, μ.) 

σ, τ) représentant les couples de racines des équations simultanées 
f (σ, τ) = ο, ψ (σ, τ) - ο. 

Il suit de tout cela que la valeur de ̂  χ peut être mise sous cette 

forme symétrique 

v r· — _ p) _ y Fi (σ>τ) _ y ΐι(α' P) 
2d 2df\\,y) 2d F(», τ) 2d y (α, β)" 

Ajoutons que la formule que nous venons d'écrire se traduit immé-
diatement par ce théorème. « Trois surfaces géométriques étant don-
» nées, cherchez le centre des moyennes distances de tous les points 
» d'intersection de chacune de ces surfaces prises successivement avec 
» les parallèles menées par un point fixe Ο aux asymptotes communes 
» des deux autres : ce centre D sera situé sur la droite OC qui joint le 
» point Ο au centre C des moyennes distances des points d'intersection 
» des trois surfaces : de plus, la distance OD sera le tiers de OC. » 

55. L'équation 

Σ φι(«> f) _ ^ ?ι (λ, «)C (λ, μ) 

répond, autant que la nature des fonctions de deux variables le per-
met, à la décomposition en fractions simples ι des fractions rationnelles 
dépendantes d'une seule variable. Les fonctions f, F, ψ sont des fonc-
tions entières de degrés quelconques, mais ç, est une fonction entiere 
de degré inférieur au moins d'une unité au degré de 9. En supposant 
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Φ (M, V) = C (a, V), le second membre s'évanouit de lui-même à cause de 
C (λ, μ) = F (λ, μ) = ο. Il vient par suite 

("» β) _ n 
C(«, p) -

formule où le degré de φ, (α, β) doit être inférieur au moins d'une 
unité au degré de C (a, β), c'est-à-dire inférieur au moins de trois uni-
tés à la somme des degrés des deux polynômes f{a, β), F (α, β), for-
mant les premiers membres des équations simultanées aux racines 

desquelles le signe ^ se rapporte. Cette dernière équation 

Σ ?τ (α> Ρ)
 n 

renferme le théorème déjà cité de M. Jacobi. 

36. Ce théorème est relatif aux fonctions de deux variables, et nous 
y sommes arrivés en considérant d'abord φβ équations à trois incon-
nues; c'est-à-dire qu'en géométrie nous avons obtenu un théorème re-
latif à des courbes planes en nous servant de surfaces auxiliaires et res-
tituant à l'espace ses trois dimensions, comme les géomètres modernes 
l'ont souvent pratiqué avec succès. On obtiendra un théorème sem-
blable pour les fonctions de trois variables, en passant par les équations 
à quatre inconnues, et ainsi de suite. 

Considérons en général des équations M = ο, Ν = ο,..., 
Ρ = ο, Q = ο, en nombre quelconque et contenant un nombre égal 
d'inconnues χ

 y
 jr,..., z; groupons entre eux les termes homogènes de 

même degré, et donnons aux premiers membres de ces* équations la 
forme 

M = *-/(>.. ,i) +*"/.(£ i) 

N=*"F(i î) +*"F· (;.··■>;) +···. 
"S 

? 

V=xP
 ?(*'·'·' i) +···' 

Q = g, -Η**-
1

 Ψ, (;>·· "F· · ·' 
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/'(«,. ., w), F (M, .. ., w), etc., étant généralement des polynômes de 
degrés m, n, etc., et f

t
 (M,. .., w), F, w), etc., des polynômes 

de degrés m—i, η—ι, etc. tout au plus. Pour obtenir, d'après la mé-
thode du § II, la somme des racines de l'équation finale en x, résultant 
de l'élimination de y,. . . , ζ, il suffira de chercher d'abord les cou-
pies (α, β,.. ., y) de racines des équations simultanées 

/\«» β, ■ ■ · > ï) = ο, . F (α, β,. .., γ) = ο,.. ., φ (α, β,. . .,γ) = ο . 

puis de déterminer α', β',..., γ' par les équations suivantes 

"■·+£/+/. =o, 

d¥ • Ja“ + d F Tjs 

< ■ < · · I · 4 · · I · · · « f ι · · t · « 

t * + % Iß'+ 

où, pour abréger, l'on a écrit f·,/, etc., au lieu de/(α, β, . . ., γι, 
f, (α, β, . ., γ), etc. Cela fait, on aura 

2)^ = — 2 rfP dl f 

formule qui se simplifiera beaucoup et nous donnera 

Σ  m — — V Ψ· (g> P» · · · y) 

dans le cas particulier où les fonctions f,, F,,. . ., çp
4
 sont supposées 

identiquement nulles. 
Mais pour obtenir ces diverses formules, on a résolu d'abord les 

premières équations M = ο, Ν = ο,. . ., Ρ = ο, par rapport à j,... ζ, 
et l'on a substitué les racines dans le polynome Q. On arrivera à d'au-
tres résultats si l'on résout les dernières équations N=o,...,P=o,Q=o, 
pour substituer ensuite leurs racines dans le polynome M. 

5o.. 
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En désignant alors par (λ, μ,..., ν) un couple quelconque de racines 
des équations simultanées 

F (λ, μ,.. ν) == ο, ..., φ (λ, μ, .. ν) = ο, ψ (λ, μ, . . ., ν) = ο, 

puis déterminant λ', μ'..., ν' par les équations 

rfF rfv V ' -h F, — o, 

£>·' + ίκ+···+£·'' + ί.=°. 

+%>ί'+ •■•+£»' + '1'' = °· 

où l'on a écrit pour abréger F, etc., au lieu de F (λ, μ,..., ν), etc., on aura 

^λ' -+- jV-b · · · "Ι" Tv' + /" 
Σ* = -2- —7 -——■ 

quand on suppose J", = o, F, = ο,.. , φ, = ο, comme ci-dessus, 
on doit d'abord supprimer le dernier terme du numérateur delà fraction 

placée sous le signe ̂
: d'ailleurs, pour former les valeurs de λ', μ'..·, ν', 

il faut, d'après la règle connue pour la résolution des équations du 
premier degré, chercher d'abord ce que Laplace nomme la résultante du 
système 

dF dF dF 
rfX' rfjl'·" ' rfv' 

• - · 9 

dtp dp d<p 
d\9 d^>'9' » 

dï> φ» * ' ' > 

soit A (λ, μ..., ν) cette résultante, où l'on mettra, si l'on veut, les 
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dérivées de ψ en évidence en désignant par (λ), (μ),... (ν) des coeffi-
cients indépendants de ψ, puis écrivant 

Αί^ ")=(
λ
)κ+ΜΪ-<-··· +«£· 

A (λ, μ,..., ν) sera le dénominateur commun des fractions qui repré-
sentent les racines λ', μ',..., ν': le numérateur de λ', par exemple, s'en 
déduira en remplaçant 

rfF _ ^ par — l·, ou par zero, 

• · · · > 

par — φ, ou par zéro, 

^ enfin par — ψ, : 

vu la composition connue des coefficients (λ), (μ),..., (ν), cela ne chan-
gera rien à (λ) qui ne renferme aucune dérivée relative à λ, et au con-
traire annullera (μ),..., (ν) : on aura ainsi 

\/ (λ) ψ
1
 (>, ft, . , . , ν) 

Α ( λ, μ, ..., ν) ' 

et de même 

,.Ι (Ρ)ΨΙ(Λ> F»· · ·> ·') ■·>») 

^ Α (λ, Γ ~~ Α(λ,,ι,. 

En posant donc 

+ + "· D (λ, μ.,..., 

il viendra 

Σ  _ γ ψ, (λ, ft,..., ν) Ρ (λ, μ,..., ν) 

(Comparant cette nouvelle expression à l'ancienne, on en conclura la 
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formule générale annoncée n° 4 : 

Σ  ψ. (g> β> ■ · ·» γ) _ ψι (λ» t*»· · ·λ)Ρ(*.(*>· · ·»·■>). 

d'où, pour le cas de ψ (M, V, ..., w>) = D (u, f,.··» W), il résulte en par-
ticulier 

Σ  ψ. («, β, · · ■, y) _ 

Dans cette dernière formule le degré de ψ, doit être inférieur au degré 
de D ; dans la formule générale il doit être inférieur au degré de ψ. On 
passe de l'expression de A ( λ, μ,..., ν) à celle de D (λ, μ,..., ν) en y rem-
plaçant ψ par — j: réciproquement A (λ,μ,...,ν)ββ déduirait de 
D (λ, μ,..., ν) en y changeant fan — ψ ; il ne servirait à rien d'ajouter 
que D (λ, μ, . . ., v) est la résultante du système 

df df df 
dï' dp' ' rfv' 

dF dF dF 
dï' 4Γ' ' " ' A ' 

• ♦· · ♦ M 

dv dy dy 
dk5 * " *9 T* 

57. Gomme le cas des fonctions de trois variables nous sera utile 
par la suite, nous en ferons ici mention expresse. Soient donc fix, y, ζ), 
F (je, y, ζ), ψ [x,y, ζ), ψ {oc,y, ζ) quatre fonctions entières de oc,y, ζ ; 
désignons par (a, /3, γ) un couple quelconque de racines des trois équa-
tions simultanées 

/{eu, β, γ) = ο, F (α, β, y) = ο, φ (α, β, γ) = ο, 

et par (λ, μ, ν) un couple quelconque de racines des équations 

F (λ, μ, vj = ο, φ (λ, μ, ν) = ο, ψ (λ,μ, υ) = ο; 
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représentons de plus par D [oc·, y-, z) la somme des trois quantités 

df/dF d<? _ rfF 
dx \dy dz dz dyy 

dffdFdy dFdcA 
dy \dz dx dx dz)"1 

dfidF d<ρ _ 
dz \dx dy dy dx) ' 

et par A {oc,y, z) ce que devient l'expression de D (χ,y, z) lorsqu'on y 
remplace f par — ψ ; soit enfin ψ, (χ, y, z) une fonction entière de de-
gré inférieur à ψ : on aura en général 

Σ ψι (α> P>?) ψι(ν,ν|)Ρ(λ, μ, ν). 

et si ψ {xiy> ζ) — U faifo
 ζ

)ι d Viendra en particulier 

Σ Ψι(α» % y) _
 n 

le degré de ψ, étant bien entendu inférieur alors au degré de D. 

VI. 

38. Les formules que nous venons de démontrer fournissent un 
grand nombre de théorèmes de géométrie. Donnons-en ici quelques-
uns. 

Au n° 53 on a trouvé 

Σ ?' (α » fi) _ „ 

le signe ^ étant relatif aux racines des équations simultanées 

j\a, β) = o, F (α, β) = ο, et C(a, j3) représentant la quantité 

dfdF _ dfd_F 
doc dp dp doc" 
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En appliquant cette belle formule de M. Jacobi aux rayons de courbure 
relatifs aux divers points de contact des tangentes que l'on peut mener 
à une courbe géométrique parallèlement à une droite donnée, on ob-
tient d'abord l'équation 

ΣΪ-. 

que j'ai annoncée à la fin du n° 19. 
Rapportons, en effet, la courbe géométrique à deux axes rectangu-

laires Ο χ, Οχ, et supposons l'axe Ox parallèle à la direction commune 
des tangentes. Si j\x, χ) = ο est l'équation de la courbe proposée, 
les coordonnées (α, β) des points de contact dont nous nous occupons 
seront fournies par les deux équations 

/(«,|3) = o, %a=o, 

et l'expression algébrique de la valeur inverse du rayon de courbure p, 
qui devient ici très-simple à cause de l'équation 

df{yi P) _
 n «Γα — 

sera 

l _ Vgl / 

Cela étant, il suffit de prendre 

Vi y) dz*]*•= f, (*,r) = 

puis d'appliquer la formule de M. Jacobi, pour arriver à l'équation 

Σ,1 — 
qu'on veut démontrer. De cette équation convenablement différentiée 
se déduisent d'autres équations dont j'ai dit un mot à la fin du n° 19. 
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39. La formule de M. Jacobi, appliquée aux fonctions de trois va-
riables, c'est-à-dire la formule 

Σ Ψ'Κ P'71) _ 

du n° 37, fournit des théorèmes analogues pour les surfaces. Considé-
rons, en effet, une surface géométrique et la série complète des points 
de contact des plans tangents que l'on peut mener à cette surface paral-
lèlement à un plan donné. Soient Ox, Οχ, Ο ζ trois axes rectangulaires, 
et supposons le plan des χ y parallèle à chacun des plans tangents. Les 
coordonnées (α, β, y) des points de contact dont nous parlons seront 
fournies par trois équations de la forme 

/(«,&,) = o, = o. 

Cela posé, dans la formule 

Σ Ψ' (g> P» 7) _ 

prenons 

F (α, β, y) = ?(a, p, y) = 

et, en supprimant les termes de D (α, β, y) où se trouvent en facteurs 

les dérivées qui sont égales à zéro, il nous viendra 

Ψ· (α> P> y) 
i£\tld2l - ( dlfy \ -

Le degré du numérateur ψ, (α, β, y) doit être inférieur au degré du dé-
nominateur. Or cette condition sera remplie si l'on choisît, par exemple, 
pour ψ, une fonction homogène et du troisième degré des trois déri-
vées partielles 

#f dpj 
dcc*' dadÇ ' dp' ' 
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c'est-à-dire si l'on fait 

ψι («> γ) = g (S")8
 + Λ (g)' (^) + - · ■, 

g, h, etc. étant des constantes. D'un autre côté, si l'on désigne, con-
formément à l'usage ordinaire, par r, s, t les dérivées partielles de l'or-
donnée ζ ou y de la surface géométrique dont fix, J,z) = ο est 
l'équation, et si l'on observe que les dérivées premières sont nulles ici 

en vertu des équations ̂  = o, ^ = o, on trouvera 

<*f _ _ df *f_ df 
dx* dy ' dxdfi dy ' dfy* dy 

En substituant donc ces valeurs dans la somme 2, on aura cette équa-

tion générale 

Σ ξ!3 + hr* s -\-

qui, vu l'indétermination des constantes g, h, etc., se décomposera dans 
dix autres équations particulières, entre les quantités r, s, t, dont 
dépendent pour chacun des points de contact (α, β, y) les rayons de 
courbure principaux ρ, p' et la direction des lignes de courbure ou, 
ce qui revient au même, l'angle que la tangente à l'une de ces lignes de 
courbure fait avec l'axe des x. 

Parmi ces dix équations, on peut remarquer les deux suivantes : 

Σ

ώβ=£>_
2(Μ

.
ι) = 0> 

2 (r+f)3— 3(r-Hi)(rt— s') _ 

qui, d'après les formules 

= { + i» rt —■*" =i» 
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auxquelles se réduisent les formules connues quand les dérivées du pre-
mier ordre sont nulles, donnent immédiatement 

se-?)-·. Σ(£-*η· 

40. Revenons aux fonctions de deux variables et à la formule 

Σ ?·(*> Ρ) _
 n 

Conservons au polynome f(x, jp) toute sa généralité, mais prenons 

faggi = & -Kr3 - <**] ?i(^. j) = 

Admettons de plus que les coordonnées soient rectangulaires. Les équa-
tions 

F fa f) = o, J\x, jr) = ο, 

représenteront respectivement un cercle et une courbe géométrique 
quelconque. En nous rappelant que la tangente trigonométrique de 
l'angle ω qu'une touchante à cette dernière courbe fait avec l'axe 
des x, est exprimée au signe près par le rapport des deux dérivées 
de f, nous tirerons de la formule de M. Jacobi l'équation 

Σ COS ω 

où le signe ̂  s'étend à tous les points d'intersection du cercle avec la 

courbe, et qui prend une forme plus élégante, savoir, 

Σ  cos ω 

lorsqu'on remplace les coordonnées rectangulaires α, β par leurs va-
leurs a cos 9, a sin 9, en coordonnées polaires. On en conclut aisément 
ce théorème de géométrie plane : « Si par les points d'intersection d'un 

5i.. 
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» cercle donné et d'une courbe géométrique on mène des normales à 
» la courbe et qu'on les prolonge jusqu'à leur rencontre avec une 
» transversale quelconque passant par le centre du cercle, la somme 
» des valeurs inverses des segments compris entre ce centre et les pieds 
» des normales sera égale à zéro [*]. » 

On obtiendra une foule de théorèmes du même genre en prenant 
pour l'équation F [x, jr) = o, non plus celle d'un cercle, mais d'une 
hyperbole, d'une ellipse, et généralement d'une courbe géométrique 
simple. Il y a aussi des théorèmes analogues pour les surfaces. 

VII. 

41. Occupons-nous maintenant de la formule 

Σ  y· («» β) _ v< ?i(>, (χ) C (>,(*) 

que nous avons démontrée n° 34 et dont celle de M. Jacobi est un cas 
particulier. On se rappelle que la somme du premier membre est rela-
tive aux racines des équations simultanées f(a, β) = ο, F (α, β) = ο, 
et celle du second membre aux racines des équations F (λ, μ) = ο, 
φ (λ, μ) = ο : de plus on a 

ca u.) - ̂  ^ 

AQ ιΔ — d¥d,f dF 

Mais au lieu de <p, (x,j) il nous sera plus commode d'écrire ts(x.j·). 

[*] J'ajouterai qu'en nommant ρ le rayon de courbure de la courbe géométrique en 
un quelconque des points (α, β), et Ν la longueur de la normale correspondante, on a 

Σ (Ν + ρ) cos ω 

On démontre cette formule en différenciant par rapport à a celle qui résulte du théo-
rème énoncé dans le texte. La différenciation dont je parle s'effectue bien facilement à 
l'aide d'une figure. On obtient d'autres relations entre les rayons de courbure ρ et les 
angles ω, θ, quand on déplace le centre du cercle au lieu de faire varier le rayon a. 
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La formule que nous allons considérer sera donc 

Σρ(«> β) ρ (λ,|χ)ΰ (1, ιι) 

le degré de τα étant inférieur au degré de ψ, puisque le degré de φ, rem-
plissait cette condition. 

Désignons par t un paramètre que nous ferons plus tard infini ; ad-
mettons que ce paramètre entre dans l'expression de la fonction φ et 
que cette fonction soit de la forme 

p(x,y)= (t-oc)Q{x, y). 

A cause des deux facteurs de φ, les racines (λ, μ) se décomposeront en 
deux groupes distincts : les unes que nous continuerons à désigner 
par (λ, μ) seront fournies parles équations simultanées 

F (λ, μ) = ο, θ (λ, μ) = ο; 

les autres devront être représentées par (t, ζ), ζ satisfaisant à l'équa-
tion 

F(/,Ç) = o. 
En posant d'ailleurs 

dF(x, l) dO(λ ,y) _ ciF (x,y) dû (x, y) _ R , 
dx dy dy dx \ ">J ·> 

on s'assure aisément que 

A (λ, μ) = (t — λ) H (λ, μ), A (t, ζ) = 0 (t, ζ) 

Par suite il viendra 

Σ  ρ (g> β) "V
1 ρ (λ, ρ) 0(λ, ρ) ^ ρ (t, K)C(t, ζ) 

f(t, ζ) 9 (ί, ζ) 

La fonction τε [x,y) est assujettie à cette seule condition d'être de degré 
inférieur à ψ (χ, y). Nous pouvons donc admettre et nous admettrons 
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désormais que u (x,jr) et θ (χ, jr) sont du même degré p. Nous dési-
gnerons de plus par m, η les degrés respectifs def(pc, jr), F(x,y), et 
groupant entre eux, comme au n° 7, les termes homogènes de nos 
fonctions, nous écrirons 

/(x, j) = + χ—/. (J) + · · ·, 

F(x, f) = x- F (·£) + χ— F, (j) + .. 

(x,y)=) x(*)+ *··' 

θ (X, jr) = xPQ (j) -+- Ô, (j) + : 

on pourra écrire aussi 

c(x,.r)==*m+"-9c(j)4-

Η(χ,^) = χ"^-9Η^)-»-..., 

les fonctions C(«), H (u),... étant bien faciles à calculer, puisque l'on a 

C (u) — mf(u) F' (u) — nf (u) F (u), 

H (m) = η F (u) 0' («) — ρ F' («) θ (u), 

....................... 

Cela étant, multiplions par t les deux membres de la formule obtenue 
tout à l'heure, et voyons ce qu'ils deviennent pour t = <x>. 

Il n'y a d'abord aucune difficulté pour les deux sommes 

2 t ρ (a, β) ^ *CT(X, (*)C(X, p) 

lesquelles, pour t = oo, se réduisent respectivement à 

2 CT {<*■ > Ρ) ^ CT(X, ji) Ç(X,fz) 
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C'est donc la troisième somme 

Y t gr (t, ζ) C (t, ξ) 

i(t, ζ) ο (r, ζ) 

qui doit seule nous occuper. Or pour des valeurs de t très-grandes le 
rapport de ζ à t, fourni par l'équation 

F (t, ζ) = ί· F (?) -+- ί— F, (?) -+■ ... = ο, 

est sensiblement constant et égal à une des racines l de l'équation 

F(l) = o. 

Dans les mêmes circonstances, les diverses fonctions contenues sous le 

signe ̂  peuvent, comme on le voit aisément, être remplacées par 

leurs premiers termes. Ainsi pour t = 00, la somme proposée de-
vient en général 

Y1 ° (0C(0 
A/w) F' w 

ce qui fournit l'équation remarquable 

Σ °'«Ι β) ρ(λ,μ·)0(λ,ρ) ^ u(l)C(l) 

où le degré de 13 (x,y) est égal à celui de 0 (χ,y). Cette analyse 
montre comment la quantité 

Σ ρ (tt> β) 

que la formule du n° 54 fournissait pour le cas seulement d'une fonc-
tion π (x, y) de degré inférieur à φ (χ, y), peut être calculée quand 
is (x, y) est de degré égal à <p [χ, y). En continuant à peu près de la 
même manière, on s'élèvera au cas où le degré de rs (x,y) surpasse ce-
lui de <p(x,y) d'une ou de plusieurs unités. Je n'insiste pas sur ce 
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point, et je me contente aussi de dire en passant que des considérations 
analogues s'appliquent à la formule du n° 56, relative aux fonctions 
de plusieurs lettres. 

42. Quand on prend 

q(x,y)= £{χ>7)> d'où ® (0 = C (/), 

on trouve en particulier 

Σ  ρ (g> β) -y CT(0 

Le second membre dépend uniquement des fonctions J(l), F (Z), w(/)f 

c'est-à-dire de la direction des asymptotes des trois courbes représen-
tées par les trois équations = o, F (x,y) = ο, ts(x,jt) =o. Le 
degré de ts (χ, y) est ici égal à celui de C {x,jr). Si le degré de cette der-
nière fonction était inférieur d'une unité à celui de ts (x,jr), la va-
leur de 

Σ  ρ (α » Ρ) 

dépendrait en outre des fonctions f (Z), F, (Ζ), ts, (Z), c'est-à-dire de la 
position des asymptotes citées. En général, on peut démontrer que si 
le degré de ts (α, β) surpasse de i unités celui de C (α, β), la valeur de 

2  ρ (a. Ρ) 

dépend des seules fonctions /(/), F (Z), ts (Z), .. ., F, (Z), Tst (Ζ), 
dont l'indice ne surpasse pas i. 

45. Que l'on prenne 

K,J) dx dx ' 

ou 

- (T r\ _ dA*- y) rfF (x,y) 
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011 enfin 

, , df [x, y) d F (χ, y) 

le degré de ts (χ, y) sera dans chacun de ces trois cas égal à celui de 
G (x , y) : de plus la direction des asymptotes de la courbe (y) sera évi-
demment déterminée par celle des asymptotes des deux autres courbes 
(/')» (F)· Donc, d'après ce qui précède, les trois valeurs correspon-
dantes de la somme 

Σ σ (α, p) 

où le signe ̂  s'applique à tous les points (a, jS) d'intersection des 

deux courbes {J), (F), dépendront uniquement delà direction des 
asymptotes de ces deux courbes. En supposant les coordonnées x, y 
rectangulaires, et désignant par ω et Ω les angles que font avec l'axe 
des x les tangentes menées par le point (α, β) aux deux branches de 
courbe qui s'y coupent, les sommes dont nous parlons prennent (au 
signe près) la forme 

si η ft sin ω γ cos il sin ω cos ft cos ω 
sin (ft—ω) ' j£à sin (ft—«)' sin(ft—ω)' 

elles sont relatives aux angles que font avec une transversale fixe (prise ici 
pour axe des x) les tangentes menées successivement à chaque point 
d'intersection de nos deux courbes. De là trois théorèmes de géomé-
trie consistant en ce que les sommes indiquées conserveraient les mêmes 
valeurs si les angles ω et Û se rapportaient non plus aux deux courbes 
primitives, mais à deux autres courbes de même degré ayant chacune 
à chacune des asymptotes parallèles, ou bien encore si ces angles étaient 
respectivement ceux d'une asymptote de la première courbe et d'une 
asymptote de la seconde courbe avec la transversale fixe [*]. 

En ajoutant la première somme à la troisième, 011 obtient la somme 

[*] Si l'on multipliait par une fonction linéaire des coordonnées x, 6, les ternies placés 
sous le signe sommatoire, on obtiendrait de nouveaux théorèmes, car les sommes ainsi 
formées ne dépendraient que de la position des asymptotes de nos deux courbes. 
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nouvelle ̂  cot (û — ω), et l'on en conclut que : « la somme des co-
» tangentes des angles sous lesquels se coupent deux courbes géo-
" métriques situées dans un même plan, est égale à la somme des 
» cotangentes des angles sous lesqpels se coupent leurs asymp-
» totes [*]. » 

Des théorèmes que nous venons de démontrer on déduira de nom-
breuses' conséquences si l'on fait varier par degrés insensibles la forme 
ou la position des deux courbes (J"), (F) [**]. Un seul exemple nous suffira. 

Déplaçons la courbe ( j ) parallèlement à Taxe des a:, en augmentant 
d'une quantité constante et infiniment petite g les ordonnées de tous ses 
points, sans changer leurs abscisses. Les directions des asymptotes 
resteront les mêmes; par suite la variation de ̂  cot (Ω — ω) devra 
être nulle, et l'on aura 

Σ sin^fa—ω!
 OU Σ (*Û ~ à(ù) COsécî (Ω ~ ω) - °· 

Soient M le point où les courbes (f ), (F) se coupaient d'abord , M'leur 
point d'intersection actuel, et I le point qui, dans la nouvelle position 
de ( J ), répond au point primitif M, c'est-à-dire à la même abscisse. 
A cause de MI = g, le triangle infinitésimal MIM' nous donnera 

MM' — .scos'\ , IM' =g cos 
Sin (Ω — ω) Sill (Ω — a>) 

|*j A ces théorèmes répondent d'autres théorèmes corrélatifs élégants que fournit le 
principe de réciprocité ou de dualité des géomètres modernes. Ainsi M. Chasles, à qui 

j'avais communiqué le théorème concernant ̂  cot (Ω — w), m'a donné en réponse 

l'énoncé suivant : « Deux courbes géométriques étant dans un même plan, si l'on mène 
» toutes leurs tangentes communes, que d'un point fixe pris arbitrairement on tire deux 
» rayons aboutissant aux deux points de contact de chacune de ces tangentes, et qu'on 
» prenne l'angle des deux rayons, la somme des cotangentes de ces angles sera égale à la 
» somme des cotangentes des angles que les tangentes menées par le point fixe à la pre-
» mière courbe feront avec les tangentes menées par le même point à la deuxième courbe. » 

[**] Cette remarque s'applique à toutes les formules qùe nous avons données dans ce 
Mémoire et en particulier à celles qui fournissent les produits ou les sommes tant di-
rectes qu'inverses des abscisses des points d'intersection de deux courbes ou de trois 
surfaces géométriques. 



PURES ET APPLIQUÉES. 4n 
de sorte qu'en nommant r, R les rayons de courbure des deux courbes 
{J ), (F) au point d'intersection M, et observant que la tangente menée 
en M à la courbe ( f) s'est transportée en I parallèlement à elle-même, 
on aura, par une propriété connue de l'angle de contingence, 

c?û = cK) = g cos 
Rsin(n — ω) — ω) 

de là résulte la formule 

Σ/cos ω cosiA , , , =0 

L'axe à partir duquel on compte les angles ω et θ étant quelconque , 
cette formule doit subsister quand on augmente à la fois ces deux 

angles d'une même quantité, de ^ par exemple; il s'ensuit qu'on a aussi 

2, —j cosec3 (Û-B) = ο. 

44. En terminant ce long Mémoire, je répéterai encore qu'il ne 
renferme aucun principe nouveau. La méthode d'élimination que j'ai 
employée et qui m'a conduit à diverses formules plus ou moins utiles, 
se trouve, par exemple, indiquée en peu de mots à la page 55 de l'ou-
vrage que Waring a publié en 1762, sous ce titre : Miscellanea ana-
lytica de œquationibus algebraïcis et curvarum proprietatibus. Obser-
vons , du reste, qu'on aurait pu substituer aux développements en 
série, dont j'ai fait usage dans les premiers numéros, des différencia-
tions équivalentes. En effet, les coefficients des polynômes que j'ai dé-
signés par X, se déduisent des dérivées successives de X relatives à 
la valeur particulière χ = ο, et ces dérivées sont faciles à obtenir 
en regardant les autres lettres y, etc., comme exprimant des fonctions 
implicites de x, en vertu des équations dont elles sont racines. 
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