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ALY

PROBLEME

DE CALCUL INTEGRAL,

Par E. CATALAN.

Un céne du second degré a base elliptique étant donné, on le coupe
par une sphére concentrique , et lon demande de calculer la portion
de la surface sphérique interceptée.

Soit

Péquation du cone; et soit
x4+ J.n + 2 =1,
I'équation de la sphére.

En représentant par A Yaire cherchée, on a

A= f f dzdy
V ] — 2zt — y
Les limites de I'intégration seront données par la projection, sur le

plan des xy, dela courbe d’intersection des deux surfaces. Or cette
projection a pour équation

ofiet) e )=

a2x1+ ﬁ‘)yﬁ = 1.

ou
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Maintenant je pose

X = pcosw, By =psinw, don dxdj:épdpdw;

il en résultera

—1@11 ‘/; \/I_Pa(coszm_'_ sin’w).

a? p?

Intégrant par rapport 4 g, Pon a

d
S

22 T
et .
1 1 €os? » sin? o
f = o5 w sin? w ['_\/I—' ( e T g )]
i
o @ ﬁ
Donc

x E COS? w sin? w
s [ Pt [V
= f

€0s? @ sin? w cos? o sin? ¢

a? ﬁ‘ o 22 Faa

Pour obtenir la premiére intégrale, je prends tang v = u, &’

ou
1 . u? du
2 _ S S
COS8" 0 = ——, sin?w = —— _  J, — 5
1 422’ 1+ 2?? 1 A+ ur?

ce qui donne

2 de © du I
P P i ;= maf.
COs” w + sin w» l_ + i 2

° ol pz o a? ﬁz
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La seconde intégrale ne peut s’obtenir sous forme finie que dans le
cas oi o = 3, C’est-a-dire lorsque le cone est de révolution.

On a, pour ce cas particulier,

L
2 1
I—;; - .
do ———— = - ya® — 1.
) 2
o a?

Donc, en mettant pour a sa valeur,

W R )= )

1
@

A= —

T
| e o
ce que 'on peut trouver par des considérations géom étriques.

Dans le cas général, je pose tang w = ptang 6, d’ou

P’ tang* 6

s ' dé
sin® o) = - — . CcO8% ¢ ——— —_ P
1 + p? tang? 9’ 1 + p* tang* ¢° dw 1 +p? tang? 6 cos* §°

et

= \/(l "%)"'P’(I —é;)tangle

1 -+ p* tang® 6

Ce radical se simplifiera si 'on prend
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Alors la formule & intégrer devient

I
P\/I_;"zx df 1 - p? tang? @ L = 1
1 + p* tang? 6 cos? § 1 plang’® cos 9 Vi+p tang? 0
a? . P
\/ T d9 =< 1
= — — g ST
P a* cos®f + p* «n* @ \/cos’ 6 + p*sin?é
a2 pz
T @ S
P (eI
@ @ p*

On a
/e eymm iy [
p= 1+a"

comme on peut supposer a > b, psera < 1. Donc

2 a:_bz
S A

sera une quantité positive < 1, que 'on peut représenter par ¢2.
Enfin, la quantité

est pareillement positive, et moindre que I'unité : appelons-la n. Nous
aurons, # la place de la seconde intégrale,

do

1 T a _2 i 1 JRV———
VT8 fo G rem )y —oems @ VI BT (6 n).

Cette fonction elliptique compléte de troisieme espéce peut s’expri-
mer par des fonctions de premiére et de seconde. Pour opérer la
transformation, j’emploie une formule donnée par Legendre (Exer-
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cices, tome I, page 141):

¢'* sin %' cos &'

[[, (5, ¢) — F, ()] =5 + F, () F (¢, 9"
— E,(¢)F(c,8)— F, (¢) E(¢, 6.

y1—e'*sin* 9’

Dans cette formule

1+ b
o = —C"=‘~—~—,
I+ a*
(o}
- gy y —n b* 1 4+ a*
sin? §' = L= = T
c'? a* 1 + b

Elle devient donc

n,(n,c)=F, (c) + "—J—'—bt—[i (;—'+etc.).

Notre intégrale est par suite
AT BF (0 + TR T R R (e, 5) — ete.
e NG X Z4+F, (c)F (¢, )-—etc.J.

Réunissant les deux résultats, on a

44 PR [ seoa g on NG 1 )
A =327 — av.»'—_*_;l'a(‘)—’[l[;'l‘ F(c)F(c,6Y—E, (c)F(c, ¢") -—F‘QC)E((‘,’J‘)]
= 4 |E. @ F(¢,8)+ F,(OE(, &) — F, (¢)F(c,8) — ﬁF- (0)]-

Remarque. On sait que la courbe d’intersection d’un céne a base
elliptique et d’une sphere concentrique, est une ellipse sphérigue. 11 ré-
sulte donc des calculs précédents, que I'aire de Pellipse sphérique
s'exprime par une fonction elliptique de troisiéme espece jointe a une
quantité algébrique.

Le lecteur pourra consulter, relativement aux propriétés de Iellipse
sphérique, plusieurs Mémoires de Fuss, de M. Chasles. de M. Gu-
dermann, etc.



