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PURES ET APPLIQUÉES. 3i5 

Note de M. STURM, à l'occasion de l'article précédent. 

Il s'agit de déterminer la courbe qui, par sa ι évolution autour d'un axe (l'axe des x), 
engendre la surface minimum qui renferme un volume donné. 

Ce volume étant icfy^dx et l'aire infyds, il faut poser, suivant la méthode connue. 

S.f[y*dx -j- layds) — o, 

a étant une constante. 
En considérant comme fixes les deux extrémités de la courbe, on peut ne faire varier 

que χ, et comme la formule 

ds* — dx1 -+- dy1 

donne 

£7/7 .dx. d S:r g S 

on aura 

f(j2 + dSx = °-
4o.. 
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En intégrant par parties et faisant 
Sx = ο 

aux deux limites, on a 

Jsx.d. (
r

.
 + aer

^ = o, 

d'où l'on conclut 

y* -t- lay — = une constante C. 

Chacune des constantes α et C pouvant être positive ou négative, on peut écrire 

( 0 jr1 ± iay ̂  ± - o, 

et de là résulte 
^ (X%±l>')dy 

y* — (y* ±6*)' 

C'est l'équation différentielle de la courbe méridienne cherchée; le radical doit être tan-
tôt positif, tantôt négatif; il change de signe quand y devient un maximum ou un mi-

nimum. 
Si la constante b est nulle, on a un cercle ou l'axe des x. 
Si b n'est pas nulle, l'équation différentielle ( ι ) appartient à la courbe décrite par l'un 

des foyers d'une ellipse ou d'une hyperbole qui roule sans glisser sur l'axe des x. 
En effet, supposons qu'une ellipse dont les demi-axes sont a et b roule sur l'axe 

des x. Son foyer F décrit une courbe qui, d'après une propriété générale des épicycloïdes, 
a pour normale la droite menée du point F au point Κ où l'ellipse mobile touche 

l'axe OX. 
En désignant par λ· et y les coordonnées OP, PF, du point F, on a 

FP ou y= KF. sin FKP. 

Mais FKP est le complément de l'angle que fait avec l'axe des x la tangente FT à la 
courbe décrite par le point F. On a donc 

sin FKP = cos FTP == ^ = — 
y dx* -h* dy2 

et 

dx, = KP. -j-. 

En désignant par/' la perpendiculaire F'P' abaissée de l'autre foyer sur l'axe et ob-
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servant que l'angle F'ICP' est égal à FKP, on a aussi 

y' = KF'· *■ 

LÈÎZ_ Ο Τ 1» Κ H Ρ' Χ 

Ajoutant et remplaçant KF 4- KF' par 2a, il vient 
, dx 

X 4- X = 2« -7-. as 
On a d'ailleurs 

y y' =b2 
Éliminant y, on trouve 

y1 — 2 a y ——(- bx = o. 

C'est l'équation différentielle de la courbe décrite par le foyer F. 

Quand l'angle FTX devient obtus, ̂  est négatif et l'équation devient 

yx 4- 2ay ̂  4- h2
 = o. 

On trouverait la même équation 

y2 ± 2«y ̂  4- = o 

pour la courbe décrite par l'autre foyer F'. Les courbes décrites par les deux (overs ne 
diffèrent, en effet, que par la position. 

Cette équation, si l'on fait b = a, n'a pas d'autre solution réelle que 

X = «> 

et devient impossible si l'on suppose b >
 e

. 
En changeant b1 en — b% dans ce qui précède, on verra que l'équation 

, , dx 
y' rfc lay — b* = o 
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appartient aux courbes décrites par les foyers d'une hyperbole dont les demi-axes sont 
a et b et qui roule sur une ligne droite. 

Si l'on fait rouler sur OX une parabole AK dont le foyer est F et le sommet A, on aura, 
d'après les propriétés connues de sa tangente, 

FA = FP cos AFP = FP. cos PFK. 

J.'angle PFK est égal à l'angle que fait avec l'axe des χ la tangente à la courbe décrite 
par le point F ou (χ, y) ; on a donc 

dx 
cos PFK — —. 

ds 
Donc, en posant 

FA " a, 

la courbe décrite par le foyer a pour equation 

dx 
* Ts = 

d'où 

dx = ad* 
VV — «* 

C'est la chaînette. 

On trouve aussi facilement la courbe décrite par le centre G d'une ellipse qui roule 
sur la droite OX. Soient χ et y les coordonnées de ce centre mobile G. En menant le 
demi-diamètre GI parallèle à OX, conjugué de GK, on a 

GK* -t- GI* = 6l, 

GK. GI. sin IGK = ab. 
Mais 

sin IGK = sinGKH = ± —, 

et 

GK sin IGK = GH = y. 

Substituant et éliminant GI, on trouve 

¥> cLc2 dx% a*b* — — [a2 -f- òJ) ya ; ' <&* 

puis, en réduisant, 

doc — ï*dX 
a "- y"t») 
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En remplaçant b% par — on aurait l'équation différentielle de la courbe décrite 

par le centre d'une hyperbole roulant sur l'axe des x. 
Si l'hyperbole est équilatère, on a cette équation plus simple 

, d.r 
y= ± β' Λ' 

OU 

, yldy 
v'«4 - y4 

qui est un cas particulier de celle de la courbe élastique 

rz rb λ2 ~r + C - υ, 

ou 

(C -Hr*) äy V«4 — fC -4- r*)J 

On sait que cette dernière courbe est celle qui. parmi toutes les courbes de longueur 
donnée sur un plan, engendre, en tournant autour d'un axe tracé dans ce plan, le 
plus grand ou le plus petit volume, en supposant que la courbe doive se terminer à des 
points donnés ou à des lignes données. Quand les extrémités doivent se trouver à des 
distances données de l'axe, on a l'équation plus simple 

y* — Ûza* ——. 

La discussion de ces différentes courbes présente des circonstances curieuses qu'il serait 
trop long d'indiquer. 

On peut, en général, déterminer la courbe qu'il faut faire rouler sur une ligne droite 
pour qu'un certain point appartenant à cette courbe mobile décrive une autre courbe 
donnée par son équation différentielle. 

Reprenons, par exemple, la courbe représentée par l'équation 

y* rh 2ay -j- -+- b' = o, 

et supposons qu'elle soit décrite par un point F lié à une courbe mobile Λ Κ qui roule 
sur l'axe des x. 

Désignons par r la longueur variable de la droite FK menée du point décrivant F au 
point R où la courbe inconnue AK touche l'axe des x, et par θ l'angle que cette droite 
FR fait avec une droite FA fixe par rapport à la courbe AR. 
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On .1 
dx . . , rdQ , ι 

d* i/rfr1 —t— / / . i\a 

V->fe) 

er 

> = ;· sin FKP = - -

\AT^Y \AT^Y 
Substituant ces valeurs dans l'équation (i), on trouve 

,±^ 
ΛΤ + 4, = O; 

/ RFIV 

1 'XW/ 
d'oii l'on tire 

b.d. -
r 

m = , . ; 

V -'-H—-75 

et en integrant. 

b1 

a 
r
 ~ / ΐ»-

1 -t- y ι — —.cos(0 — al 

equation polaire d'une ellipse dont le point F est un foyer et dont les demi-àxes sont 
•τ et b. 

Ce procédé, applique à la courbe élastique, ne donne pas un résultat simple. 


