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RECHERCHES 

SUR LA COURBURE DES L1G1NES ET DES SURFACES : 

PAR ABEL TRANSON. 

I. 

On caractérise géométriquement la courbure d'une ligne en un 
quelconque de ses points par la détermination de son cercle osculateui 
en ce point. Mais comme entre deux courbes, qui passent par un 
même point, le contact est plus ou moins intime, suivant que les deux 
polygones infinitésimaux qui, à partir de ce point, représentent idéa-
lement ces courbes, ont plus ou moins d'éléments communs, il semble 
qu'on aurait dû comprendre, dans la notion delà courbure, non pas 
seulement la situation relative des deux éléments successifs qu'implique 
le cercle osculateur, mais plus généralement l'ensemble des rapports 
de grandeur et de situation que présentent en chaque point les éléments 
successifs du polygone infinitésimal. 

Cette idée de la courbure aurait l'avantage d'ouvrir aux investiga-
tions un champ indéfini. On ne dirait plus alors que le cercle oscula-
teur mesuré la courbure, mais seulement une première affection de la 
courbure; et lorsqu'on parviendrait à représenter, par des construc-
tions géométriques entre quantités finies, les rapports de grandeur et 
de situation de quelque nouveau côté infiniment petit de la courbe 
avec les éléments antérieurement considérés, 011 aurait par-là obtenu 
la mesure de l'affection de courbure relative à ce nouvel élément. 

Je me suis proposé, dans les recherches suivantes, de construire les 
deux affections qui impliquent le troisième et le quatrième élément in-
finitésimal, et d'étudier les lois de ces deux affections dans la courbure 
des surfaces. 
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II. 

Je représente [*] par A, B, C, les trois points consécutifs qui dé-
terminent le cercle osculateur d'une courbe plane, et par le point A 
je conçois une ligne parallèle à l'élément Β C. Cette ligne rencontre en 
un point Ν la normale menée au milieu de BC, et le cercle osculateur 
en un point A', tel qu'on a 

AN = Ν A'; 

entin elle rencontre la courbe même en un point D, de sorte que AD 
est la corde entière de la courbe, et CD est son troisième élément, 
c'est-à-dire l'élément consécutif aux éléments AB et BC. 

Le point D est intérieur ou extérieur au cercle osculateur, suivant 
•pie AD est plus petit ou plus grand que AA'. Dans tous les cas, la 
distance entre A' et D mesure l'écartement qui a lieu, dans le troisième 
élément CD, entre la courbe et son cercle osculateur. 

Si l'on appelle j la flèche ou portion de la normale comprise entre 
le périmètre et la corde AD; et si â est l'angle que fait avec la nor-
male la ligne menée de l'extrémité de la flèche au milieu de cette 
corde, il sera facile de voir que l'écartement A'D est mesuré par 
■i j tang è ; ou bien , en mettant pour j sa valeur tirée du cercle os-
culateur, par 

A'D = — tangè = ρ tsaig&.du2. 

Cet écartement est donc, comme on devait s'y attendre, une quantité 
du second ordre. Si l'on veut comparer sa grandeur aux différents 
points d'une même courbe, il paraîtra sans doute nécessaire de l'éva-
luer par rapport à des arcs semblables considérés sur les cercles oscil-
lateurs qui sont particuliers à ces points; c'est-à-dire qu'on devra re-
garder d'ji comme constant. De plus, s'il arrivait qu'en deux points 
différents le rapport de l'écartement A'D au rayon de courbure ρ fut 
le meme, il serait naturel d'admettre que Yaltération de la forme cir-

! *] Le lecteur est prié de tracer la figure. 
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culaire est égale de part et d'autre. Cette altération doit donc se me-

surer par c'est-à-dire par tang è.cL·'1, ou, plus strictement, par 

tangc?, puisque da est constant. 
C'est cette quantité tang à que je prends pour la seconde affection 

de la courbure, et je l'appelle indifféremment déviation de la forme 
circulaire, ou bien première déviation de la courbure, parce que c'est 
réellement la quantité dont la courbe proposée s'écarte de la forme 
circulaire dans ses éléments du troisième ordre. J'appelle aussi axe de 
déviation la ligne qui fait avec la normale l'angle â, et cette ligne me 
paraît compléter la représentation géométrique ou l'image du polygone 
infinitésimal par rapport à son troisième élément, comme la tangente 
et le cercle oscillateur sont les images de ce même polygone pour ses 
deux premiers cotés. 

Ce choix a d'ailleurs dans les applications un grand avantage, ré-
sultant d'une propriété curieuse des sections coniques, que je démon-
trerai à la fin de cet exposé, et dont voici l'énoncé : 

« Soit Ρ un point quelconque d'une section conique, Ο le centre de 
» cette courbe, et C le centre de courbure relatif au point P. Menons 
» par C une parallèle à la tangente en Ρ, ce sera la normale de la dé-
» veloppée; la partie deçptte normale, depuis le point C jusqu'à la 
» rencontre de la ligne OP, qui est le diamètre passant en P, sera 
» égale au tiers du rayon de courbure de la développée. » 

Il n'est pas difficile de voir que dans une section conique le diamètre 
PO, conjugué à la tangente en P, est précisément ce que nous avons 
appelé l'axe de déviation ; de sorte que l'inclinaison de ce diamètre 
sur la normale est notre angle â. Donc, si ρ et p' sont respective-
ment le rayon de courbure d'une conique et le rayon de courbure de sa 
développée, on a, pour la déviation dans les sections coniques, l'ex-
pression remarquable 

tangt? = iL, 

qui n'est que la représentation du théorème général qu'on vient d'é-
noncer. 

On déduirait de là les lois très simples de la déviation dans les sec-
Tome VI. — MAI I 84- ■ - 25 
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fions coniques ; mais de plus on doit remarquer que, dans une courbe 
quelconque, l'axe de déviation étant la limite de situation des lignes 
qui joignent le point Ρ de la courbe avec les milieux M, M', M",... 
des transversales parallèles à la tangente en Ρ , cet axe n'est autre chose 
que le diamètre de toute section conique qui toucherait la proposée en 
P, par un contact du troisième ordre. (Ainsi, en particulier, c'est une 
ligne parallèle à l'axe de la parabole osculatrice.) 

Cependant, une telle conique aurait le même rayon de courbure 
en Ρ que la proposée, et aussi le rayon de courbure de sa développée 
serait le même par rapport à ce même point que celui de la courbe ; 

car les deux rayons ρ et ρ' ou ̂ , ne dépendent que des éléments du 

second et du troisième ordre qui sont communs aux deux courbes; 
d'où il résulte que ρ et p' étant le rayon de courbure d'une courbe 
quelconque et celui de sa développée, on a, comme dans les sections 
coniques, 

tangi = 

Maintenant, si l'on fait attention que p est donné par une formule 
très simple en fonction des coefficients différentiels de l'ordonnée, et 
que p' est égal à 

il qii 
rfp dx dx 
dot do,ι ι + p* ' 

dx 

on voit combien il est aisé de construire en chaque point, soit la va-
leur de la déviation, soit l'équation de la ligne que nous avons appelée 
axe de déviation. 

Ainsi, en désignant par ρ, q, r, les premier, second et troisième 
coefficients différentiels, on a, pour la déviation, 

tange? = ρ _ (
' y

)r
; 
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et, pour l'équation de l'axe de déviation, 

r_Ptan6*— r\ 
j J — P -+. tang S 1 >' 

dans laquelle χ ' et y' sont les coordonnées courantes, et où l'on pourra 
remplacer tang â par sa valeur. 

Remarquons d'ailleurs que toutes les fois que la déviation est nulle, 
le rayon de courbure passe par un maximum ou un minimum ; ou au-
trement le point correspondant constitue sur le périmètre de la courbe 
un sommet analogue aux sommets des sections coniques, c'est-à-dire 
un point dans lequel le centre osculateur a un contact du troisième 
ordre et non pas seulement du second. 

Comme exemple particulier, on peut considérer la spirale logarith-
mique, qui se distingue de toutes les autres courbes en ce que sa dé-
viation est constante, son axe de déviation étant représenté par le rayon 
réfléchi lorsqu'on regarde le rayon vecteur comme un ray on lumineux 
incident. Cette courbe joue, par rapport à la seconde affection de 
courbure, un rôle analogue à celui du cercle pour la première ; car, 
de même que le cercle est la courbe de courbure constante lorsqu'on 
définit la courbure par deux éléments consécutifs, ainsi la spirale loga-
rithmique est la courbe de courbure toujours semblable lorsqu'on 
définit la courbure par trois éléments. J'ajoute que la détermination 
de la spirale logarithmique osculatrice en chaque point ne saurait pré-
senter aucune difficulté, d'après ce qui précède. 

III. 

En raison des propriétés singulières que nous venons de reconnaître 
dans la spirale logarithmique, on pourrait être conduit à prendre pour 
la troisième affection de courbure, c'est-à-dire pour l'affection qui dé-
pend des éléments du quatrième ordre , l'altération de la forme spiro-
logarithmique. Mais il me paraît également naturel, et surtout plus 
avantageux, de rapporter cette nouvelle affection de la courbure à la 
détermination de la conique osculatrice. Cela est d'autant plus aisé, 
que l'axe de déviation étant le lieu des centres des coniques qui ont 
avec la proposée un contact du troisième ordre, le centre de la conique 

O.S. 
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osculatrice, c'est-à-dire douée d'un contact du quatrième ordre, sera 
nécessairement à la rencontre des deux axes de déviation consécutifs ; et 
puisque nous avons l'équation générale de cet axe, le problème de 
trouver la valeur R du demi-diamètre de la conique osculatrice re-
latif au point Ρ, comme aussi de trouver le lieu des centres des coni-
ques osculatrices, sera un problème de même genre et désormais aussi 
facile que de trouver, par l'intersection successive des normales, le 
rayon de courbure et le lieu des centres de courbure. 

D'ailleurs la valeur de R a une forme très simple si l'on y introduit, 
avec p et p', qui sont déjà dans tang â, la valeur p" du rayon de cour-

bure de la seconde développée. Comme cette quantité, égale à ou 

, implique le coefficient différentiel du quatrième ordre, on voit, 

à priori, qu'elle doit suffire, avec ρ et p', pour exprimer R, qui ma-
nifestement ne peut dépendre lui-même que des quatre premiers coeffi-
cients différentiels. 

Je m'arrèt^-un instant à cette détermination de R, qui donnera lieu 
à quelques remarques utiles. 

Représentons par da l'angle des deux normales consécutives, et par 
dty celui des deux axes de déviation consécutifs; on a la relation 

d(ù — ί/ψ -ρ dâ, 

dans laquelle d& est l'accroissement de l'angle de déviation â. D'ailleurs 
l'arc de courbe ds recevra deux expressions égales, soit comme troi-
sième côté du triangle formé par les deux normales successives, ou 
bien par les deux axes de déviation successifs ; d'où résulte 

is, = ri»· 

relation qui fera connaître cty en fonction de dw. On aura aussi dà en 
fonction de da, par la différentiation de 

tangc? = 
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qui donne 

dS — ι 
cos1 S — 3 P1 

Substituant donc les valeurs de dty et de dâ, et de plus ayant égard à 
la valeur de cos & en fonction de ρ et p'

t
 il viendra 

_ ap'vV' + gp' 
4p" + 9P* — 3PP"' 

On voit que, pour tous les points d'une courbe dans lesquels la re-
lation 

4pn + 9p2
 -

 3 ft3" = ° 

sera satisfaite, la conique osculatrice sera une parabole; ou autre-
ment , la parabole osculatrice aura un contact du quatrième ordre, 
et non pas du troisième seulement. D'ailleurs, en de tels points, la 
valeur de R changera de signe ; mais il est facile de voir que lorsque R 
est de même signe que ρ, le centre de courbure et celui de la conique 
osculatrice sont d'un même côté de la tangente, c'est-à-dire que la 
conique osculatrice est une ellipse ; autrement çe serait une hyperbole. 
On saura donc reconnaître si les cinq points consécutifs d'une courbe 
sont sur une ellipse ou bien sur une hyperbole, ce qui suffira pour 
discuter la troisième affection de courbure dans les surfaces; d'ailleurs 
on verra facilement qu'on est conduit par les déterminations de tang â 
et de R, à des constructions très simples, ι0 pour la parabole oscula-
trice, et a0 pour la conique (ellipse ou hyperbole) osculatrice; ce qui 
donnera, par le moyen des sections coniques, et abstraction faite de 
toute notion nouvelle sur la courbure en général, la loi géométrique 
du polygone infinitésimal dans ses trois ou quatre éléments consé-
cutifs. 

IV. 

Pour étudier les lois des seconde et troisième affections de la cour-
bure dans les surfaces, il n'y a qu'à étendre aux éléments de troisième 
et de quatrième ordre le calcul qu'on fait ordinairement pour ceux du 
second ordre, lorsqu'on étudie la courbure au moyen des cercles os-
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culateurs des sections normales ou obliques. J'exposerai dans ce para-
graphe ce qui est relatif à la déviation de courbure des sections nor-
males. 

Supposons, comme à l'ordinaire, qu'on ait pris pour axe des ζ la 
normale au point pour lequel on étudie la surface; l'équation différen-
tielle de celle-ci aura la forme suivante : 

dz = b
0
dx% j ——h c

0
dx3 ——5+ d

0
dx* —- s—4-etc. . 

4- otb, dxdy\ -4- "ic
K
dx%dy 4-4d

i
dx3dy 

4- b^dy* j 4- 3c
2
dxdy* 4- 6d

2
dx^dy3 

4- c
3
dy" 4- 4d^dxdjr3 

4- d
Â
dy* 

formule dans laquelle b
0

, b
t

, b
2

, c
0

, etc., sont respectivement les 
valeurs que prennent les coefficients différentiels 

d*z d*z d1 z d*z 
dx1' dxdy' ' dp' etC ' 

lorsqu'on y fait χ = ο et y = o. Maintenant toute section normale 
dont la trace sur le plan tangent, prise pour axe des x', fera avec 
l'axe des χ un angle <p, aura un développement de la forme 

dz = -Z-
Bc dx"■ + j-I-3c. dx·■·+ ̂  D„ dx·. 

dans lequel 

B
0
 = (^)^ =i»

0
cosîip4-2i

)
 cos9sin<p4-i»

i
sini,(p, 

G
0
 = _ =c0cos'ç4-3c,cosi9sinç4-3cîcosçsin2(p4-cjsin'!p, 
etc. ; 

et, parce que la déviation est donnée en générai par 

Γ /d3z 

tangd=£_L 

Vrf?7/ 
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ce sera ici, a cause de ̂  = ο, 

. * _ _c„_ ( Cp -+- 3c
t
 tang y -+- 3c; tang 'y -+- c

3
 tang 3φ ) (Y ι + tang 'y ) 

3B!
0
 3 (i„ + 2b

t
 tang <p 4- tang a<p)a 

formule de laquelle on déduit immédiatement cette première consé-
quence que, parmi toutes les sections normales relatives à un même 
point, il γ en a toujours une ou bien trois qui offrent en ce point une 
déviation nulle, ou autrement, qui offrent en ce point un sommet. 

Plus généralement, toute surface se partage en deux sortes de ré-
gions distinguées par ce caractère que, en chacun de leurs points, il y a 
pour les unes trois sections normales à déviation nulle et une seide 
pour les autres. Enfin pour chaque point des courbes séparant ces deux 
sortes de régions il y a généralement deux sections normales à dévia-
tion nulle. 

Après cela, si l'on fait attention que le rayon du cercle osculateur 
étant donné par 

_ ι -H tang 1 y 
" (b„ -+- ib, tang y -t- b

%
 tang <p)' 

le point proposé est elliptique ou hyperbolique (je veux dire à indica-
trice elliptique ou à indicatrice hyperbolique), selon que les racines 
du dénominateur égalé à zéro sont imaginaires ou bien réelles, on re-
connaîtra que pour les points elliptiquès toutes les déviations des sec. 
tions normales sont comprises entre des limites finies ; tandis qu'aux 
points hyperboliques la déviation devient infinie dans les deux direc-
tions pour lesquelles la courbure change de signe. Enfin, il y aurait à 
examiner les circonstances provenant de ce qu'un ou plusieurs fac-
teurs du premier degré en tang φ seraient communs au numérateur et 
au dénominateur de tang ci; et parmi ces circonstances il convient de 
signaler au moins celle de certains points dans lesquels aucune des sec-
tions normales n'a sa déviation nulle; points singuliers appartenant 
nécessairement, lorsqu'ils existent, aux courbes qui séparent les deux 
sortes de régions dont nous avons indiqué l'existence. 
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V. 

Pour exposer la loi de la déviation de courbure dans les sections 
obliques, je prends pour axe des χ sur le plan tangent la ligne suivant 
laquelle on fait passer tous les plans sécants. 

Si l'on rapporte la section à deux axes situés dans son plan, dont 
l'un sera ce même axe des χ, et l'autre, ou axe des Y, sera la trace du 
plan sécant sur celui des zy, alors on aura pour équation différentielle 
de cette courbe 

rfY = (S). ■<**+ T~,. (s).
dx

' + Trh (5?).■
+

 Τ77ΊΓ4 (zT<).'
fa

'
 + e

'
c

· -

et de plus, en appelant θ l'angle que fait le plan sécant avec celui 
des zx, on a les relations 

ζ = Y cos θ, 
jr — Y sin θ, 

qui, étant substituées dans l'équation de la surface, donneraient celles 
de la courbe ; ou bien, au moyen desquelles on peut calculer facile-
ment les coefficiets de l'équation différentielle ci-dessus ; car, en ayant 
égard à l'équation de la surface, on a les relations suivantes 

l" U) +(^)sis,°9 = Scos9' 

m (S)+'(5-) ssi" (S""ή +($)SsiDS=ScosS· 

(£-·)'Ι_Λ , 

-+■ 3-r-r-3-r sin 6+ 3-rT-T-;:i- s,n 0 ' 
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lesquelles, pour χ = ο, j = ο et ζ = ο, donnent respectivement 

(î),— 
/d'Y\ _ b

a 

\ dx* / ο cos Θ ' 

(rf'YX c0 ^6ii>osin0 c0 -+- 3 b, b„ tangO 
dx3 / « cos β cos1 θ cos θ ' 

et d'après cela, la valeur de la déviation se trouvera donnée par la for-
mule 

tang $ =
 Tf

, . 

A la seule inspection de cette formule, on reconnaît que, de toutes 
les sections obliques qui passent par la même tangente, il y en a une 
seule dont la déviation est nulle : elle répond à l'inclinaison θ,, déter-
minée par l'équation 

****** = ~ 30? 

Il y a aussi un maximum unique pour l'inclinaison déterminée par 

tang Θ2 = ——; 
co 

de sorte que la section douée de la plus grande déviation est perpen-
diculaire à celle de déviation nulle. Au reste, si on représente la dé-
viation maximum par tang D, il sera facile de reconnaître qu'on a, pour 
la déviation relative à une section quelconque 

tang à = (tang I)) cos ε, 

ε étant l'angle des plans correspondants. Or c'est ici un théorème tout-
à-fait analogue à celui de Meusnier, avec cette seule différence que, de 

Tome VI. — MAI I8P. 9.6 
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toutes les sections relatives k une même tangente, c'est la section nor-
male qui a le plus grand rayon de courbure et à laquelle on doit com-
parer une section quelconque pour établir le théorème en question; 
au lieu que la section de plus grande déviation est généralement in-
clinée au plan tangent et ne se confond avec la section normale que 
dans les deux azimuths qui correspondent aux sections principales. 
Alors, en effet, la valeur de Θ

2
 est nulle parce qu'on a b, = o. 

Enfin, ces diverses propriétés des sections obliques, quant à leurs 
premières déviations, sont renfermées dans cette loi simple que les axes 
de déviation de toutes les sections relatives à un même azimut forment 
un plan. — Appelons, en effet, x, y, z, les coordonnées d'un point 
quelconque de l'axe de déviation de la section qui est déterminée par 
l'angle Θ, on aura évidemment 

tang & — . x _, sin θ = . ?. , cos θ — ----- ; 
y'ζ'-η,Τ"' ν*2 -Λ-y* ν -t- jr1 

et en substituant ces valeurs dans la formule de la déviation, il viendra 

3 bl x -+- 3 b, b
0
 y c

0
z — o, 

qui est l'équation du plan en question. — Or chaque plan, mené par 
l'axe des x, coupe le plan des zjr et celui qu'on vient de déterminer 
suivant deux lignes qui sont respectivement la normale et l'axe de dé-
viation de la section correspondante ; et de là la loi que nous avons 
reconnue entre les quantités ε, d1 et D. 11 ne serait pas difficile, après 
cela, de trouver le lieu des axes des paraboles osculatrices de toutes les 
sections obliques relatives à une même tangente, le lieu des foyers de ces 
mêmes paraboles, etc. 

VI. 

Pour étudier la courbure des surfaces dans les éléments du quatrième 
ordre, il suffit de remarquer que les sections normales relatives à un 
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même point pourront être appelées elliptiques, hyperboliques, ou 
enfin paraboliques, suivant que leurs cinq points successifs, ou leurs 
quatre éléments consécutifs, seront sur une ellipse, sur une hyperbole 
ou sur une parabole. 

Or la valeur du demi-diamètre de la conique osculatrice au lieu 
de l'osculation est donnée, comme on l'a vu dans le § III, par la for-
mule 

R — vvy'+9p' 
4p'»_l_9p*— 3pp"" 

D'ailleurs, en appelant p, q, r, s les coefficients différentiels successifs 
de l'ordonnée d'une courbe quelconque en fonction de l'abscisse, et 
en supposant, comme cela aura lieu dans les calculs suivants, que le 
premier de ces coefficients soit nul, on trouvera facilement les rela-
tions ci-dessous 

ρ = - ρ' - - - ρ" - 3(^' + ?4)-^. 

lesquelles donnent, pour le demi-diamètre de la conique osculatrice, 
la valeur 

R — 3? V//"'-+-994 

3 qs — 5 r» 

Pour appliquer cette formule aux sections normales d'une surlace, il 
faudra se reporter aux calculs du § IV, qui donnent, pour une telle 
section, les valeurs de q, r, s en fonction des dérivées partielles de la 
variable principale et de l'angle ψ qui caractérise chaque section ; on 
trouvera ainsi que les directions dans lesquelles la valeur de R passe 
par l'infini, sont données par l'équation 

3R0D0 - 5C® = o, 

qui est du sixième degré en tang ψ. De sorte que, parmi les sections 
normales relatives à un même point, le nombre des sections parabo 

26. 
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tiques est un des suivants, 6, 4? a 011 o, et sous ce rapport, on peut 
concevoir toute surface partagée en quatre sortes de régions distinctes. 

Les sections paraboliques, déterminées au moyen de l'équation ci-
dessus, divisent le plan tangent en autant d'aires distinctes que cette 
équation fournit de racines inégales. (Je comprends, dans une même 
aire, les deux angles égaux opposés par le sommet et formés par deux 
sections paraboliques consécutives.) — Or, si la section parabolique, 
qui sépare deux aires contiguës, correspond à une racine simple de 
l'équation en tang ψ, il est manifeste que le signe de R change lors-
qu'on passe de l'une à l'autre de ces deux aires, ce qu'on peut expri-
mer comme il suit : 

Les sections normales qui font partie d'une même aire sont de même 
genre, elliptiques ou hyperboliques ; et les sections qui appartiennent 
à deux aires contiguës sont de genre différent. 

Mais, dans les points singuliers pour lesquels l'équation en tang ψ 
a des racines égales, la règle qu'on vient d'énoncer souffre évidemment 
exception. 

On étendra cette recherche aux sections obliques en se plaçant dans 
les circonstances indiquées au § V, et en ajoutant aux équations (i), 
(2) et (3) la suivante, dans laquelle je n'écris pas les termes qui doivent 
s'évanouir par la substitution des valeurs χ = ο, y — ο, et ζ = ο : 
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D'ailleurs, ces substitutions donneront, après les réductions, 
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On pourra donc former l'équation de condition 

?>qs — 5 r® = o, 

qui sera du second degré en tang Θ. 
Quand les deux racines de cette équation seront imaginaires, toutes 

les sections relatives à la tangente correspondante seront du même 
genre, c'est-à-dire, toutes elliptiques, ou bien toutes hyperboliques. 
Si ces deux racines sont réelles et inégales, elles détermineront deux 
sections paraboliques qui sépareront les sections elliptiques des hy-
perboliques. Enfin , si les racines sont égales, toutes les sections seront 
de même genre; mais elles atteindront la forme parabolique dans l'in-
clinaison correspondante à la racine double. D'ailleurs, il convient 
d'observer que ces trois circonstances ont généralement lieu dans un 
même point en y considérant les sections obliques, relatives à des 
tangentes diverses. 

VII. 

Je vais maintenant démontrer la propriété générale des sections co-
niques, annoncée ci-dessus, § II. 

Soient e l'excentricité d'une section conique, Ρ le rayon de courbure 
au sommet du grand axe, ω l'angle de la normale avec cet axe, 
α l'angle de cette même normale avec le rayon vecteur, pet p' les rayons 
de courbure de la conique et de sa première développée, on a les 
trois relations 

sin α = esin ω, ρ — —r-, ρ — 

De là il est facile de conclure 

9> = 3 ρ tan!^, 

relation qui déjà par elle-même fournit une construction générale 
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et très simple pour p'. Dans le cas de la parabole, si l'on appelle d 
l'angle que fait avec la normale le diamètre conjugué à la tangente au 
point pour lequel on calcule ρ et ρ', on a d = α = ω , et par suite 

ρ' = 3/s tang d; 

de sorte que la propriété annoncée au § II se trouve démontrée pour 
la parabole. 

Pour l'établir dans sa généralité, on prendra la normale et la tan-
gente α pour axe des coordonnées. Les équations des rayons vecteurs 
et du diamètre conjugué à la tangente seront respectivement 

y — χ tang a, y — — χ tang a, y — χ tang d. 

En même temps l'équation du grand axe sera 

y — (χ — ρ cos2 α) tang ω, 

à cause de la valeur connue de la normale 

Ν = ρ cos2 α. 

D'ailleurs le diamètre conjugué coupe l'axe au centre, c'est-à-dire 
au milieu de cette partie de l'axe qui est interceptée par les deux rayons 
vecteurs ; et cette condition étant exprimée donnera, la relation 

tang d = taa^ a, 

qui, substituée dans la valeur trouvée ci-dessus pour p', établira la 
formule dont nous avons fait usage. 

A l'aide de cette propriété des sections coniques et de la valeur R du 
demi-diamètre, donnée en fonction de p, p' et p", ci-dessus, au § II, il 
sera facile de construire en chaque point d'une courbe quelconque 
une conique qui ait avec elle un contact d'ordre déterminé. 
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En effet, l'axe de déviation est le lieu des centres de toutes les co-

niques qui ont avec la proposée un contact du troisième ordre, et 
en particulier, c'est une ligne parallèle-à l'axe de la parabole oscula-
trice. Donc si l'on projette le centre de courbure Ο de la courbe pro-
posée sur l'axe de déviation par une perpendiculaire OD , puis que 
de nouveau on projette le point D sur la normale par la perpendicu-
laire DN, le point Ν sera le pied de la normale sur l'axe de la para-
bole osculatrice. Cette dernière se trouvera donc entièrement déter-
minée. 

A ce propos, je remarquerai que le lieu des foyers des paraboles 
qui ont avec la proposée un contact du second ordre seulement, est 
un cercle construit sur le demi-rayon de courbure comme diamètre; 
et aussi que toutes les directrices de ces mêmes paraboles passent par 
un point situé sur la normale, hors de la concavité et à une distance 
du périmètre égale aussi au demi-rayon de courbure. 

Enfin voici une propriété à l'aide de laquelle on construira la co-
nique osculatrice, c'est-à-dire l'ellipse ou bien l'hyperbole qui touche 
la proposée par un contact du quatrième ordre. 

L'enveloppe des axes de toutes les coniques qui ont avec la propo-
sée un contact du troisième ordre seulement, est une parabole ayant 
pour directrice l'axe de déviation et pour foyer la projection du centre 
de courbure Ο sur le rayon vecteur de la parabole osculatrice (rayon 
vecteur facile à déterminer, puisqu'il est incliné sur la normale de 
l'angle â qui caractérise l'axe de déviation). Or cette loi s'applique en 
particulier à la conique osculatrice dont le centre C est fixé sur l'axe 
de déviation par la valeur de R. De ce point C on mènera donc à la pa-
rabole ci-dessus définie, deux tangentes qui seront perpendiculaires 
entre elles et seront les deux axes de la conique osculatrice. Pour 
distinguer l'axe principal, on remarquera qu'il doit rencontrer la nor-
male entre le périmètre et le point O, centre de courbure. Or on re-
connaîtra sans peine que des deux tangentes menées par le point C il 
y en aura toujours une et une seule qui satisfera à cette condition, 
quelle que soit d'ailleurs la situation de ce point C sur l'axe de dé-
viation. 
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On fixera d'après ce qui précède le point (N), pied de la normale sur 
l'axe principal de la conique osculatrice. La perpendiculaire élevée à 
la normale par ce point rencontrera en D et D'le cercle décrit sur le 
rayon de courbure comme diamètre. Ces points appartiennent aux 
deux rayons vecteurs de la conique osculatrice, lesquels, par leur ren-
contre avec l'axe principal, détermineront les foyers F et F' 


