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PURES ET APPLIQUEES. I

AR www

MEMOIRE
SUR UNE FORMULE DE VANDERMONDE ,

ET SON APPLICATION

A LA DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE M. JACOBI;

Pin M. V.-A. LEBESGUE,

Professeur a la Faculté des Sciences de Bordeaux.

~3

{ Présenté 2 I’Académie des Sciences, le 18 février 1839.)

e R ————

I’objet principal des pages suivantes est 1° la démonstration de I'é-
quation identique

i=n i ld (t_}’) T n dlB ii___

drx! dx’
)’2 d.z.t _2 eI

ou A, ¥ et ¢ sont des fonctions quelconques de x, et
Bl' (Bo’ Bl ? B27 e Bn)

des fonctions de A;(A,, A,,... A,), y et de leurs coefficients ditfe-
rentiels; 2° la recherche de la loi des fonctions B;.
Le cas de I'équation

i=n di. _d‘lj
s\ ' dxt .
e dxi_ =0,

P

prise pour déterminer y, donne un théoreme dont M. Jacobi a monire
Yapplication au calcul des variations [*]-

La seule difficulté de la vérification directe de I'équation identique
provient du grand nombre de termes fournis par les différentiations
successives de produits de deux ou trois facteurs fonctions de x. I.c
HIOVEN que Nous avons employé pour y remédier, nous a donné pour

[*] Voyez tome HI de ce Journal, page 45-
Tome VI. — Janvien 1841, : 3
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terme général des fonctions B,,

d*.A, dﬁ._‘r dY. y

=M . .
dz*  doP  dx?

1

o

;oo d , : . . . . .
(o -d?oy =7, etc.), M étant le produit de trois coefficients binomiaux.

La simplicité de ce résultat porte a croire qu’on pourrait y parvenir
plus brievement en suivant une marche moins directe.

I

Vandermonde a donné le nom de puissance du second ordre au pro-
duit 2 (xr—1) (x—2)... (x—n+1), qu'il a représenté par [x]". 1] a
montré que la formule du binome s’étend 4 ces puissances; on a

n.n

[+ 71" = [=]" - nlz]"= ]+ 5 [ =2 [ ]2 4+ [ ]

Kramp a étendu cette formule aux produits

Z.(x 471) (x4 2r). . [x+(n—1)r],

qu’il a nommés d’abord facultés, puis factorielles, et qu’il a notés ainsi
x"'7; il a démontré la formule du binome des factorielles. Les dénomi-
nations et notations de Vandermonde et de Kramp ne paraissent pas
fréquemment employées. '

Si 'on divise les deux membres de la formule de Vandermonde par
1.2.3... n, en remplacant d’abord le coefficient binomial

n.(n--1) . (n—Fk+1) 1.2.3...n
1.2 .. 4 par 1.2.3. .. 4k.1.2.3...n— %

on aura, en conservant les notations ordinaires,

&)@ty —1).(r+y—n-+1) _z x—1)...(z—r+1)

1.2...7 1.2...4
z{zg—1)...(xa—n+2) y Z(x—1). . (z—nr+3) y(r—1)
-+ 1.2... n—1 T 1.2...0—2 R

qui ne contient plus que des coefficients binomiaux ; et si pour abré-
(a—1).. . (a—k+41)

. .. a
ger on ecrit TS

= (a, k), on trouvera

(x +y,n) =2(x7 n—z) (7, z),
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en posant en général (4, o)=1 pour la symétrie des formules.

Cette formule et d’autres qui s’en déduisent se prétent facilement au
calcul, comme on le verra plus loin. La formule précédente, dont on
trouve une démonstration fort simple dans I'analyse algébrique de
M. Cauchy (page 100), est vraie pour toutes les valeurs de x et y;
mais il est bon de distinguer les quantités positives des négatives : on a
ainsi quatre formules

(r+x,n) :Z (z, n—32) (¥, 3},

=y

=y, m) = (—1) e —2n—3)(,2),

z=n

(.r—{—y,n):Z(.r—z, n—z){y— 142,12,

PRy

(z—ux, n):Z(—l)‘(x,n——z) (y—t+z,z.

Quand fest un nombre entier positif plus grand que I'entier positif g,
la réduction au méme dénominateur donne de suite ( f, g) =(f, / —g):
ainsi quand les valeurs de x et y permettent d’employer cette trans-
formation, on a les douze formules suivantes ou les sommes sont prises
depuis z = o jusqu’a z =7 inclusivement -

(£ +y,n)= 2 (x, z—n-+32)(r, 2),

(x—y,n) = 2 (—1)x—z,x—n)(r, 3,

(c+y,n)= Z (x—32, 2—n) (y—14-2, 3z),

(x—y,n)= 2 (—1)*(x, # —n+32)(y—1-+2, z),

(x+y,n)= 2 (xym—2z)(y, y—3),

(e —yrn) = D (— 1) (22, 2= ) (5s 7— 12},
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(#+y,n)= 2 (#—zz—n)(y—1+32,y—1j,
(w7, m) = D (—1)* (2, n—3) (y—142, y—1)

(2 7:m) =2 (@, e —n+3) (7, 7—3),

(£ —yym) = De(—1)(z—z, 2—n) (5, y—3),
oty m) =2z —z, 2 —n) (y— 1 42, y—1),
s n) = B (1) (e, st (=145, 1),

Ces formules en renferment beaucoup d’autres particuliéres. On peut
voir a cet égard la note IX de I’analyse algébrique de M. Cauchy. Voici
maintenant quelques applications.

1I.

Pour montrer I’'utilité de la formule

@+ 7, n):Z(x, n—2z) (7 2,

2=o

on peut prendre le probléme suivant :

« Une urne contient a boules blanches et 4 boules noires, en tout
» ¢ =a+ b.1la été fait w = m + n tirages. Quelle est pour une per-
» sonne qui sait que ce nombre de tirages a été fait, mais qui ne con-
» nait pas le nombre de boules blanches et de boules noires sorties ,
» la probabilit¢ qu’en x' =m’~+ »n’ nouveaux tirages, on aura m’
» boules blanches et n’ noires. On suppose que les boules ne sont
» pas remises dans I'urne apres le tirage. »

Solution. La probabilité du tirage de m boules blanches et de
noires , dans ’hypothése indiquée, est

a;(a——l)...(a—m+1). b(b—1).(b—r+1) - 1.2... (m—+n)
cfe—1)fc—m+41) (c—m)(m—i).../c—m—n+1) 1.2...m1.2..n
(a, m) (b, n).

(C) )
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Comme il reste dans Purne @ —m boules blanches et & — n boules
noires, en tout ¢ — u, la probabilité du tirage de m’ boules blanches
({@a—m, m)(b—n,n')
(e—w, ¢)
connus. Mais si m et n sont inconnus, qu’on sache seulement que
m-+n = u, la probabilité cherchée sera la somme des valeurs que

et de n’ boules noires sera , en supposant m et n

.y . b, n a—m,m')(b—n,n
prend la probabilité composée @, m) (b ) ot 7 quand
(e ) (e—pe; &)
on y suppose successivement
m=—=0, n=p; m=1, n=g—I1; M=2, n="pg—2;... M=K, R=—O.

Mais , par une simple permutation dans I’ordre des facteurs, on a

(fl,’,f’,'),(li,’ﬁ), (a—m,m')(b—n,n) — (aym’) »(b’,n’) < (a—nm', m)(b—-n’,_q)_
() 7 (e—pe, #) (e, &) (c—4, ) ’

la probabilité cherchée égalera donc

(a, m’) (bs ”/>2 a—m 9!‘_5 (b—”l’ Z)A

{es 4') (e—us 1)

St donc on fait dans la formule

E=n

(& +g,n) =3 (® n—2(r 2,

x=a—m, y=b—n et n=pu, dou (x+y,n =(c— w,u.
la probabilité précédente deviendra

la, ') (b, n')
(e;e) 7

cest-a-dire sera la méme que si aucun tirage n’avait été fait avant les w
derniers.

Le méme probléme, pour le cas particulier de 7' = o, a été résolu
par M. Mondesir, ala page 3 du deuxiéme volume de ce Journal.
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1IL.

Pour montrer 'usage de la formule

)y n) = 2 (.1‘——2, n —z) (f’ 2],

on peut prendre le probléme suivant :

« Deux personnes jouent 4 qui gagnera le premier un certain nombre
» de points; elles sont d’égale force et cessent le jeu avant la fin de la
» partie. Il manque a la premiére p points et a la seconde g points pour
» avoir gagné. Comment les joueurs doivent-ils se partager I'enjeu?»

Solution. Soit @ (p, q) la part de 'enjen 1 qui revient au joueur A
anquel il manque p points, tandis qu’il en manque g 4 son adversaire B;
s’il se joue encore un coup qui procure a I'un des joueurs le gain d’un
point, la part du joueur A deviendra ¢ (p —1, g) ¢’il gagne le point, et
9. p,y—1)sil le perd. Or 'un est aussi probable que Pautre, puisque
les joueurs sont d’égale force; il faut donc prendre, pour déterminer
la fonction @ { p, ¢}, 'équation

PP g =L0 p—1,q)+ L0 (p g —1.

en remarquant que d’apres les conditions du jeu p et ¢ sont des entiers
positifs etqu’on a @ (0, ¢) =1, P (p,0)=o.
D’apres cela on trouve

2\ p, ) =3@p—1, N+ 10(po =39 p—1.0:
et par consequent

o . p—1,1)=3%0(p—2,1), QP2 N=+oe(p—3,1, etc.,
212, I)=%¢(]7[)9 o1, 1) = %;

. . i
d’ou par élimination @ ( p, 1) = 5

Par un calcul tout semblable., on trouvera

TP -z*e_—:.‘jcp(p—l.m—i-_‘?ep'\p. 1|=%m{p__,,9_\_+ﬁt¥l._
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Ainsi Pon a la suite d’équations

e(pr2) =40(p—52)+ 555
e(p—1, 2)=%¢(P_27 2) + ’zlp,
p{p—2,2)=30(p—3, 2) + #’

@(I’2> =§+j§

d’ou, par élimination,

. P 1
?(p2) = g + 5
On trouvera semblablement
__(p+1)p 1 P 1 1
?(p,3)= 1.2 art: AP YRy
_(p+2)(p+1)p pHip 1 P o1 ;
eiph)= 1.2.3 VS I EP AP YL E RV SRl

et généralement

1

(P =(Pp+qg—29— 1) o= +(P+9—3, 9—2) 55—

1
2F

-+ (p, 1)”—:_—,—1-

Jacques Bernoulli a donné dans ¥V Ars conjectandi, 1a formule

1 3 .
O Py = 575 [T HPHg— 1, D)+ pAg—1,2)4+. . (pHg— 1,y —1)],
qui se tire facilement de la remarque que la partie sera nécessairement
finie apres p 4+ g —1 coups au plus.
On peut au reste ramener la premiére forme de @ { p, ¢) 2 la seconde
ainsi qu’il suit. La premiére forme peut s’écrire

i
g (P Ha—2 9 =)+ 2.(p+g—3, g—2)+22.(p+q— 4, g—3)+ ... 2]
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mais on a en général
27 = (141 = (@, 0) + (@, 1)+ (@, 2) +...+ (a, a).

La quantité entre parenthéses deviendra donc, en renversant 'ordre

des termes,

{g—1, 00 +(g—i,)+3g— 1, 2) +(g—1,3) +eeieiernnnnin. +(q—l,z)+'...
TP tilg—a, 0)+ (py1)(g— 2, 1) +(Ps1)(g—2,2)Feenrrnnnen +(py1)(g—2,2—1)+...
p+1,2)(9g—30)+{(p+1,2)(g—3, 1)+...+(p+1,3)(g—3, z—2)+..
+i{p+2,3)(g— 4, 0)+...+ (p+2,3) (9—4, z—31+..

“+ (p+1-+2,2)(q—3, 01+,

Or la derniére colonne pouvant s’écrire
Sg—1—iyz— i) (p—k iy

deviendra ; p4¢ —1, z), en vertu de la formule

=y, n) =2(.r—z,n—-z)!j—l+ Z, 3.

20

ou il suffit de faire x = g—1, y =p, n=z. Il résulte dela
I . 5 ~
219 = = (P — 1 A (prg—2, 2) (P 1 g — 1
ce qui est la formule de Bernoulli.
Iv.
Pour montrer l'utilité de la formule

(=g, n = 3 (— 1V ix, x—n43)( y—1+2. 7),

z o

on peut prendre le théoréme suivant :
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« Théoréme. Soient Ay, A,,...A,, ainsi que y et £, des fonctions
» quelconques de x; on aura toujours ( en employant la notation de

» Lagrange ) '

7 {A () + A[A XYY +[A(@)T .o AL ()]} } "
= Bot+(B, t')' -+ (B.‘!t”)”+.. «+[B,,t(")]("). J

En considérant £ comme constant, on a de suite

By =7 {Agy+ (A )) 4+ Ay’ 4. oo [Auy @]}

et si 'on pose
Aof +(A.J’,)’ + (A2f1{.>”+- ) .+[A”J,-(n)](n) =o,

il en résulte B, =o. Dans ce cas I'on a un théoréme dii 2 M. Jacobi, et
dont il a montré application au calcul des variations (Journal de
M. Crelle, tome XVII, page 71, et Journal de Mathématiques, tome 111,
page 44). Lillustre auteur a trouvé la loi des fonctions B; jignore s'il
I’a publiée, c’est pourquoi je vais ’exposer ici.

N. B. Daus les calculs suivants il n’entrera que des termes de la

forme MA® ]('r‘) ou MAY) ](ﬁ) .y, dans lesquels M est un coefficient
numérique, et

A@ — ddA,-’ (é)____d”'] ](7) =d r

: dz* dz®’ dz?
On pourra sans inconvénient omettre les parentheses et écrire »” au
lieu de ¥ les exposants désignant un nombre d’accents. En faisant cette

convention il faudra avoir bien soin d’écrire ¥®@.y® = 2. »* et non
Jy Y -J

. de°
— 22 o 1 — J 1
= »8. 11 faut encore se rappeler que y° signifiera y = -, et bien

se garder de faire y® = 1, comme si o était un exposant.
Si nous écrivons I’équation (1) sous la forme

F(Cot4 Cit' 4+ Cy ' .. .4 Gy, £7") = Byt .
4 (B Y+ (Bot”Y' ... 4B, [\
Tome V1. — Janvier 1841. 4
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ou plus simplement, en posant

Do:Co]’y D4=Cs]’7 D,=C,],...D2,,=C2,,_}’, } (3)
Dot+D, ¢+ D,t"+...+D,, t*™ = Bot+(B,t'Y+...+[B,z ] § !

il faudra d’abord calculer les fonctions C et D au moyen de I'équation
Pty + M+ [MO)T + + a1 )
=GCot+Ct/ +Cot" +...+ C,, ),

puis tirer de 'équation (3) les fonctions B ainsi qu’il suit : on a d’abord
B, =D, etéquation (3) se réduit a

D, +D,t, +...4D,, ™ = Bit'Y 4+ By Y 4.+ [B, 2 ]

Comme le second membre est une dérivée exacte il faudra avoir la
condition

"Dy —D,4+DJ —. ..~ D@ = o;
passant & Péquation primitive il viendra

Dy —Di4...4+ DGt 4+ [Dy — D; ... — D=9 ¢ +. ..
=B, t' + (Byt") + ...

Cette équation donne
By =D, —D;+ D/ +...4 D@,
Ensuite I'équation

[Ds = D{ +...— D]’ + [D, — D;... 4 D& 9] ¢ ..
—_— (thll)l + (B, tll/)//.“’
ayant pour second membre une dérivée exacte, donnera Péquation de
condition
D, — 2D; +3D; —...— (an — 2) D& = ¢,
et comme la primitive est

[D, — 2D +3D....4-/2n — DN ... = Byt + (Byt"y +. ..,
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on aura

B, =D, — aD; 4+ 3D¢ —. ..+ (2an — 3) Do,

Continuant de méme, on trouvera pour la formule des équations de
condition

0 =Dy — (@ 1)DL+(a+ 1,3 D]y
— (2” —_— a, on — 204 + I) DS‘"" an{_v,),

et pour formule des fonctions B,

B, =D,,— (@ 1) Doy, +(a—+1,2)D,.... (6)
~+(2n — a — 1,20 — 2a) D&,

qui se tire de I’équation de condition, en y augmentant les indices des
fonctions D de unité.

Si nous posons en général

C (D,b,a)=Dy—(a, YD, +{@a+1,2)D5.—... (7)

en terminant le second membre au terme renfermant D,,, il suffira de
prouver que pour b =2a —1 on a (D, b,a) = o, et de calculer
(D, b, a) pour b = 2a, ce qui donnera B,.

Le calcul de la fonction (D, 3, a) se simplifiera au moyen de la re-
marque suivante. Comme les équations (5) doivent étre satisfaites, quel-
les que soient les fonctions A et qu’elles sont formées de termes tels que
MA? yﬁ ¥?, o ne se trouve point A, quin’entre que dans B, on voit
que tous les termes en A, doivent se détruire entre eux, qu’il en doii
étre de méme pour ceux en A,, pour ceux en A, et ainsi de suite. 11
suffira donc de vérifier les équations (5) pour le cas ot I'équation (r}
se réduirait 2

(1) f{Aotf'j‘_[Ai(tf)U)]m} = Byt + (B,t") + ..

DNe méme encore, si dans ce cas, on calcule les fonctions B, données par
les équations (6), la somme des valeurs de B, relatives a7 =1, 2, 3... n,
donnera la valeur de B, pour le cas de I’équation (r).

Cela posé, sidans la fonction (D, b, a) relative a I'équation (1", on

7

4.
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remplace D, par sa valeur C; ¥, on obtiendra

(D, &, a) = [C,—(a, 1) Ciy, + (a+1,2)Ci . —...] ¥,
—(a, 1)[Cspy —(@+1,1)Cip, + (@+ 2,2)Cl o]
+(@=+1,2)[Ca—(@+ 2, 1)Ciy:+ (a+3, 2) Cyys. ] s
etc.,

chaque quantité entre parenthéses devant finir par le terme contenant
C,; et la derniére de ces quantités se réduisant au seul terme C,;.
On peut donc prendre pour terme général de (D, 4, a) 'expression

Cb_‘_ﬁ—(a_..ﬁ’ I)C;+B+l ] P
- Y

(—])B (a+)@—-l,ﬁ)[ + (a + B""], Q)C“

b+£+a

Pour la transformer nous ferons b + 8 =c¢, a + f=d, etla quan-
tité entre parenthéses deviendra

C.—(d, NG, +(d+1,2)C/, —...
=Ly +y + LY+ [+

Pour calculer le coefficient f; il faut réduire C,, C,, C,,, etc., aux
seuls termes contenant y”.

Or si 'on remarque que le terme général de [A;(2y) 9]¢ est
(i, 3) Al=2.(£x)6+9, et que le terme général de (£y)¢+? est
(i 42, k) y“ =5 ¢0, on trouvera pour terme général du coefficient C;
(iy 3) (i+2, k) Ai™*. y*+*=*, et pour avoir la partie renfermant les
termes en y*, il faudra fairei 4+ 2 — k =a; d’'ou

(fyatk —i)(a+k, K) A" *—*»* On aura donec

c—a _

Coo=-..dliadc—i) (a+c, ) AP 725,
Comi=- ot atec—i)a+e,c+1) AT T

»

c—i—a o

+ (a4 c+1—i)(at+cH1,c41)A¥T .
Cera=. .. adc—i)(atc, c4+a)AF 7" y**
+(i’ a4 Cc -+ l—'l) (a+c+ 1, C+2)A?‘—C—l—-¢.};‘_|

+ (i adcda—i)(@4c-4a, c4 ) AT Ty
etc.
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Ces équations peuvent se disposer ainsi : |
KA »r =¢C,
LAY »* +UAT' ' =0,
: MA} y* +MAT TN y T = oy
NA} 7 4+ WA p* e AN 22 e N7AY S % = C .

Dans les développements de C, .., C;,,, etc., on voit que pour les
termes formant la diagonale supérieure du tableau précédent, en pre-
nant les fonctions dérivées, il faudra faire tomber tous les accents sur y;
que pour les termes formant la diagonale immédiatement inférieure,
il faudra faire tomber un accent sur A; et tous les autres sur y, et ainsi
de suite. D’aprés la régle pour trouver le développement de [AD ],
on voit qu’il s’introduira des coefficients binomiaux comme multipli-
cateurs. - _

Ainsi la partie du coefficient de A} ~° 7% y* qui provient de la dia-
gonale supérieure est égale a

(iye—4-c—i)[(a+e,c) —(d, 1) (#+c, e+ 1)+ (d+1,2) (@ +c,c+2)...§;

et comme la diagonale renferme 2 +- 1 termes la quantité entre paren-
theses sera

z (—1¥ (a+c,c+2z)(d—1+ 2z, 2);
mais on a -
(x —g,n)= E (—1P(x,x—n+2)(y—1+422):

il suffira donc de faire n =«, x =a+¢, y =d, et ’on aura pour
somme (¢ + ¢ — d, a); la premiére partie du coefficient de AY T g
est donc (iya4+c—1i) (a+c—d,a)

Pour la partie du coefficient relative 4 la diagonale immédiatement
inférieure, il faudra d’abord augmenter ¢ de I'unité; puis en raison des

facteurs —d, 1)y +(d41,2), —d4+2,3),+...
multipliés respectivement par les facteurs

1, {(2,1), (3,1), etc,
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introduits par les dérivations , ce qui donne la suite
—d, 1), +d,1)d+1,1), —(d,1)({d+1,2), +...

on voit qu’il faudra encore changer d en d—+1, et de plus introduire le
facteur —(d, 1), ce qui donne le second coefficient partiel

—d,1) (i,a+c+1—i) (@a+c—d,a),

ou le dernier facteur est resté le méme.
On trouvera semblablement pour troisiéme coefficient partiel

d+1,2) (i,adcH+2—17) (@+c—d, a),

et ainsi de suite. '

Maintenant si 'on remarque que dans chaque verticale du tableau
des valeurs de C,, C.,, C., ., etc., le dernjar terme renferme A;, le
supérieur contenant A¥—e—e y aura pour le terme en A? " J” un
nombre 2i — ¢ — a + 1 de coefficients partiels formant la somme
{nt+c—d, a) [(i, ade—i)—(d, 1)({, e 4-c+1—i) 4 (d41,2) (a4 c+2—i)—...]

Z2=AU—C—=a
=(a+4r—d, z) 2 (=) (lya4c—itz)(d—1 -z, 2).
z=0

Or si dans la formule

(=g =X (—1F (x, x—n+2)(y— 1432,

zZTO0
on fait x =i, y =d, n=2i—c¢ — a, on trouvera pour la somme
précédente (i — d, 2i — ¢ — &), et pour coefficient total

(a+c—d,a)(i—d,2i—c—a).

Multipliant par (— 1) (@ 4+ B —1, B) et remplagant ¢ et d par leurs va-
leurs b+ B, a+ B, on aura

2i—b—u—B a

-\'——|)A5 (a+6—1,8)(b—a+2,2)(i—a—B,2i—b—a—g) A, y y8.

Pour le terme général de (D, b, a) relativement a I'équation (17).
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Si 'on change « en 8, P'accent de A; ne change pas, de sorte que
les termes en y~. y* et . y* ne différent que par le coefficient numé-
rique. Le terme en fﬁ .y est donc

?l‘—b——!-—[‘; é 2

(—) (a+o—r1,a)(b—a+B8,8)(i—a—, 2i—b—a—8)A; it

-8 ]’“)’é .

’ . Rl —
Ces deux termes peuvent donc se réduire en un senl QA
en supposant

Q=(—1)(a-+a—1,a)(b—a-+B, B) (i—a—a, 2i—b—a—p)

-4 (=1 (a+B—1,P)(b—a+a, a) (i—a—f, 2i—b—a—Pf). 9

Il reste 2 montrer que pour b =24 —1 on a Q =o0, et a calculer

Q pour b =2a.

Verification des équations (5), ou démonstration du théoreme
de M. Jacobi. '

Si dans la valeur de Q donnée par I’équation (g) on fait b = 2a— 1,
d’ot b—a—=—-a—1, on aura

Q=(a+a-1,&) (a+£-1,8)[(-1)*{i-a-a, 2i—b—u—ﬁ)+(—l)ﬂ(i—a-ﬂ, 2i-b-a-8))

Représentons par % le nombre d’accents de A;, savoir 2i-2a+1-a-3;
écrivons de plus p et g au lien de i —a—aeti—a — B, cest-a-dire
posons les équations

i—a—a=p, i—a—LB=q, p+qg=h—1;

le facteur de Q entre parentheéses deviendra
(—0*(p, &)+ (—1)f (g, B),

quantité toujours nulle. En effet, si les deux nombres p, ¢ sont posi-
tifs, ils seront toujours moindres que %, et dés lors on aura (p, k) = o,
(g, k) =0, d’ou, Q =o0. Le cas ou V'un des nombres p, ¢q est nul, et
celui ou p et g sont tous deux nuls, conduisent & la méme conse-
quence.
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Si des deux nombres p et ¢ I'un est positif et 'autre négatif , en sup-
posant & < 8 on aura p>o, ¢g<o.

Soit donc g=—¢, dou p—rh+i=q,

il en résultera

_plp—)(p—2)q (g H1) g +h—
(P h) = 1.2 ..k - 1.2... k&

=(—1p (—9sh)= (—1)i (g, 4);
on aura par suite

(=10 (P A) + (=1 (g, B) = (g, B) [(—1)* "+ (—1)P].

Or P'équation 2(i — a) + 1= (@ + &) + B montre que des nombres
2+ k, B, 'un est pair et 'autre impair; on a donc toujours

(=" + (—1)f =o,

et par suite Q = o. Les équations de condition (5 ) sont donc satisfaites
et le théoréme se trouve démontré.

Loi des fonctions B, terme général.

Faisons & = 2a dans (D, b, d), nous aurons la fonction B,, dont le

terme général sera QA% y*y%, ot h=12i—2a—a— f3, et
Q=(—1)'e+a—1,a)(a+B,B)i—a—a,h) (10)
+(—fa+B—1,B)a+e,a)i—a—B, k),
en supposant a différent de B; mais pour ¢ = 8, on a
Q=(—1y@+a—1,a)(a+a, &) ({k k), (11)

toujours nul si % surpasse 0. Mais si £ =0, ona
(h, B)=(0,0)=1, i=a-+a et Q =(—1)— (i—vl, i—a)(i, i—a).

Dans le cas ou « et 2 sont différents, Q est susceptible de simplifi-
cation. Posons en effeti —a —a =p,i—a — B =gq,d’ ot p4g=~.
Si p et ¢ sont positifs, ils seront nécessairement moindres que %, et ’'on
wra (p, k) =0, (¢, h) = o0, d'ot Q=o0. Mais si 'ona p>o, ¢ <o,
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ce qui suppose o< 3, en posant ¢ = — ¢, ¢’ sera positif et 'on anra

p— ¢ = h, doulon tirera, comme plus haut,

— —q' (—q'—1) (— ¢ —h+1) _(_l)h.q’(q’—f— e p—1
t.2...k - ’ 1.2...h

=(—1)(p—1 = (—1 ,,':‘_9 :
=(—1)*(p y B)=(—1) 7 (ps 4)

(3 B)=(—¢' 4)

D’ailleurs
(@at+a,a) = 2 +a (@ata—1,a),

a

@+B, 8 =22 (a+B—1,B),

a

®

d’ou résulte

: «f+ B+h ;
Q=(@+1—1, @)a+B—1,8) (p 1) [(—1) L0 —(—nf 221 |
Mais I'équation 2(i — @) = & + ( 8+ &) montre que « et B+ A sont
tous deux pairs ou tous deux impairs, ainsi (—1)* = (— 1)~k dail-
leurs
B4 a Zu+a_i(,6—¢).
’

a p a ap

donc enfin
Q =(—1)"i(i———;;'9(a+a ~1,a)(a+ B—1, B)(p, k). (12)

Cette formule convient aussi au cas de ¢ = o, pour lequel p = 4; caril
est tres facile de la ramener a

Q':(_I)‘ (¢+d—- I?”’)(ﬁ"'aa ﬁ)a

qui résulte directement des suppositions ¢ = o0, p=~A.

Pour le cas de a = o, 'équation (10) montre que Q est nul, sauf les
casdea =0, ou B =o0, ou a = 3 =0, pour lesquels Q = (i, A);
c’est ce qui résulte d’ailleurs du calcul de D, = G, y.

Exemple. Soit I'équation du sixiéme ordre

7 { Bty +[As(ty) T+ [A: () T+ [As(ex)" T} =Bot + (B.e'Y + (B2" )"~ (Bas )"
5

Tome VI. — Janvier 1841.
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Pour avoir B,, comme a = 3, I'équation
2q{i—a)=bk+4+a+ B,

ou les données sont i et a et les inconnues %, « et 3 qui doivent étre
des entiers positifs tels qu'onaite < ou =i—a, B= ou >i— a,
montre qu’il faut poser i = 3, ce qui donne A=a=f=o0, d’ou Q=1;
on aura donc

-B,=_A,]_7=A,j’.

Pour avoir B,, on fera @ = a dans I'équation 2 (i —a)= A+a+4;
on ne peut donc prendre que i = 2 ou i = 3. D’abord i =2 donne le
terme A, y*, comme on I'a vu plus haut; puis, pour i = 3, I'équation
2 = h + a + 8 donne trois solutions :

1salution 2 = 0 + o0 + 2, Q= 37313} =g9.... ogAiy.»"%
2° solution 2 = o + 1 + g, Q= — (3,1)(3,1) = — 6. —6A3y’.»";
3¢ solution - 2 = 1 4 0 + 1, Q= 33(2,0)(1,1) =3.... 3Aly.y.

On a donc trois nouveaux termes en A,, et en tout

By = A, 7"+ 9A y " — 6A, 7'y + 34, 1y
Enfin, pour avoir B, on posera @ = 1, et I'équation
2l—1)=h+a++ 8,
pour i =1, ou kA = 2 = 8= 0, donnera le terme Ay (o=h+a+pf).
La méme équation pour i =2 devenant 2 — % + « + 8, donne les
trois solutions o, 0, 2; 0, 1, 1; 1, 0, 1, auxquelles répondent Q = 4,
Q= —2, Q =2, et par suite les trois termes

bhsyy’ —aAa y'y +aAs 3y

Enfin, pouri=3, Iéquation 4 =k + « + (3 a six solutions

k, “, 8,

o, o, 4 Q=+ 3.4 (0,0) (4,4) (2,0) = 6,
o0 1, 3, Q= —3.1(,1)(3,3) (1,0 = — 6,
o, 2, 2, Q = + (2,2) (3,3) (0,0) = 3,
LI} 0, 3! Q = + 3'% ('!l) (3’3) (2)1) =0,
1, 1, 2, Q= —3.4(1,1) (2,2) (1,1) = — 3,
2, 0, 2, Q = + 3.1 (0,0) (2,2) (2,2) = 3;
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de 14 résultent les termes

e

6A3}"]’ _— 6A3y"7‘”/+ 3A3_7”f”+9A-;‘7)"”,—‘3A;)”]'”+ 3A:f}’”,

de sorte qu’on aura pour valeur complete

Bi= Ay +4A, yy" —2A 'y  +2A  y y 4+ 6A3 y 5" — BAzy "
+3A3)’”]'”+QA’])’”’—3A;)”]'”+3A3 yyll.

Quant a

Bo — j[Ao] + (A"},l)l + (A2f”>” + (A3]I(I>Ill],
son tet;me général est (i, a — i) A¥ ™" yy",
et I'on a

Bo=As > +Ayy" +Alyy +Ayy" + 28, " + Ay y”"+ Asy y™

+3A,yy  + 3Ly Y+ Ay

On voit donc que toute la solution se réduit i celle de I'équation -
déterminée (i—a) =k + « + B, ot « ne surpasse pas 3, et au calcul
- de Q, qui résulte de la multiplication de coefficients binomiaux par les
formules (10) et (11), et plus simplement par la formule (12), si 2 et 8
sont différents.



