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VW

SUR LE

MAXIMUM ET LE MINIMUM DES FIGURES DANS LE PLAN,
SUR LA SPHERE ET DANS L’ESPACE EN GENERAL;

Par J. STEINER,

Membre de PAcadémie de Berlin [*).

PREMIER MEMOIRE.

On ne s’est pas assez appliqué jusqu’ici & vaincre les difficultés qui
se présentent quand on recherche les propriétés des figures géome-
triques qui donnent lieu a des maxima et i des minima, ou du
moins on n’a pas été heureux dans les tentatives faites dans cette
direction. Or il existe deux méthodes pour traiter cette matiere :
I'une d’elles, la méthode synthétique, réputée insuffisante, a été de
nos jours presque entierement négligée; on ne s’est guére occupé
que de I'autre, de la méthode analytique, que I'on croyait préfe-
rable sous tous les rapports.-Mais il y a bien des cas ou les régles
générales que I'analyse fournit ne conduisent ni directement, ni
facilement au but; il y en a d’autres ou elle ne parait pas propre a
faire découvrir la cause, l'origine du maximum et du minimum :
elle ne s’attache alors qu’a des propriétés secondaires, qui sont liées
plus ou moins intimement 4 cette cause primitive, mais qui ne la cons-

{*] Ce Mémoire a été présenté a ’Académie des Sciences de Paris le 15 mars 1841 :
'auteur I'a composé en langue allemande; nous devons A I'obligeance de M. le doctem
Wertheim la traduction qu’on imprime ici. (1. L.}

Tome VI. — Avri 1841. 14



106 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

tituent pas. Il semble donc utile de changer de route et de recourir
a 'ancienne méthode, mal 4 propos abandonnée.

Quoiqu’il soit impossible d’établir un principe unique applicable
également 4 toutes les matiéres que nous aurons i traiter , on verra
pourtant qu’il existe un certain nombre de propriétés fondamentales,
d’ot découlent autant de séries de théorémes, intimement liés les
uns aux autres. C'est ainsi qu'on est souvent conduit a des théo-
rémes qui ne sauraient étre démontrés qu’avec une trés grande dif-
ficulté, quand on les attaque isolément par la voie directe; par
exemple, les théorémes des n” 62 et 65 du Mémoire qui suit. Les pro-
priétés fondamentales une fois établies, les théorémes en dérivent,
pour ainsi dire , comme d’une source commune, qui laisse apercevoir
leur dépendance mutuelle, ce que nous considérons comme tout aussi
important, tout aussi utile pour le progres des sciences, que la décou-
verte méme des théorémes.

On doit 4 Lhuilier [*] les recherches les plus étendues sur les
mazxima et minima dans la Géométrie envisagés sous un point de
vue élémentaire; la méthode synthétique lui a semblé mieux con-
venir a ce genre de recherches. En résumant tout ce que ses devan-
ciers avaient découvert, i partir des Grecs jusqwia R. Simson et
autres, il a corrigé , avec sa sagacité ordinaire, tout ce qui s’y trou-
vait de faux, et il a fait faire lui-méme un grand pas i cette partie
de la science. Il est bien & regretter que ses successeurs aient cru
devoir abandonner cette marche si naturelle; on cite bien quelquefois

.son ouvrage , on lui emprunte méme quelques exemples, mais on
néglige entiérement sa méthode ; et ceux mémes qui tenaient encore
a la synthése géométrique (Legendre , Hirsch , etc.), tout en conser-
vant ses théorémes, ont rejeté les démonstrations simples qu’il en
avait données. Mais il est arrivé de la aussi que la belle simplicité,
Pextréme élégance des démonstrations sest bientot perdue, que Pon
a cessé d’apercevoir la liaison intime qui subsiste entre les théorémes,
et que tout développement ultérieur de cette doctrine a été ainsi arrété.
Bien plus, séduits par la facilité que donne le calcul pour résoudre

[*] De relatione mutud capacitatis et terminorum JSigurarum, etc. Farsovice , 1782
et Abrége d’Isopérimétrie élémentaire , etc.
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certaines classes de questions relatives aux mazxima et minima, quel-
ques géometres ont méme conseillé Pabandon entier de la synthése ,
pour se livrer uniquement 4" la voie plus facile de I'analyse. Mais
C’était exagérer dans un sens, comme Lhuillier hui-méme Pavait fait
dans Pautre, quand il prétendait que beaucoup de théoremes ne
pouvaient pas étre démontrés au moyen du Calcul différentiel. Nous
croyons que les deux méthodes, bien loin de s’exclure et de se
repousser mutuellement, sont au contraire indispensables pour
vaincre les grandes difficultés de la matiére, et conduire ainsi a la
solution des nombreux problémes qui restent encore a traiter; une
fois le but atteint, il sera toujours temps de comparer entre elles ces
deux méthodes et les services qu’elles auront pu rendre.

Aucune branche de la Géométrie ne parait soumise en effet 2
autant de difficultés que celle dont il s'agit : quand on croit avoir
trouvé une méthode directe et générale, on rencontre 2 Fimproviste,
a coté de problémes tres simples, des problemes qu’elle aborde 4 peine
ou méme qu’elle ne peut pas résoudre; et ici le succeés dépend tellement
du point de vue auquel on se place, que souvent des difficultés qui
paraissent insurmontables par certains moyens, disparaissent dées qu’on
les attaque par un autre en quelque sorte trivial. Tel est, par exemple,
le théoréeme du n° 26, relatif aux figures sphériques. Et ceci est égale-
ment vrai pour des systemes entiers de propositions comme pour des
théorémes isolés.

Je pense avoir choisi la route la plus avantageuse pour certaines
classes de maxima et minima; car je suis parvenu 4 des théoremes
fondamentaux, d’ou un grand nombre de solutions découlent d’une
maniere élégante et facile; mais il est bien des questions, princi-
palement parmi celles relatives aux figures dans I’espace, dont la so-
lution m’a échappé et semble exiger des moyens nouveaux. C'est pour
ce cas surtout que les deux méthodes se réuniront avec avantage;
la méthode synthétique aura a fournir des bases solides, & établir les
théorémes fondamentaux , 4 montrer enfin 4 P'analyse le chemin qu’elle
doit suivre pour pouvoir déployer librement toute sa force, et pour
discuter ultérieurement les questions proposées; aussi ‘est-ce la la
marche que I'on a généralement suivie sans toujours Vavouer.

Jai déja publié plusieurs extraits de mes recherches concernant

14..
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les maxima et minima en géométrie [*]. Le Mémoire suivant a pour
objet les relations entre les aires et les périmetres des figures
dans le plan et sur la sphere; il a trait 2 la premiére des cinq
méthodes que j'ai suivies dans ces recherches, et qui toutes sont
applicables aux figures planes. Quoique ces cinq méthodes ne diffe-
rent que par la marche des raisonnements qui conduisent au théo-
réme principal, on ne peut pourtant se passer de leur concours
commun, car tel théoréme qui s'offre de lui-méme, quand on suit
Pune des méthodes, ne pourrait étre trouvé par aucune des autres
qu'avec la plus grande difficulté. La seconde de ces cinq méthodes
s’'applique également aux figures sphériques; mais nous serons obligés
de recourir aux trois derniéres pour traiter le cas de I'espace d’une
maniere en quelque sorte analogue.

La premiére méthode consiste a établir d’abord deux théoremes
fondamentaux de la plus grande simplicité, et d’ou découle un
théoréme que nous nommerons principal , parce qu’il sert de base
a tout ce qui suit : on verra par-la qu’il existe une liaison particu-
liére et intime entre les figures susceptibles d’un maximum ou d’un
minimum , notamment qu’elles entrent comme parties constitutives
de la figure & laquelle le théoréme principal se rapporte, et que les
fondements sur lesquels celui-ci repose peuvent également servir a
en démontrer d’autres beaucoup plus compliqués , et bien plus diffi-
ciles en apparence.

DES FIGURES PLANES ET SPHERIQUES.
§ 1. Théorémes fondamentawx sur les figures planes.

1. Lemme. Les sommets de tous les triangles isoscéles construits
sur la méme base, se trouvent sur la droite qui passe par le milieu de
la base et qui est perpendiculaire sur elle; de deux quelconques de ces
triangles, celui qui a le plus grand périmétre a aussi la plus grande aire,
et réciproquement.

[*] Zoyez le Journal de M. Crelle, et’ les Mémoires de ' Académie de Berlin ; les
extraits de quelques Mémoires inédits se trouvent aussi dans les Comptes rendus de
cette Académie.
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2. Lemme. Les surfaces de tous les triangles construits sur la méme
basesont entre elles comme leurs hauteurs, et réciproquement. Lorsque

les triangles sont équivalents, les sommets sont sur une droite paralléle
a la base.

Premier théoréme fordamental.

3. 1°. Entre tous les triangles isopérimétres et de méme base le
triangle isoscele est un maximum.

2°. De deux de ces triangles , celui qui aura Uangle le plus petit
ou le plus grand a la base, ou bien dont lun des cotés sera le plus
petit ou le plus grand, sera le plus petit lui-méme, et récipro-
queinent.

DimonsTrATION. 1°. Soient le triangle isoscéle ACB et le non isoscele
ADB (Planche I, fig. 1), construits sur la méme base AB, et soit
en méme temps AC -+ BC = AD + BD; puisqu’il y a tonjours une
partie AEB, qui est commune aux deux triangles, le théoréme sera
démontré quand on aura prouvé que 'on a triangle AEC > BED.

L’angle o« est égal 4 Pangle 8, donc on a 3> vy et AE > BE.
Faisons EF = EB, et prenons sur la ligne EC, EG = ED; je dis que
le point G doit nécessairement tomber entre C et E. Car supposons
que G tombit en C, alors ED étant égal 4 EC, les deux triangles
BED et FEC seraient égaux, d’ou résulterait FC = BD; en méme
temps la ligne DF serait égale & BC; donc (puisque par hypo-
thése AC + BC = AD + BD) on aurait BD 4 AF = FC 4 AF = AC,
c'est-a-dire que la somme de deux cotés d'un triangle serait égale au
troisieme, ce qui est impossible. Le point G peut encore moins tomber
au-dela de C, par exemple en H; car on aurait alors, par les mémes
raisons, AF 4+ FH 4 HC = AC, clest-d-dire que la ligne brisée AFTIC
serait égale 4 la droite AC. Donc le point G doit tomber entre E et C.
Cela étant, on a triangle FEG = BED; donc triangle AEC > BED;
donc aussi le triangle isoscele ACB est plus grand que le triangle
non isoscele ADB.

2°. Soient ACB, ADB (fig. 2) deux triangles isopérimétres quel-
conques de méme base; désignons par 7y le plus petit des quatre
angles 4 la base, ce qui exige que y < f3; nous pourrons démontrer
comme nous venons de le faire (1°.) que triangle ADB < ACB, c’est-
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a-dire que le triangle qui a le plus petit angle 4 la base est le plus
petit. — On peut prouver de méme que le triangle ADB est plus petit
que le triangle ACB, quand on suppose que ¢ est le plus grand des
angles, ou que BD est lc plus petit des cotés, ou enfin que AD est le
plus grand des cotés. Pour cela il suffit de démontrer que hypothése
précédente y < £ entraine nécessairement ces trois conditions. Pour
prouver que ¢ est le plus grand des angles, c’est-a-dire pour prouver
quon a ¢ > a, retournons le triangle ADB de maniére i lui faire
prendre la position AD, B dans laquelle les angles y et d tomberont
en 7y, et &,, on aura y=1y,, & =2,; le sommet D, doit nécessai-
rement tomber au-deld du coté AC, puisqu'on a B> vy, (=7),
d’apres cela on voit que ¢, sera plus grand que «, donc ¢ > a. Pour
prouver que BD est le plus petit et AD le plus grand des quatre cotés,
jobserve que AD ne peut étré ni égal 4°AC, ni plus petit que AC,
en sorte qu’il faudra que AD soit plus grand que AC et par suite
BD < BC. D’abord si I'on admettait que AD fat égal a AC, alors BD
serait égal A BC, et e triangle ADB serait égal au triangle ACB, ce qui
est impossible. En second lieu, si I'on avait AD < AC, il en résul-
terait BD > BC, et dans le triangle ACD I'angle ACD devrait étre plus
petit que Pangle ADC; en méme temps dans le triangle BCD on au-
rait angle BCD > BDC, ce qui est impossible. 1l s’ensuit que AD > AC
et- BD < BC. On démontrerait de la méme maniére que l'on a
BD, > BC, AD, < AC, ou bien AD > BC, BD < AC. 1l est donc
prouvé qu’en effet BD est le plus petit et AD le plus grand des quatre
cOtés. — On prouverait par une démonstration semblable que réci-
proquement chacune de ces trois conditions entraine la premiére, sa-
voir, 7 < f3, et par suite, triangle ADB < ACB, et que de méme
Iexistence de ces quatre relations est une conséquence nécessaire de la
supposition triangle ADB < ACB.

On voit que la seconde partie du théoréme (2°.) renferme comme
un cas spécial la premiére (1°.), qui est I'énoncé du maximum.
Chacune de ces parties nous sera utile dans la suite.

4. Entre tous les triangles de méme base et de méme surface, le
triangle isoscéle est celui qui a le plus petit périmetre.

DimonsTrATION. Soit G le triangle isoscele et U un triangle non isos-
céle quelcongqne de méme base et de méme surface; désignons par G,
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un autre triangle isoscéle, construit sur la méme base, et dont le péri-
métre soit égal a celui de U : on aura (3) G, > U, et ( puisque
U = G), G, > G; donc (1) périmétre G, > périmétre G, ou bien
périmetre U > périmeétre G.

3. Entre tous les triangles de méme périmétre , le triangle équila-
téral est un maximum, et réciproquement : entre tous les triangles de
méme surface le triangle équilateéral a le plus petit perimétre.

i’ DemonsTRATION. Le triangle maximum correspondant au péri-
metre donné doit toujours étre isoscéle, que I'on prenne tel ou tel
de ses cotés pour base; donc ses c¢otés pris deux i deux doivent étre
égaux; donc les trois cotés sont égaux entre eux.

Cette démonstration ne laisse a4 la vérité rien 4 desirer sous le
rapport de la justesse et de la rigueur; mais elle est incompléte en
ce qu’elle ne montre pas clairement aux yeux pourquoi deux triangles
de méme périmétre étant donnés, dont I'un est équilatéral, Vautre
non équilatéral, le premier est plus grand que le second. Pour re-
médier A cet inconvénient, Lhuilier a donné une démonstration par
laquelle on s’approche de plus en plus du triangle équilatéral, en
transformant indéfiniment le triangle non équilatéral donné en trian-
gles isosceles de méme périmeétre; mais cette démonstration n’est pas
non plus absolument satisfaisante. J’ai tiché de combler cette lacune
par la démonstration suivante :

2™¢ DEMONSTRATION. Soit donné un triangle non isoscéle quelconque
U; construisons sur le coté le plus grand, pris pour base, un triangle
isoscele G de méme périmétre; on aura (3) G > U : représentons
ce triangle G par ABC (fig. 3). Par hypothése la base AB est plus
grande’ et chacun des cotés AC et BC plus petit que le tiers du péri-
metre. Soit donc la partie BD de la base égale au tiers du périmétre;
prenons sur le prolongement du cété adjacent BC le point E tel
que le triangle DEB soit isopérimétre au triangle ACB; on aura
DE + EC = AD +- AC (puisque BD et BC appartiennent aux deux pé-
rimetres). BC étant plus petit que le tiers du périmétre, il s’ensuit
BD > BC et Pangle x plus grand que Pangle y, ensuite angle
ADC > ECD, dou triangle ECD > ADC (3, 2° ), et enfin
DEB > ACB, ou triangle DEB plus grand que triangle G. Soit main-
tenant le triangle DFB équilatéral et par sunite ayant un périmétre
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égal & celui de DEB (ou G et U) dont BD est le tiers; alors on a triangle
DFB > DEB(3), donc DFB > G, et & fortiori DFB > U. — Cette
démonstration est directe et rigoureuse en méme temps.

Le théoréme réciproque se démontre facilement par voie indirecte,
comme le précédent, ou bien il peut étre déduit de celui-i :

Second théoréme fondamental.

6. Entre tous les triangles construits avec deux cétés donnés, celui
dans lequel ces deux cétés seront perpendiculaires 'un & Uautre sera
un maximum.

DEmonstraTion. Si Pon prend I'un des cétés donnés pour base,
la surface du triangle augmente quand la hauteur augmente; or
celle-ci est la plus grande possible, quand elle est égale a I'antre
coté donné, c’est-a-dire quand ce c6té est perpendiculaire i la base.

Il'y a une démonstration de ce théoréme plus analogue i celle qui
concerne les triangles sphériques (14). La voici :

Soit AB (fig. 4)I'un des cotés donnés pris pour basefixe ; les sommets
de tous les triangles que I’'on peut construire avec les cotés donnés, sont
situés dans un cercle FCG, qui a le point A pour centre et 'autre coté
AC pour rayon; tirons les droites FG, DE,. .. parallelement 4 la base
AB; elles rencontreront en général le cercle en deux points. Ces points
de rencontre sont les sommets de deux triangies équivalents, cons-
truits avec les cotés donnés, par exemple des triangles ADB et AEB;
Iaire de ces triangles devient d’autant plus grande que la paralléle est
plus éloignée de la base, et il est clair que cette distance est la plus
grande possible quand la paralléle est tangente en C; mais, dans ce
cas, il n’y a qu'un seul triangle ACB : dans ce triangle, qui est un
maximum, les c6tés donnés AB et AC sont perpendiculaires 'un 2
Iautre.

7. Entre tous les triangles dont la somme des deux cétés est don-
née, celui dans lequel ces deux cétés sont égaux et perpendiculaires
lun a lautre est un maximum.

DemonsTrATION. Que I'on répartisse la somme donnée, comme I’on
voudra, sur les deux cotés, le triangle maximum sera toujours celui
qui aura ces deux cotés perpendiculaires Pun a P'autre (6); il ne reste
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donc qu'a démontrer que le triangle isoscéle est le plus grand de
tous ces triangles rectangles, Imaginons pour cela un triangle isos-
cele construit sur hypoténuse de I'un de ces triangles rectangles
non isosceles, et dont la somme des cotés soit la méme; il sera plus
grand que le triangle non isoscéle, mais plus petit que le triangle
1soscele rectangle, dont les cotés de I'angle droit sont égaux i ses
cotés.

Remarquons encore que le produit de deux parties d’une droite
donnée est le plus grand possible, quand ces parties sont égales, ou
que le rectangle est le plus grand des parallélogrammes 4 cOtés donnés,

et qu'entre tous les rcctangles de méme périmétre le carré est un
maximum.

§ II. Théorémes fondamentaux pour les figures sphérigues.

8. Lemme. Les sommets de tous les triangles sphériques de meéme
base se trouvent surle grand cercle, qui est perpendiculaire 4 la base
en son milieu; de deux quelconques de ces triangles celui qui a le plus
grand périmeétre est le plus grand, et réciproquement.

9. Lemme. L’aire d’un triangle sphérique de base donnée est d’au-
tant plus petite ou plus grande que le cercle qui passe par son som-
met et par les points diamétralement opposés aux extrémités de sa base,
est plus ou moins incliné sur cette base (c’est-a-dire selon que Pangie
formé par ce cercle et la base est plus petit ou plus grand). 1l s’ensuit
que les sommets de tous les triangles de méme surface se trouvent sur
un méme cercle, et réciproquement [*], et que tout autre triangle a une

[¥] J’ai démontré ce théoréme pour la premiére fois dans un Mémoire intitulé : De
la transformation et de la division des figures sphériques au moyen de constructions
géometriques. (Journal de M. Crelle, tome II, page 45, mars 1827.) Fondé sur ce
théoréme, le Mémoire dont je parle avait pour but de rapprocher les opérations de
la géométrie sphérique de celles de la géométrie plane.

Ce théoréme avait déja été démontré, du moins en partie, d’abord par Lezell,
et plus tard par Legendre ; mais il n'est devenu d’une application facile, que par ce
complément indispensable : que le cercle qui contient les sommets de tous les triangles
équivalents passe par les points opposés aux extrémités de la base. Nous en rappel-

Tome VI. — Avei 1841, 15
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aire plus petite ou plus grande que ceux-ci, selon que son sommet se
trouve dans ’espace compris entre la base et le cercle,, ou bien au-dela
de ce cercle.

lerons succinctement la démonstration , parce que tous les lecteurs ne sont peut-étre
pas & méme de recourir au Mémoire cité,

Nous supprimons les figures , auxquelles il sera facile de suppléer.

1°. Les angles & la base sont égaux dans le triangle sphérique isoscéle.

2°. Dans tout quadrilatére sphérique ABCD inscrit dans un cercle, la somme des
angles opposés est la méme, en sorte que l'on a

A+4C=B 4 D;

car si I'on joint le pole P du cercle aux sommets du quadrilatére au moyen des
rayons sphériques (ou arcs de grand cercle) PA, PB, PC, PD, on obtient quatre
triangles isoscéles APB, BPC, etc., dont chacun a les angles 4 la base égaux entre eux,
d’on résulte

A+ C=B+D.

3°. Tirez la diagonale AC dans ce méme quadrilatére inscrit, désignez par « et «,
les deux parties dans lesquelles elle divise 'angle A, et de méme par y et 7, les parties
de 'angle C, de maniére que les angles « et y appartiennent an triangle ABC, et «,, 7,
au triangle ADC, vous aurez

@ o, 474 9. = B +D(2°),
@+ 9)—B=D — (2, + 7,)

Fixons les trois sommets A, D, C, tandis que B déerit 'arc ABC; alors les angles
B, «, 7 changeront de grandeur, mais la différence « + y — B est constante, puis-
qu’elle reste toujours égale 2 la différence invariable D — («, + v,); donc la base
AC d'un triangle sphérique ABC étant connue de grandeur et de position , et la dif-
Jeérence entre la somme des angles adjacents ¢ la base (rz -+ @) et Uangle au sommet .
(B) étant donnée, le liew géometrique du sommet est un certain cercle P qui passe
tonjours par les extrémités A et G de la base.

4°. Désignons en outre par A, et G, les points opposés aux points fixes A et C; ils se
trouvent sur les cotés AB et BC prolongés au-deld de B, de maniére qu’on a denx
triangles opposes au sommet, ABC et A,BC,, qui changent simultanément ; leurs angles
au sommet commun B étant opposés , sont égaux, ef les angles =, v et A,, C,,
adjacents aux bases fixes AC et A,C,, sont suppléments les uns des autres, de ma-
niére qu’on a
a+A =%, v+ C, =m;
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10. Lemme. Quand des cercles se touchent sur la surface de la
sphére, leur point de contact se trouve sur le méme grand cercle avec
leurs poles, de maniére que le grand cercle qui passe par deux de ces
points, passe nécessairement par le troisiéime.

Premier théoréme fondamental.

11. 1. Entre tous les triangles sphériques de méme base et de méme
perimetre, le triangle isoscéle est un maximum.

1. Entre deux de ces triangles, celui qui a Uangle le plus petit o
fe plus grand a la base, ou dont Uun des cotés est le plus petit ou le
plus grand, est le plus petit lui-méme , et réciproguement.

La démonstration de ce théoréme ressemble parfaitement 4 celle du
théoréme analogue (3); on n’a qu’a remarquer que les triangles sphé-
riques correspondants aux triangles plans BED et FEG (fig. 1) ne
sont pas égaux, mais symétriques; ce qui ne nuit en rien au raisonne-
ment (deux triangles symétriques peuvent toujours d’ailleurs étre divi-
sés en parties égales). Cette remarque servira de méme pour les cas
suivants, dans lesquels une différence pareille se fait remarquer.

12. Entre tous les triangles sphériques équivalents et de méme
base , le triangle isoscéle a le plus petit périmétre.

puisque (3°) « + 7 — B est constant et égal & D — (&, + 7,), que nous appelierons
K, on obtiendra donc

A+B+C, =2 —K;

c’est-a-dire que si la différence « + y — B est constante dans le premier triangle ABC,
la somme des angles et par-lA méme l'aire de Pautre triangle A,BC, sont aussi constantes ,
et réciproquement. Mais, cela étant, le lieu géométrique du sommet B est un cercle qui
passe toujours par les pointes fixes A et C; la proposition est donc démontree.

Pour le cas spécial ol la base fixe AC devient égale au diamétre sphérique du
cercle P, K est égale & zéro (puisqueD = «, + y,, B=a + ¢), et reciproquement,
Dans ce cas on aura

A,+B—+C, =2r;

donc Paire du triangle A,BC, est égale au quart de la surface de la sphere.
Une autre démonstration, plus simple encore, du théoréeme général, résulte de con-
sidérations stéréomeétriques.

15..
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La démonstration de ce théoréme est conforme a celle du théoreme
analogue donné ci-dessus (4).

3. Entre tous les triangles sphérigues de méme périmétre, le triangle
quilatéral est un maximum; et entre tous les triangles sphériques
dquivalents, le triangle équilatéral a le plus petit périmétre.

Les démonstrations dounées ci-dessus (3) sont pareillement appli-
cables a ce théoreme. '

Second théoréme fondamental.

14. Le triangle maximum entre ceux que Lon peut construire avec
deux cotés donnés, est celui dans lequel Uangle des deux cétés est
égal a la somme des angles a la base, ou dans lequel la base est un
diamétre du cercle circonscrit.

DEmonstraTioN. Prenons I'un des cotés donnés, par exemple AC
(fig- 5) pourbasefixe; alors lelieu géométrique des sommetsdes triangles
seraun cercle DBE, dont A est le pole etdont le rayon sphérique est égal
A autre cté donné AB. Soient A, et C, les poles respectivement oppo-
sés 2 A et C. Chacun des cercles qui passent par A, et C, est le lieu géo-
métrique des sommets d’un systéme de triangles équivalents, cons- -
truits sur la base AC (9); s'il rencontre le cercle fixe A en deux points
D, E, ces deux points seront les sommets de denx triangles ADC et
AEG, qui sont équivalents et ont pour cotés les cotés donnés. Re-
marquons en passant qu'il s'ensuit : qu'a chacun des triangles qui
peuvent étre construits avec les cotés donnés correspond en général
un second triangle équivalent. L’aire augmente 4 mesure que le
cercle, lieu géométrique, est moins incliné sur le plan de la base
AC; or ce cercle doit d’ailleurs rencontrer le cercle fixe A; il fera
donc avec la base le plus grand angle possible quand il ne touchera le
cercle fixe qu’en un seul point B; doncle triangle ABC est un maximum
entre tous les triangles qui ont les mémes cotés donnés. Le pdle F du
cercle tangent se trouve sur le prolongement du cété AB (10). Puis-
que FA, = FB = FC, , on aura, dans le triangle A,BC,, y, = o, + £,;
mais on a a+@a, =Y+ =7 (parce que «,, 7y, sont égaux aux
angles supplémentaires de « et y) et 8, = 8; donc’

«a =8 +7,
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c’est-a-dire que dans le triangle maximum ABC, I’angle & qui est forme
par les deux cotés donnés AB et AC est égal a la somme des deux autres
angles f3 + 7, ce qui était d’abord 4 démontrer. Ensuite divisez 'angle
a au moyen d’un grand cercle AG, de maniére qu'on ait BAG = £,
CAG =7y; alors on a AG = BG = CG, donc G est le pole et BC le
diametre du cercle circonscrit au triangle ABC, ce qui démontre la
seconde partie du théoréme.

A5. La somme des deux cotés d’un triangle splze’rique étant donnée,
le triangle maximum est celui qui a ses cotés égaux et ﬁ)rmant entre
eux un angle égal a la somme des deux autres angles.

La démonstration de ce théoréme est parfaitement semblable i celle
du théoréme analogue sur les triangles plans (7). On pourrait de méme
ajouter des corollaires analogues sur les quadrilateres sphériques.

§ HL. Théorémes plus généraux concernant les figures planes
et sphériques.

Remarque préliminaire geénérale.

16. Nous venons de montrer, en ce qui concerne les triangles plans
et sphenques combien il est facile d’énoncer les théorémes d’une ma-
niére analogue et de mettre les démonstrations en parfait accord ;
cela sera tout aussi simple pour les théorémes et les démonstrations
concernant les autres figures. Seulement, pour plus de briéveté, nous
énoncerons dans la suite en méme temps, et les théorémes sur les fi-
gures planes, et ceux sur les figures sphériques, ou du moins on y sup-
pléera par la pensée toutes les fois que les expressions ne conviendront
qu'aux figures planes. J’ai méme tiché d’arranger les démonstrations
demaniere & ce qu’elles puissent servir indistinctement, et presque sans
changer d’expressions, pour les figures planes et sphériques; mais par-
tout ou il y avait une différence essentielle, je n’ai pas manqué de I'in-
diquer, et de la discuter méme. Pour mieux saisir I’origine générale
de ces différences, remarquons, dés a présent, quelques-unes des
propriétés des figures sphériques et une relation particuliére qui
existe entre elles.
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I. Le périmétre d’'un polygone sphérique convexe est, en gé-
néral, plus petit que le grand cercle qui est sa limite; de méme
(la sphére étant donnée ) Paire ou la somme des angles de ce
polygone ne peut pas devenir aussi grande que l'on voudra;
mais elle a la demi-surface de la sphére pour limite. Or si 'on veut
prendre indistinctement pour l’aire du polygone I'une ou Yautre des
parties dans lesquelles la surface de la sphére est divisée par sa
circonférence, on aura la surface entiére de la sphére pour limite
de surface. Mais dans le cas ou l'on prendrait I'aire de la plus
grande partie, le polygone ne serait plus convexe, mais concave;
c’est pourquoi P'on ne s'occupe, en général, que de Vaire de la
plus petite partie. Cependant ces deux parties sont liées entre elles
de maniére que, I'une d’elles étant donnée, I'autre est connue, et
que, I'une devenant un maximum sous certaines conditions, I’antre
sera en méme temps un minimum. Tout ce que nous venons de dire
sur les polygones est pareillement vrai pour les courbes convexes et
fermées.

II. Les figures polaires fournissent des réciproques a tous ces
théoremes : pour chaque théoréme qui s’applique, sous- certaines
conditions, aux cotés et aux angles, au périmeétre et a 'aire, etc. ,
d’un polygone de n cotés, il y a toujours pour le polygone po-
laire nn certain théoreme correspondant, qui dépend du pre-
mier et qui s'obtient en substituant, tant dans les données de la
question que dans les propriétés dérivées, un coté a un angle, le pé-
rimetre contre I’aire, le maximum au minimum, etc. [*]. Mais nous ne
ferons dans la suite aucun usage de cette loi de réciprocité, parce qu’elle
ne s'applique pas également aux figures planes. Nous n’indiquerons
que la propriété suivante qui en découle.

*] C'est ainsi que I'on peut déduire immédiatement du théoréme (11) les théorémes
suivants :

I Entre tous les triangles équivalents qui ont le méme angle au sommet, celui qui
a des angles égaux & la base posséde un périmétre minimum.

II. De deux de ces triangles, celui qui a le cdté le plus grand ou le plus petit, on
dont 'un des angles & la base est le plus grand ou le plus petit, aura de méme un
plus grand perimétre, et réciproguement.
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Il y a une certaine relation constante entre le périmetre de ’'une et
Paire de Pautre de deux figures polaires sphériques, laquelle relation
sert & trouver une quelconque de ces deux quantités, quand Vautre
est donnée. Elle consiste en ce que, sil’on prend la quatriéme partie
d’un grand cercle (le quadrant) pour unité de longueur et la huitiéme
partie de la surface de la sphére (I'octant) pour unité de surface, que
I'on désigne ensuite par z le périmétre de I'une de ces figures et
par f la surface de I'autre, exprimées au moyen de ces unités; alors
on aura toujours

u +,/: 4,

c’est-a-dire que pour deux figures sphériques polaires la somme du
périmétre (u) de Lune d'elles et de Laire (f) de Uautre est égale a
quatre.

Les corollaires suivants découlent de cette loi :

Quand lune des dewx quantités u et f devient un maximum ou
un minimum , Lautre devient en méme temps un minimum ou un
maximum.

Quand la rectification ou la quadrature dune courbe sphérigue
peut étre exdcutée , alors la courbe polaire est respectivement carrable
ou rectifiable , et dans le cas contraire elle ne Uest pas.

En rectifiant ou en carrant Uune de ces courbes , on obtient simulta-
nément Laire ou le perimétre de Uautre, etc.

Théoréme principal.

A7. Entre toutes les figures isopérimétres planes (ou sphériques) , le
cercle est un maximum; et réciproquement entre toutes les Jigures
planes équivalentes, le cercle a le plus petit périmétre.

Démonstration. 1l est clair qu’il y a une infinité de figures d’un péri-
metre donné qui ont diverses formes et diverses aires. On comprend de
méme que V'aire pourra devenir aussi petite qu’on voudra, mais non
pas aussi grande qu’on voudra, puisqu’elle reste évidemment tou-
jours comprise dans l'intérieur du cercle décrit d’un des points de son
contour comme centre avec un rayon égal 4 la moitié du périmétre
donné. Mais puisque des figures de périmétre donné peuvent avoir
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différentes aires , sans pouvoir toutefois grandir indéfiniment, il faut
qu’il y ait entre elles une figure maximum ou plusieurs maxima de
différentes formes, c’est-d-dire plusieurs figures de différentes formes
- et d’une méme aire, plus grande que celle des autres figures. Re-
marquons encore quune figure dont laire peut étre agrandie sans
changer de périmétre, n'est pas un des maxima. 11 sensuit que
chaque figure maximum est convexe, et qu'elle ne peut pas avoir
de lignes droites dans son périmétre , ou du moins qu’il n’y a pas
deux lignes droites consécutives, car elle pourrait encore devenir plus
grande dans chacun de ces deux cas.

Soit EFGH ( fig. 6) une des figures maxima. A chaque point A du péri-
metre correspond un second point B, placé de maniére que ces deux
points divisent le périmétre en deux parties égales, de sorte qu’on a,
quant a la longueur, ligne AEFB = AHGB. Supposons que A et B aient
cette propriété, alors la droite AB divise de méme Paire de la figure en
deux parties égales, car si Pune d’elles, par exemple AHGBA, était plus
grande que Pautre AEFBA , on pourrait transformer la seconde en la
rendant égale 4 la premiére,, puisqu’elles sont isopérimétres et qu’elles
ont la base AB en commun; 'aire de la figure entiére se serait ainsi
accrue sans changer de périmétre, ce qui serait contraire 4 I'hypo-
these; donc les deux parties doivent étre équivalentes. Si elles étaient
de différentes formes, on pourrait changer I'une d’elles, par exemple
AEFBA, de maniére qu’elle devienne symétriquement égale 4 Pautre
AGHBA, la ligne AB étant I'axe de symétrie; et la figure nouvelle,
composée de ces deux parties, serait équivalente de périmétre et d’aire
a la figure primitive; elle serait donc aussi une des figures maxima.
Admettons donc que AEFBA soit la partie transformée devenue symé-
trique 3 AGHBA; il s’ensuit que le prolongement de la perpendicu-
laire DI, abaissée d’un point quelconque D du demi-périmétre AHGB
sur ’axe AB, rencontre ’autre moitié AEFB en un point C équidis-
tant de P'axe, de maniére qu’on a DI=CI, et que les triangles ADB
et ACB sont égaux ou symétriques. Si les angles homologues D et C
dans ces deux triangles n’étaient pas droits, on pourrait agrandir si-
multanément 'aire de ces triangles sans rien changer ala longueur
de leurs cotés AD et BD, AC et BC (), ni i la grandeur des segments
de la figure, AHD, DGB, BFC, CEA ; la base commune AB changerait
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seule; mais par-la Yaire de la figure entiére deviendrait plus grande
(puisque le quadrilatere ADBC en fait partie), sans que le périmétre
changeit de grandeur, ce qui est contraire 4 I’hypothése; donc les
angles D et C sont des angles droits. Et comme en laissant les points
A et B fixes, D peut représenter un point quelconque du demi-péri-
meétre AHGB, il s’ensuit que la figure en question est un cercle. Il est vrai
que la moitié AHGB de ce cercle appartient seule 4 la figure primitive,
et que I'autre moitié AEFBA de celle-ci pouvait étre de forme ditfé-
rente; mais puisque, comme nous venons de le démontrer, la moitié
non changée de la figure est toujours un demi-cercle (AHGBA), puis-
qu'en outre on peut choisir arbitrairement et les points de division A
et B, et Ja moiti¢ qui doit rester invariable, la figure entiere ne peut
étre qu'un cercle. 11 n’y a donc pas plusieurs figures de différentes
formes ayant la propriété d’unir la plus grande aire possible a un
périmétre donné ; il n’y en a qu'une seule , le cercle.

Remarques 1. Le théoréme réciproque se déduit indirectement de
celui-ci. Il en est de méme pour la plupart des théorémes réciproques
dont nous aurons a4 nous occuper dans la suite; c’est pourquoi leurs
démonstrations seront toujours sous-entendues.

I1. Rappelons encore ici, en ce qui concerne les figures sphé-
riques, que toutes les fois que 'on aura recours a un théoréme,
fondamental ou autre, concernant les figures planes, pour en déduire
une démonstration , on devra avoir égard en méme temps au théoréme
analogue sur les figures sphériques. Ayant, par exemple, démontré
ci-dessus que dans les triangles ADB ct ACB les angles D et C sont
droits, on en conclura pour les figures sphériques, que chacun de
ces angles est égal 4 la somme des angles 4 la base (14).

18. Le théoréme que nous venons de démontrer (17) mérite en
effet le nom de théoréme principal, car il contient, il résume pour
ainsi dire les principes les plus essentiels 4 la solution de la plupart
des questions concernant les maxima et les minima d’aire, de pé-
rimétre, etc. , dans les figures planes et sphériques. Les solutions
qu'on en tire pour ces questions sont méme aussi naturelles, aussi
simples et aussi immédiates que possible, car elles dérivent graduelle-
ment du théoréme principal, dont elles font pour ainsi dire partie, ou
plutot elles se présentent comme des théorémes sur les différentes par-

Tome VI.. .- AvhiL 1841. : 16
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ties de la figure qui en est objet. De méme quede cercle a la double
propriété d’avoir entre toutes les figures isopérimetres ou équivalentes
respectivement la plus grande aire ou le plus petit périmétre, de méme
ses différentes parties sont douées de propriétés semblables , desquelles
ces théoremes découlent. Ainsi ces théorémes sont liés avec le théo-
reme principal, de teile maniére qu’ils en dérivent comme des co-
rollaires, ou du moins que leurs démonstrations en résultent pour
la plupart immédiatement. Et pourtant quelques-uns d’entre eux
offriraient de grandes difficultés si 'on essayait de les démontrer
isolément et indépendamment du théoréme principal ; c’est 1a, je
crois la raison pour laquelle ils n’ont encore été énoncés ni démontrés
par personne, que je sache.

1l serait utile d’adopter des dénominations fixes pour les différentes
parties dans lesquelles le cercle lui-méme et I'espace qui I'environne
peuvent étre divisés au moyen de cordes, de sécantes et de tan-
gentes, et de poser certains lemmes préliminaires; cela nous aide-
rait & énoncer les théorémes suivants avec plus de facilité, et a les
manier avec plus de stireté. Mais comme la discussion compléte de ces
watieres nous meénerait trop loin, nous n’en présenterons ici qu’une
légere esquisse.

On a donné les noms de segment et de secteur a certaines parties
de I'aire du cercle; il faudrait de méme consacrer des dénominations
spéciales aux parties qui sont limitées :

a) par plusieurs cordes et les arcs intermédiaires ;

b) par plusieurs angles circonscrits et les arcs intermédiaires;

c) par des cordes et des angles circonscrits et les arcs intermé-
diaires, etc.

Jai choisi respectivement les expressions suivantes :

a. partie de cercle entre n cordes ;

b. partie de cercle entre m angles circonscrits ;

c. partic de cercle entre n cordes et m angles circonscrits , etc.

Il resterait encore a rechercher sous quelles conditions chacune de
ces parties de cercle sera déterminée, ou bien, si I’on suppose certains
¢léments donnés, quelles seront les limites entre lesquelles les autres
€léments seront renfermés, etc. On peut suivre dans ces recherches une
marche toute géométrique, enfaisant varierle cercle ou ses éléments d’une
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maniére continue; on parviendraainsi 4 se convaincre parl'intuitionim-
médiate de I’existence de certaines relations, et des propriétés qui sont
contenues dans les théorémes auxiliaires dont nous venons de parler.
Nous les pourrons donc supposer connus dans la suite, comme on le fait
habituellement pour quelques-uns d’entre eux; par exemple, on sup-
pose qu’il y a toujours un cercle auquel un polygone de cotés donnés
peut étre inscrit.

Pour faire mieux comprendre ce que nous venons de dire, nous
allons traiter de la maniére indiquée la partie de cercle la plus simple,
le segment.

1°. L’aire du cercle est divisée en deux segments ax et afl ( fig. 7)
par une corde quelconque a; le plus petit de ces segments pent étre
nommé segment a angle aigu, et autre segment & angle obtus, les-
quelles dénominations sont empruntées aux angles que la corde
forme avec 'arc. Segment rectangulaire est donc synonyme de demi-
cercle.

2°. La corde a et le cercle K étant donnés, les aires et les arcs (a, f3)
des segments restent constants, pendant que la corde change arbitrai-
rement de position.

3°. La corde a étant seule donnée, lorsque le cercle grandit ou di-
minue, l'arc le plus grand 8 varie dans le méme sens, tandis que
le petit arc « varie en sens contraire, et les aires des segments
augmentent et diminuent comme les arcs correspondants. L’accroisse-
ment et la diminution du grand arc 8 surpassent la diminution et 1’ac-
croissement du petit arc «; la méme relation existe entre les segments
correspondants. — Le cercle obtient son minimum lorsque son dia-
metre devient égal & a; alors on a & = 3 et ao = aff : quand au
contraire le cercle devient infiniment grand, I'arc « atteint sa limite,
la corde a; de méme le segment ax atteint sa limite, zéro, tandis que
B et aff deviennent infiniment grands. Donc, pendant que le cercle
obtient toutes les valeurs possibles, les arcs o et 5 parcourent en-
semble toutes les valeurs entre a et o, et les aires des segments
aoc et a@ prennent toutes les grandeurs entre o et «© .

"~ On remarque encore :
4°. Quétant données deux des quatre quantités suivantes : I
le cercle K, 2)la corde a, 3) Varc « ou B, {) Paire du segment
16..
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az ou af3, les deux autres sont absolument déterminées, sauf le cas
ou I'arc et I'aire seraient donnés, car alors deux segments seraient
possibles en général, savoir, le segment 4 angle aigu et celui 4 angle
obtus, comme on verra dans la suite (33). On suppose toutefois, que
les quantités données ne s’excluent pas mutuellement, en ayant égard
aux limites indiquées ci-dessus (3°).

Conséquences du théoréme principal.

19. Sile périmétre dune figure se compose dune droite de longueur
arbitraire G et d'une ligne L de forme arbitraire, et si en méme
temps la longueur de la ligne L ou l'aire de la figure est donnée, celle-ci
est un maximum, ou la ligne L est un minimum , quand cette figure
est un demi-cercle.

Démonstration. Toute figure comprise dans ce théoréme peut étre
considérée comme la moitié d’une figure symétrique, dont la droite
G est I'axe de symétrie, et dont le périmétre, égal 4 aL, est donné.
Mais l'aire de la moitié est nécessairement un maximum dés que la
figure entiére en est un. Donc notre théoréme est une conséquence
du théoréme du n® 17 [*].

11 s’ensuit en particulier : gu’entre tous les segments de cercle & arcs
égaux ou a aires égales, c’est le demi-cercle qui a Uaire la plus grande
ou Uarc le plus petit.

20. Entre toutes les figures dont le périmétre est composé dune
droite donnée a et dune ligne prise a volonté L, le segment de cercle a la
plus grande aire pour des longueurs égales de la ligne L, et la plus petite
ligne L quand les aires sont égales.

[*] On pourrait démontrer séparément ce théoréme, et en déduire inversement le
théoréme principal ; la démonstration sera méme trés courte, si Pon renonce en partie
a la rigueur et A la généralité que nous avons tiché de maintenir. On n’a qu’a suppo-
ser qu'une figure maximum existe ; .dés lors il ne sera pas difficile de démontrer
qu’elle ne peut étre que le demi-cercle, parce qu'on pourra faire grandir chaque autre
figure, telle que AEFBA (fig. 6) (daps laquelle AB représente la droite G qui est
a volonté, et AEFB représente la ligne donnée L), toutes les fois que angle ACB ne
sera pas droit pour chacun des points C de la ligne AEFB.
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Démonstration. Supposons laligne L de forme quelconque, et gu’elle
compose avec la droite @ le périmeétre de la figure al., on peut tou-
jours construire sur @ un segment de cercle dont I'arc a soit égal a
L (18), « et L étant situés du méme c6té de a. Complétons le cercle, et
désignons Pautre arc par f3; alors le cercle de périmétre a +- 3 est plus
grand que la figure limitée par L + 3 (17); ainsi aa + afi > aL. + af3;
donc aa > aL. )

Remarque. On déduira de ce théoréme une regle générale, qui nous
sera bien utile dans la suite. La voici :

Dans toute figure dont Uaire doit étre un mazximum sous des con-
ditions quelconques, chaque partie du périmétre qui est libre davoir
une forme quelconque entre deux points donnés, doit étre un arc de
cercle.

24. Entre toutes les figures dont le périmétre est composé de deux
droites données a, b et d'une ou de deuox lignes a volonté 1 et ,, cest
la partie de cercle comprise entre les droites a et b, prises comme
cordes (A8), qui a Uaire maxima quand la somme des lignes1 +1, = L
est donnée , et la somme minima L ou 1 +1,, quand Uaire est donnée.

Démonstration. SoitK le segment de cercle, et F une quelconque des
autres figures dont nous venons de parler. Ajoutons 4 K les deux seg-
ments de cercle ax et b3, de maniére a compléter le cercle K, ; ajou-
tons les mémes segments 2 la figure F, de maniére 4 obtenir une fi-
gure F,; alors K, et F, seront de méme périmétre, L + o + 8; mais
Vaire de K, est plus grande que celle de F,, donc aussi K > F.

Remarque. On voit qu’il est indifférent que les droites a et b se suc-
cédent immédiatement dans le périmétre, qu'elles aient ou qu’elles
n’aient pas d’extrémité commune, qu’il y ait une seule ligne L ou deux
lignes let {,.

22. Siau lieu des droites a et b, leur somme s = a < b est donnée ,
les autres conditions restant les mémes , Uaire de la partie de cercle est
un maximum maximorum, et la somme L = 141, est un minimum
minimorum, lorsque les deux droites sont égales, c'est-é-dire lors-
qguonaa=>b =1s.

Démonstration. Prenons a et b de longueurs différentes, et construi-
sons la partie de cercle renfermée par elles de maniére qu’elles aient
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un point G commun (on aura alors [, =oet /=L); joignons les
autres extrémités A et B par la droite AB, la figure en question sera
composée du triangle ACB et du segment ALB; mais ce triangle s’ac-
croitra quand les cotés a et b deviennent égaux ; la figure entiére
croit par la, et plus encore quand elle se convertit en une partie de
cercle entre les cotés égaux, pris comme cordes, C. Q. F. D.

23. La partie de cercle entre n cordes a, b, c,.... est un maximum
entre toutes les figures dont le périmétre est composé de ces mémes
cotés droits et dautres lignes a volonté 1, 1,, 1,,.... dont le nombre
est arbitraire depuis 1 jusq'a n et dont la somme = L; et les aires de
foutes ces figures étant égales , son périmétre est un minimum.

Ce théoréme se démontre comme celui du n° 21.

24./8i dans le théoréme précédent les cordes a, b, c,.... ne sont
pas données isolément , mais si leur somme s est donnée , laire de la
partie de cercle est un maximum entre les maxima, et la somme
L des autres parties du périmétre 1, \,, ,,.... est un minimum entre
les minima, lorsque ces droites sont égales entre elles. — Ce théoréme
est encore applicable au cas ot I'on se donnerait quelques-unes des
droites et seulement la somme des autres, et au cas ot les sommes de
différents groupes de droites seraient données; ce seraient alors les
droites appartenant au méme groupe qui devraient étre égales entre
elles.

Ce théoréeme se démontre de la méme maniére que le théoréme
du n° 22,

25. Pour le cas spécial ou la somme L =14/, + ... est égale a
zéro, on a les théoremes suivants qui sont connus :

1. Un polygone de cotésa, b, c,..., donnés, est un maximum lors-
qu’il est une partie de cercle entre les cordes a, b, c,...., c’est-a-dire
lorsqiil est inscriptible dans un cercle.

1. Un polygone de n cétés et de périmétre donné est un maximum,
lorsqilil a les cotés egaux et qu'il est inscriptible a un cercle , c’est-
a-dire lorsqulil est régulier ; et réciproquement entre les périmétres de
tous les polygones équivalents de n cotés, celui du polygone régulier
est un minimum.

26. Quand on cherchera donc quel polygone a Paire maxima
pour un périmetre constant, ou le périmétre minimum pour une aire
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constante, le nombre de cotés étant variable , on n’aura qu’a s’occu-
per des polygones réguliers, et I'on trouvera la loi suivante :

Les aires des polygones réguliers isoperimétres forment une série
croissante , qui commence par le triangle et se termine par le cercle ;
et les périmétres des polygones équivalents forment une série décrois-
sante , a partir du triangle jusqu’au cercle.

Démonstration. Deux polygones réguliers isopérimétres d’un
nombre de cotés différents étant donnés, par exemple un pentagone
ABCDE et un quadrilatére abcd, on peut considérer ce dernier comme
un pentagone dont I'un des cotés seraitnul, ou bien , en prenant ar-
bitrairement un point e sur un des cotés de ce quadrilatére, par
exemple, sur ad, le considérer comme un pentagone abcde, dont I'un
des angles e serait égal i deux angles droits; le quadrilatére régulier
peut donc étre regardé comme un pentagone irrégulier : donc son aire
est plus petite que celle du pentagone régulier ABCDE.

Remarque 1. On trouverait des lois semblables et pour le théoréme du
n°® 24 et pour un grand nombre des théorémes suivants, en supposant
tounjours la somme des codtés rectilignes @, b, c,..., donnée, et en
variant leur nombre ; mais il suffit d’avoir appelé sur ce point Patten-
tion dudgctenr.

II. La démonstration qu’on vient de lire est remarquable par
sa simplicité, et il est bien étonnant qu'on mne Fait pas encore don-
née. Toutes les démonstrations que je connais de ce théoréeme pour
les figures planes sont plus on moins prolixes et embarrassées;; la plus
élégante de toutes est celle qu'en donne Lhuilier; mais il parait qu’il
n'en existe encore aucune pour les figures sphériques. Aussi ne suis-je
parvenu a trouver la démonstration donnée ci-dessus, qui s’applique
également aux deux espéces de figures , qu'aprés en avoir fait plusieurs
pour les figures planes, et tenté inutilement de les appliquer d’une
maniere analogue aux figures sphériques.

27. 1. Entre toutes les figures dont le périmétre est composé d'un
nombre n de cétés rectilignesa, b, c,.. ., donnés , d’une droite G de
longueur arbitraire , et dun nombre (qur peut varier depuis jus-
qa n inclusivement) de lignes, 1, 1,, 1,,..., de Jorme quelconque,
la partie de cercle entre G pris pour diamétre et les cordes a, b,c,...,
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est un maximwm tant que la sommeL = 1 41, 4. .. reste la méme,
et son périmétre est un minimum entre ceux de toutes les figures qui
lui sont équivalentes. -

1I. Un théoréme analogue s'applique au cas ot la somme des n
droites a, b, c, .. ., serait donnée; il faut alors quelles soient égales
entre elles.

II1. Si dans les deux cas (1 et I1) les lignes 1, 1,..., sont toutes nulles,
la figure se change en un polygone den ~ 1 c6tés, inscrit a un cercle
qui aura le coté arbitraire G pour diamétre.

La démonstration est fondée sur les théorémes précédents et res-
semble & celle du théoréme (19).

28. Entre toutes les figures dont le périmeétre est composé des deux
cotés AB, AC d’un angle droit A, et d’'une ligne arbitraire L, le qua-
drant de cercle a la double propriété d’avoir une aire maxima pour la
méme longueur de laligne L, et la ligne L minima pour 1 une méme aire
donnée. —Ce théoréme a pareillement lieu quand la ligneL est composée
de droites données a, b, c,..., et de lignes arbitraires I, [, L,,...;
cest alors la partie de cercle entre les cordes a, b,.. ., et les rayons
AB, AC qui est un maximum; de méme quand la somme et le nombre
des droites a, b, c,. .., sont donnés. .

Dans tous ces cas on peut considérer la figure en question comme
moitié d’une autre figure, qui aurait la droite AB ou AC pour axe de
symétrie; ces théorémes découlent alors immédiatement des théo-

rémes précédents (19 et 27).

29. 1. Sila ligne L doit partir d’un certain point B du c6té donné
AB, le maximum ou le minimum (28) a lien lorsque la figure est la
moitié d’une partie de cercle dont Pautre coté AC est I'axe de symé-
trie, de maniére que le centre du cercle est sur ce coté auquel par
suite L est perpendiculaire.

11. Le point B étant donné sur le coté BD, si I'angle BDC, au lieu
d’étre droit, est aigu, les théorémes restent les mémes, car la figure
s’est seulement accrue d’un triangle constant BAD, que I'on obtient en
abaissant du point B une perpendiculaire BA au coté CD; le centre du
cercle se trouve encore sur le coté CD.

30. Entre ‘toutes les figures limitées par les cotés AB et AC dun
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angle donné BAC, qui peuvent étre de longueur quelconque, et par une
ligne L de longueur donnée mais de forme arbitraire, le secteur de
cercle est un maximum.

Démonstration. Qu’on construise la méme figure symétriquement sur
un des cotés, par exemple sur AC, de maniére que la figure ABLC soit
d’un cbté et que la figure AB,L,C soit de 'autre coté de AC; alors il
fant, pour que l'aire soit la plus grande possible, que la ligne BLCL,B,,
de méme que sa moitié L, soient desarcs d’un cercle dont le centre
se trouve sur le cOté AC; mais par les mémes raisons ce méme centre
de L doit étre sur le coté AB; il est donc au point d’intersection A
des cOtés AB, AC.

Une autre démonstration découle de (29, T).

31. 1. Ce théoréme (30) a pareillement lieu pour le cas ot la ligne L
est composée de droites données a, b, c,..., et de lignes arbitraires
1, L, ly,...; la partie du secteur de cercle entre les rayons AB, AC et
les cordes a, b, c,..., est alors un maximum.

11. Faisant décroitre les lignes 1,1, 1,,... jusqua ce quelles de-
viennent nulles , on obtient un théoréme concernant le polygone dont
un angle BAC est donné avec tous les cotés o, B, C,..., non adjacents
a cet angle[*].

Ces théorémes et le théoreme (30), se transforment en plusieurs
autres , donnés ci- dessus, quand on fait successivement V'angle

L
A=-», = m, = 27%.
2

32. Entre tous les secteurs de cercle isopérimétres , celui dont Larc
est égal au diamétre est un maximum.

Démonstration. Toute aire de secteur est égale a la moitié d’'un
triangle rectangle, dont les cotés qui comprennent I'angle droit sont
respectivement égaux i P'arc et au diamétre; mais ce triangle est un
maximum quand il est isoscéle (7) : donc, etc.

Remarque. Ce théoréme ne s’applique pascomplétement aux secteurs

[*] 1l sensuit en particulier : qu’entre tous les triangles dont U'angle au sommet A
et la base a sont donnés, c’est le triangle isoscéle qui est un mazximum; et qu’entre
tous les triangles dquivalents, qui ont le méme angle A au sommet, c’est le triangle
isoscéle qui a la plus petite base a.

Tome VL. — Avril 1841. i7
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de cercle sphériques , car ce n’est pas au diamétre sphérique mais au
diametre rectiligne véritable que Parc doit alors étre égal. Aussi de-
vient-il difficile de le démontrer géométriquement, tandis qu'on y
parvient sans peine au moyen du calcul.

Les deux théorémes se correspondent du reste de la maniére sui-
vante :

L. L’angle au centre appartenant au secteur maximum reste le méme,
tant sur la sphére que dans le plan, quelle que soit du reste la lon-

gueur du périmétre; il est toujours égal 4 é go°.

I1. L'aire du secteur plan est égale au carré du rayon, I'aire du sec-
teur sphérique est égale au carré de la corde rectiligne qui correspond &
son rayon sphérique. .

Pour le cas spécial ot le périmétre du secteur sphérique est égal
au périmétre d’'une moitié de grand cercle, ce secteur correspond 4 un

grand cercle, et son aire est égale A ar?, oua '2—”_- de la surface de Ia
sphere dont r est le rayon.

33. De deux segments de cercle & angles aigus et & arcs de méme
longueur, celui auquel appartient angle le plus grand ou la plus petite
corde, est le plus grand; et de deux segments a angles obtus et a
arcs de méme longueur, le plus grand est celui dont langle est plus
petit ou dont la corde est plus grande.

. Pémonstration. Soient ALB et A,L,B, deux segments a angles aigus;
soit en outre arc L = arc L, et corde AB < corde A,B, ; de C, centre
de L, menons les rayons CA et CB, et prenons sur leurs prolonge-
ments deux points de maniére que la droite qui les unit soit paral-
lele 4 AB etégale 4 A\B, (fig. 8); construisons enfin le segment A,L,B,
sur cette corde qui sera située au-deld de AB; on sait (30) que le
secteur CALBC est plus grand que CA,L,B,C; done, en retranchant de
part et d’autre le triangle ACB, on a ALB > AA,LB,BA; donc, & for-
tiori, segment ALB > segment A,L,B,.

La seconde partie du théoréme se démontre d’une maniére ana-
logue.

Remarques. 1. Entre les segments 2 angles aigus et ceux a angles
obtus se trouve placé le segment rectangulaire oun le demi-cercle
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qui est le maximum des segments & arcs égaux (19); les segments
des deux genres diminuent 4 mesure qu’ils s’en éloignent, et puis-
qu'ils décroissent d’'une maniére continue, il faut que pour chaque
segment d’une espéce il y en ait un de l'autre espéce qui lui soit
équivalent; il y a donc toujours deux et seulement deux différents
segments d’arc et d’aire donnés; il faut toutefois pour cela que
Iaire donnée soit plus petite que celle du demi-cercle dont Parc a la
longueur donnée. Cela confirme encore ce que nousavons avancé ci-
dessus (18, 4).

II. Il y a des théorémes analogues concernant d’autres figures
construites sur deux bases inégales AB et AB,, et dont le reste du péri-
metre Let L, est composé de droites données a, b, c,... communes aux
deux figures, et d’autres parties arbitraires [, {,, I,,..., de méme
somme de part et d’autre, en sorte qu'on ait L. = L,; les démons-
trations découlent du n° 34.

34. Entre toutes les figures dont les périmétres sont composés des
cotés dun angle A donné, dont Uun AB est déterminé, tandis que l'autre
AC est arbitraire , et dune ligne quelconque L menée de B au coté AC,
mais ne le dépassant pas , la partie de cercle convexe qui est comprise
entre la sécante AB et la tangente AC est un maximum tant que le
perimetre ne varie pas , c’est-a-dire tant que la somme L + AC reste
la méme (et réciproquement).

Démonstration. Soit BLC ( fig. 9) un arc de cercle qui touche AC au
point C; soit en méme temps L 4+ AC la Jongueur voulue; ABLCA sera
la partie de cercle en question. Nous avons donc a démontrer qu'il
n’y a pas d’autre ligne L, , menée du point B 4 un autre point E ou F
du coté AC, sans dépasser ce coté, qui forme une figure de méme péri-
metre et de méme ou de plus grande aire.

Imaginons d’abord la ligne L, qui joint B et E; le segment BLC et
la figure BL,EC auront la méme base BC et des périmétres égaux; on
aura donc (20) BLC > BL,EC, et par suite ABLCA > ABL,EA.

Tirons la ligne L, de B en F; pour qu’elle renferme la plus grande
aire possible , il faut qu’elle soit un arc de cercle (20, remarque)
et qu'elle s'éleve, du moins en partie, au-dessus de l'arc L;
mais alors elle rencontre encore cet arc dans un point autre que B,
et puisque, en outre, le prolongement de L., Parc CD, la rencontre

-~

l/..
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¢videmment, on est conduit 4 deux cercles ayant trois points com-
muns, ce qui est impossible. — Si cette maniére de raisonner ne pa-
rait pas absolument satisfaisante , on pourra recourir a la suivante,
plus directe encore.

Quelle que soit la forme de la ligne L, , tirée de B en F, il faut qu’elle
rencontre I'arc CD, prolongement de L, dans un certain point G (car
elle ne peut ni passer entre le cercle et le coté AC, ni dépasser ce coté);
on a donc un triangle mixtiligne FGC, dans lequel FG + CG > CF

ou CF — CG < FG; (@)
et puisque les figures ABLCA et ABL,FA sontisopérimetres, on a

BLC + CF = BL,G + GF. )

Retranchant I'inégalité (o) de I'équation (€), il vient

BLC +CG > BL,G,  (y)

ce qui démontre que le segment de cercle BLCG est plus grand quela
figure BL,G, construite sur la méme base BG. Mais on a encore a
ajouter le triangle CFG A la premiére partie; donc, a fortiori,

ABLCA > ABL,FA.

Remarquons encore, relativement & I'étendue et aux limites de ce
théoréme, qu’il subsiste toujours, quelque grand que puisse étre
le périmétre par rapport au coté donné AB, sauf le cas ou l'on
établirait la condition que la ligne L ne doit pas non plus dépasser
le prolongement de ce cété AB; car alors le théoréme ne con-
tinue a4 avoir lieu que jusqu’a ce que le point D tombe en B, et
que le coté AB soit tangent en B au cercle L. Au-dela de ces li-
mites le théoréme se changerait en un des suivants (37). Si, au con-
traire , le périmetre diminue ou si ’angle A s'accroit, le point C
s'approche du sommet A jusqu’a ce qu’il latteigne enfin; alors la
figure se change en un segment de cercle (appartenant 4 la corde
AB), limite en quelque sorte des figures comprises dans notre théo-
réme, car il correspond & AC=o0, et si 'on continue a diminuer

] [ tH + RN KRN IR N R RN RN RN SRR
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le périmétre ou a augmenter I'angle A, la figure ne change plus,
mais le coté AC n’est plus tangent au cercle, il le coupe en A.

35. Si n'est pas la somme L 4 AC qui est donnée comme dans le
théoreme précédent , mais la différence L — AC ou ACG — L, Laire de
la figure est un minimum (au liew d'un maximum) quand celleci est
une partie de cercle concave (fig. 10) entre la sécante AB et la tan-
gente AC.

Car joignons par la droite BA, le point B & un point A, suffisam-
ment éloigné , pris sur le prolongement de AC; comme L — AC ou
AC — L est donné et que AA, est connu, on connaitra de méme
A,C+L; oril est clair que ABLC devient un minimum quand laire
A,BLC est un maximum, ce qui a lieu quand la condition énoncée
dans notre théoréme est satisfaite.

36. Si, sous les conditions des deux derniers théorémes (34 et 35),
la ligne L doit étre composée de droites données a, b, c,... et de parties
arbitraires 1, 1,, 1,,..., la figure sera un maximum ou un minimum.,
selon gu'elle sera une partie convexe ou concave de cercle, comprise
entre la sécante AB, la tangente AC et les cordes a, b, ¢,...

La discussion des limites entre lesquelles ces deux théorémes sont
possibles, rentre dans les recherches mentionnées ci-dessus (18).

Nous ajouterons seulement que ’angle A, le c6té AB et les droites
a, b, c,... étant donnés, il y aura en général deux valeurs déter-
minées du périmetre, pour lesquelles la partie de cercle en question
se transforme en polygone, parce que alors les arcs I, I,, ... de-
viennent nuls : dans I'intervalle compris entre ces deux polygones le
théoréme est impossible.

37. Entre toutes les figures isopérimétres dont le périmétre est com-
posé de deux cotés AB et AC, de longueur arbitraire, formant entre
eux un angle donné A, et dune ligne quelconque L , qui les joint, sans
les dépasser, celle-la est un maximum, qui est une partie convexe
de cercle ABLCA ( fig. 11), entre langle circonscrit A (en sorte que
L est alors un arc de cercle tangent aux cétés AB et AC). Et si,
au liew du périmétre, c’est la différence entre la ligne L, ( au lieu de L)
et la somme des c6tés AB et AC qui est donnée, la figure est un mi-

nimum , lorsqi’elle est une partie concave de cercle ABL,CA entre
Langle circonscrit A.
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Démonstration. Si Yon joint un point quelconque D de la lig neL
avec le point A, au moyen d’une droite AD, les parties DB et DC
doivent étre des arcs de cercle, tangents aux cdtés AB et AC, pour que
la figure soit un maximum (34); et comme le point D est absolu-
ment arbitraire, il faut que toute la ligne L soit un arc de cercle, qui
est tangent en méme temps aux deux cotés.

Remarques. 1. Si I'angle A devient = 7 ou > =, la partie de cercie
convexe se transforme en un cercle entier, et le théoréme perd alors
tout caractere propre; la partie concave devient nulle sous la méme
condition.

I1. Siles cotés de 'angle A sont limités au moyen d’une droite
EF ou GH, qui est donnée avec ses angles adjacents E, F ou G, H,
ces théorémes s’appliquent également aux figures EBLCF et EBL,CF, ou
GBL,CH et GBLCH, dont la premiére est un maximum quand le péri-
metre est donné, tandis que la derniére est un minimum quand la diffé-
rence (EB-+ CF) — L, ou (BG+ HC) — L est donnée. Ces théorémes
restent les mémes, quand on a A = o, et que par-la les cotés EG et FH
sont paralleles. :

38. Quand la ligne L ou L, (37)doit étre composée de droites données
a, b, c,..., et darcs arbitraires 1, 1, ,..., la figure est pareillement un
maximum ou un minimum, lorsqu'elle est une partie de cercle con-
vexe ou concave entre les cordes a, b, c,... et langle circonscrit A.

Les limites sont données par le cas ou les lignes Z, [, , /,,... devien-
nent nulles ; alors la figure devient un polygone, dont les cotés AB et
AC sont égaux.

39. 1. Entre toutes les figures dont les périmeétres sont composés
des cotés AB, AC dun angle donné A, arbitraires en longueur, plus
d'une ligne L qui les joint sans les dépasser, et pour lesquelles la somme
des lignes L et AC est donnée, la figure maxima est la pastie de cercle
convexe cntre la tangente AC et la normale AB (qui passe par le
centre).

11. Si la différence entre L et AC est donnée, la figure minima
est une partie de cercle concave, entre la tangente AC et la nor-
male AB.

II1. Ces deux theoremesont également lieu quand la ligne 1. est com-
posée de droites données a, b, c,... et de lignes arbitraires 1,1,, 1,,...
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Démonstration. On n’a qu’a répéter la méme figure symétriquement
au-dela de AB; ces théorémes découlent alors immédiatement des preé-
cédents (37 et 38).

40. 1. Entre toutes les figures isopérimétres, dont les peérimétres
sont composés des cotés AC et AF, BD et BE de deux angles A et B
donnés, lesquels cétés sont de longueur arbitraire , plus dune ou de
deux lignes a volonté 1 et,, qui joignent les extrémités de ces cotés,
silon suppose que les figures ne sortent pas des deux espaces angulaires
A et B, la partie de cercle convexe ACIDBEI],F (fig- 12, a) entre
les angles circonscrits A et B est un maximum. — Ou bien, si cest
la différence entre la somme des cétés du plus petit angle A et le
reste du périmétre, c'est-g-dire si cest la différence (AC + AF)
—(BD~+BE~+-1+1,) qui est donnée, la_figure minimum est la partie
de cercle concave ACIDBEL, FA (fig. 12, b) entre les angles circon-
scrits A et B. '

Démonstration. Complétons le cercle au moyen des arcs « et G;
alors la partie convexe AGI/DBEL,F = K (fig. 1a, a) est composée
du cercle alfil, =K, et des deux parties concaves Ac et B entre
les angles A et B. Imaginons une quelconque F des figures comprises
dans le théoréme, et retranchons-en les mémes parties Ax et B
entre les angles A et Bj il reste une figure F, dont le périmétre, comme
il est facile de le voir, est égal au périmétre du cercle K, ou plus petit,
de maniére qu'on a toujours K, > F, , et ensuite K > F.

Le raisonnement suivant peut également servir i cette démonstration.
On montrera d’abord que le maximum ne peut pas étre limité par les
seuls cotés des angles A et B, qu’il ne peut donc pas étre un quadrila-
tere, mais que les lignes £ et I, sont nécessaires. On voit ensuite que
ces lignes doivent étre des arcs de cercle (20) tangents aux cotés (34
ou 37), et qu’ils appartiennent 2 un méme cercle (38). Car si Von
joint deux points quelconques x et x, des arcs [ et I, au moyen d'une
droite xx, = a, celle-ci partage la figure en deux parties, dont cha-
cune est un maximum, lorsqu’elle est une partie de cercle entre Pangle
A ou Betla corde a (38).

II. La forme de la figure maximum n’est pas absolument détermi-
née, car les arcs [etl, peuvent changer de grandeur comme ils vou--
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dront, pourvu que leur somme reste constante et que le cercle ne
varie pas. Si donc'un des angles, par exemple A, reste fixe, I'autre B
pourra tourner autour du cercle pour occuper toutes les positions
" depuis celle ou son coté BE tombe sur le prolongement du coté AF
jusqu’a celle ot V'autre c6té BD tombesur le prolongement de AC. Une
des positions intermédiaires est celle dans laquelle la droite AB, qui
joint les sommets des deux angles, divise en deux parties égales et ces
angles et la figure elle-méme. Pour la limite donnée par la coincidence
de BE et du prolongement de AF (fig. 12, c), le théoréme peut étre
énoncé de la maniére suivante :

Entre les figures isopérimétres, dont le périmétre est composé de trois
droites consécutives CA, AB, BD de longueur arbitraire, formant entre
elles deux angles donnés A et B, et dune ligne arbitraire L., qui joint la
premiére et la derniére des droites , sans les dépasser, la figure maxi-
mum est celle dans laquelle la ligne L est un arc du cercle, tangent
aux trois droites. — 1l existe un théoréme analogue pour la partie con-
cave du cercle.

1II. Ajoutons le corollaire suivant, qui concerne le cas dans lequel
la diagonale AB passe par le centre du cercle, et partage la figure en
deux moitiés symétriques.

Entre toutes les figures dont les périmétres sont composés de trois
droites consécutives CA., AB, BD, formant entre elles les angles don-
nés L A et 1B, et dune ligne arbitraire 1, qui joint les c6tés extérieurs
AC et BD sans les dépasser, la somme des lignes1, AC et BD restant
constante , la_figure maximum est celle dans laquelle | est un arc de
cercle qui a son centre sur le coté placé au milieu AB et qui est tan-
gent aux cbtés extérieurs AC et BD.

41. Si les conditions restent les mémes que dans le théoréme pre-
cédent (40), sauf qu'au lieu des angles A et B, c’est leur somme S qui
est donnée , la figure est un maximum maximorum , lorsque ces angles
sont egaux.

Démonstration. Supposons les angles inégaux, soit A > B, et la par-
tie de cercle, comme ci-dessus (40, 1), de la forme (fig. 12, ¢); tirons
la droite A, B, , de maniere qu’on ait angle CA,B, =DB,A, et triangle
AA, B, équivalent & triangle ABB,; alors la figure A, CLDB, est équi-
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valente 2 ACLDB. Si les triangles étaient isopérimetres, c’est-a-dire
si 'on avait
AA,+ A, B, = AB + BB,,

le triangle AA,B, serait plus grand que le triangle ABB,, parce que
l’anglex est plus grand que y (3, II) mais les triangles sont sup-
posés étre équivalents : donc

AA, + A, B, < AB + BB,,

et par suite, périmetre A, CLDB, < périmétre ACLDB. Mais il est clair
que la premiére figure étant équivalente a la seconde, quoique son
périmetre soit plus petit, pourra avoir une aire plus grande que
celle-ci & méme périmétre, d’ autant plus qu’elle aussi pourra étre une
partie de cercle.

C’est la facilité de son application aux figures sphériques qui nous a
fait choisir cette démonstration; car il y en a de plus simples et de plus
directes pour les figures planes seules. Par exemple, tirons la droite
A, B, de maniére qu’on ajt

angle A, = angle B, et AA, 4+~ A;B, = AB +BB,;

alors, puisque x > ¥, le triangle AA, B, est plus grand que ABB, (3, II),
et 4 périmétre égal la figure A,CLDB, plus grande que ACLDB, elc.
— Enfin la figure dontnous nous occupions dans le n° 40, I, peut
servir 4 une autre démonstration du méme théoréme.

42. 1. Entre toutes les figures isopérimétres dont les périmétres sont
composes :

1°. Des cétés de longueur arbitraire de m angles donnés A, B, C, ...
dont la somme est plus grande que (m — 2)m;

2°, De lignes quelconques , 1, 1,4 ls,..., dont le nombre est arbitraire
depuis 1 jusqu’a m et qui joignent des ctés de différents angles ;

Si Lon exige en outre qu'aucune de ces figures ne sorte des espaces
angulaires , la figure mazximum est une partie de cercle convexe entre
les angles circonscrits A, B, G,...

Si A, le plus petit des angles donnés, est assez petit pour que son

angle supplémentaire soit plus grand que la somme des angles sup-

Tome V. — Avem 1841. 18



138 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

plémentaires de tous les autres angles donnés, et si lon connait
en méme temps la différence entre la somme des cotés de langle A
et le reste du périmétre, la figure est un minimum , lorsquielle est une
partie de cercle concave entre les angles circonscrits A, B, C,...

Cette partie de cercle concave est de méme forme que celle que nous
avons considérée dans le n® 40. Dans la suite, la seconde partie sera
toujours sous-entendue.

L. Si lon donne seulement la somme des angles et non chaque
angle & part, la figure est un maximum maximorum , lorsque ces
angles sont égaux, et que la figure est également une partie de cercle
énire eux.

La démonstration de ces théorémes est analogue 2 celle du
n° 40.

43. 1. L’aire dun polygone de m Z‘éte’s, dont les angles et le péri-
métre sont donnés [*], est un maximum lorsque ce polygone est cir-
conscriptible a un cercle [**].

II. Si le périmétre seul est donné, le poly gone de m c6tés est un maxi-
mum, quand il est equiangle et circonscriptible & un cercle, c’est-c-dire
quand il est régulier. : o

Ces théorémes découlent comme limites des précédents (42) quand
ony fait diminuer la somme des angles donnés jusqu’a ce qu’elle de-
vienne égale & (m — 2) n;lesarcs /, 1,,..., deviennent alors nuls, et la
figure se change en un polygone de m cbtés.

[*] 1 suffit pour le polygone plan de m cotés, que m — 1 angles soient donnés,
car le dernier angle est alors déterminé. Quant au polygone sphérique de m cotés, il
faut remarquer que son aire serait fixée dés que ses m angles seraient donnés : il faut
donc énoncer ainsi le théoréme en ce qui le concerne : Si les angles d’ur polygone sphé-
rigue de m c6tés sont donnés, son périmétre est un minimum lorsqu’il est circonserip-
tible & un cercle; le théoréme sur les figures planes devient plus analogue i celui-
ci, quand on suppose donnés les angles et aire.

[**] Je crois que c’est Lhuilier qui, dans son ouvrage mentionné ci-dessus, a été le
premier a énoncer ce théoréme pour les figures planes. I le démontre au moyen
du galcul, d’'une maniére trés ingénieuse, mais assez compliquée. On ne le retrouve
plus dans les auteurs qui lui sont postérieurs ; ils paraissent avoir reculé¢ devantla dé-
monstration.
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On peut aussi démontrer directement ces théorémes, conformément
au n° 40.

44. 1. Si le périmétre dune figure doit étre composé :

1°. Des cotés de longueur arbitraire de m angles donnés A, B, C, . . .
dont la somme est plus grande que (in — 1)7;

2°." D'une droite g de longueur arbitraire ;

3°. De lignes quelconques1,1,,1,,. ..;

Si en outre la figure doit étre renfermde dans les espaces angulaires
donnés, et si, alexception de la droite g, la longueur de tout le reste du
périmétre est donnée, Laire comprise est un maximum., quand la fi-
gure est une partie de cercle entre les angles circonscrits A, B, C,. . .,
et le diamétre g.

Si donc la base g aboutit par son extrémité 4 un des cotés des angles,
il faut qu’elle soit perpendiculaire sur lui.

On obtient le corollaire suivant, en faisant diminuer les angles jus-
qu’a ce que leur somme soit égale a (m — 1) 7.

1. Entre tous les polygones que Uon peut construire sur une base ar-
bitraire g la somme s des deux angles adjacents a cette base étant sup-
posée égale a m ou 180°, et les autres angles étant donnés ainsi que
la somme des cotés (la base g non comprise), le polygone maximum
est celui qui est composé de cotés tous tangents au cercle dont la
base g est le diamétre. Les angles a la base sont donc droits.

Si, au lieu des angles A, B, C,...., la somme de deux, de trois, etc..,
d’entre eux est donnée, qu'ils se suivent ou non dans le périmetre,
I'aire est 1a plus grande possible quand ils sont égaux.

Ces théoremes déconlent du précédent (42), quand on répete la fi-
gure symétriquement de 'autre coté de la base g.

45. 1. Silon supprime la droite g, et si lon suppose que la somme
des m angles soit plus grande que (m — $)n, que langle A soit plus
petit que 5 m, et que de ses cotés AA,, AA,, lun AA, soit arbitraire
tandis que le reste du périmétre est donné; la figure est un maximum
lorsqu’elle est une partie de cercle entre les angles circonscrits B, C, ...
la tangente AA, et la normale AA,.

Quand la somme des angles devient = (m — %)=, le théoréme
s’énonce ainsi : -

7

18..
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11. Si les angles dun polygone sont donnés , si Lun des angles A,
adjacents & sa base AA, est égal a § =, et Vautre A plus petitque § w3 s
en outre la somme de tous les cotés, moins la base, est donnée ; ce poly-
gone est un maximum , lorsque ces cotés sont tangents & un cercle dont
le centre est sur la base AA,.

WIL. Si, au lieu des angles A, B, C,..., leur somme est donnée, la

figure devient, dans les deux cas précédents (1 et 11), un maximum
mazximorum , lorsqion a

les conditions indiquées plus haut étant dailleurs remplies ; en

outre, les cotés compris entre les angles B, C, D,..., seront EgauL.
et chacun deux sera double du coté perpendiculaire sur la base

en A,.

Ces théorémes découlent du n° 42, tout-a-fait comme ceux du n°® 44.

46. 1. Le périmétre d'une figure étant composé :

t°. Des cbtés de m angles donnés A, B, G, D, ..., dont la somme cst
plus petite que (m — 2)n;

2°. De lignes arbitraires 1,1, 1,,...3

Si les angles A et B sont aigus tous les deux , et si de leurs cbtés
AA,, AA, et BB,, BB,, deux, par exemple AA, et BB,, ne Jforment
quune méme droite AB, si, en outre, tout le périmétre, a lexception
de la base AB, est donné, Uaire de la figure estun maximum lorsqiielle
est une partie de cercle entre les angles circonscrits C, D, ..., les tan-
gentes AA,, BB,, et la normale AB.

11. Etant donnés les angles dun polygone, avec cette condition que
les angles A et B, adjacents ¢ la base AB, soient aigus , ou tout au plus
droits ; si en outre la somme detous les cotés, exceptéla base, est donnée,
le polygone est un macximum, lorsque tous ces cétés sont tangents a un
cercle dont le centre est sur la base AB. De plus :

11I. Les angles étant arbitraires, le polygone est un maximum ,
lorsqueC=D = ... =2A= aB; alors tous les cotés, a lexception
de la base, sont égawx , ou

1V. Si langle A, qui nest pas plus grand que }, est seul donné de
grandeur, le polygone est un maximum lorsqueaB=C =D =....
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Fn méme temps tous les cotés sont égaux , & Leacception de ceux: quu
Jorment Uangle A.

Il ne sera pas inutile d’énoncer séparément ’application de ce théo-
reme (1V) au quadrilatére et au triangle :

i°. Entre tous les quadrilatéres que on peut construire avec
un angle donné A < { n et avec trois cotés BC, CD, DA, dont
la somme est donnée, le plus grand est celui dans lequel I'angle
C=D=2B, etle coté BC = CD; — etsiA = 1=, il faut en outre
qu'on ait 2AD = BC = CD.

2°. Entre tous les triangles ABC qui ont le méme angle donné
A < 7 adjacent & la base AB, et dont la somme des cotés AC + BC
est la méme, celui-1a est un maximum dans lequel I'angle au sommet (:
est le double de P’autre angle 4 la base B [*]; —etsi A= 17, on a
C = 2B = £{n«, eten outre BC = 2CA, ce qui est une propriété connne.

47. 1. Sile périmétre dune figure est composé :

1°. Des cotés de m angles donnés A, B, C,..., dont la somme est plus
grande que (m — 1)m;

2°. Des lignes arbitraires 1,1,, 1,,...5

Si la longueur des cétés AA, et AA, qui forment Uangle A est arbi-
traire , tandis que la longueur du reste du périmétre est donnée, la fi-
gure maximum est la partic de cercle entre les angles circonscrits
B, C,... ct Uangle au centre A. — Les cotés AA, et AA, sont donc des
rayons du cercle; si Pun d’eux aboutit par son extrémité , non 4 un
arc (I), mais & un c6té d’un angle, il est perpendiculaire sur lui.

11. Sila somme de deux angles quelconques A, et A, d'un polygone .,
entre lesquels un seul angle A est compris, est égale a n, et si en méme
temps, et les autres angles A, B, C,..., et la somme de tous les cétés
non adjacents a Uangle A sont donnés , ce polygone est un maximum
lorsque les cotés arbitraires AA, et AA, sont des rayons d'un cercle au-
quel tous les autres cotés sont tangents; de maniére que les angles
Ay, A, sont égaux et droits.

[*] Méme dans ce cas, le plus simple de tous, il est impossible de construire
géométriquement la figure maxima, car elle suppose I'exéeution de la trisection de
Fangle supplémentaire de A ,"qui est égal & 3B.
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II. Si langle A seul est donné, les autres conditions restant les
mémes , le polygone est un maximum lorsque les autres angles
B, C,..., X sont égaux; en méme temps leg cotés compris entre ces
angles deviennent cgaux, de méme que ceux qui sont adjacents ar
premier et au dernier angleBA, et XA,, qui sont de longueur moitié des
autres. — Dans ce cas la figure s’approche d’un secteur de polygone ré-
gulier, ce qu'elle devient en effet quand l'angle A est commensu-
rable a 7.

Ces théorémes sont indépendants de la grandeur de I’angle A; s'il

devient successivement = m, a7, les théorémes se changent en ceux des
n° 44 et 42.

48. 1. Si, toutes choses restant les mémes, Uun des cétés de langle A,
par exemple AA,, est donné, de maniére que Pautre AA, seulement
demeure arbitraire, la figure est un maximum lorsqu’elle est une partie
de cercle convexe entre les angles circonscrits B, C,. .., la sécante
AA,; et la normale AA,.

Pour une certaine longueur de la partie donnée du pétimeétre, la
figure se change en un polygone, limite des figures du théoréme.

I1. Silangle A est plus petit que + n, et si, comme dans le cas pre-
cédent, AA, est donné de méme que la longueur du reste du périmétre ,
y compris le coté AA,, la partie de cercle entre les angles circonscrits
B, C,..., latangente AA, et la sécante AA, , est un maximum.

La limite est encore donnée par un polygone.

49. 1. Entre toutes les figures de périmétre donné et composé :

1°. De n droites données, a, b, c,...;

2°. Des cotés non déterminés des m angles donnes A, B,C,... dont
la somme est plus grande que (m — 2)7; ‘

3°. De lignes arbitraires 1, 1,, 1,,. . ., dont le nombre est arbitraire
de 1 jusqi'a m + n;

i les figures ne dépassent aucun des espaces compris dans les m
angles, la partie convexe de cercle entre les n cordes a,b,c...,
et les m angles circonscrits A, B, C,. .., est un maximum.

I1. Si, au lieu d'un certain nombre de cétés ou d angles, C’est leur
somme qui est donnée, les autres conditions restant les mémes, Laire
de la figure augmente quand on rend les éléments appartenant a la
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méme somme égauzx entre euxs il s'ensuit que pour un méme périmétre,
une méme somme des n droites et une méme somme des m angles, la
figure qui a ses cétés et ses angles égaux est un maximum maximorum.
A la limite de ces deux théorémes, pour une certaine longneur du
périmetre, la partie de cercle se change en un polygone qui est en partie
inscrit et en partie circonscrit au cercle, et qui peut avoir chaque
nombre de cotés depuisn + m—-1, quiest le plus petit nombre, jusqu’au
plus grand 27 + m ou n + 2m (selon qu'on am > n oun > mj; cela
dépend de la maniére dont on fait suivre les angles et les cotés dans le pé-
rimétre. Ces théorémes renferment du reste plusieurs des précédents.

80. 1. Si les périmétres des figures contiennent, outre les parties
énumeérees ci-dessus (49, 1), une droite g de longueur arbitraire, et si la
somme des m angles donnés est plus grande que (m — 1)r, la Jigure
maxima est une partie de cercle convexe entre les cordes a s b,c,...,
les angles circonscrits A, B, C,..., et le diamétre g. En faisant diminuer
le périmetre jusqu’a une certaine longueur, on obtient la limite des
parties de cercle qui est un polygone.

L. Le périmetre restant toujours composé comme dans (49, I, st
Langle A est plus petit que 3n, si lun de ses cotés AA, et AA,, par
exemple AA, , West pas compris dans la longueur donnée du périmétre,
et si la somme de tous les angles est plus grande que (m — 3z, la Sigure
mazximum est e partie de cercle entre les cordes a, b, c,..., les angles
circonscrits B,,G, .. ., la tangente AA , et la normale AA,.

Si le coté AA, était donné séparément, il faudrait qu’il firt une sécante
de la partie de cercle.

1. Si langle A est de grandeur quelconque, mais donnée, si ses
deux cotés ne sont pas compris dans la partie de périmétre donnée |
et si la somme des m angles est plus grande que (m — 1)n, il faut que
dans le maximum A soit un angle au centre, et que ses cités AA, et AA,
soient des rayons de la partie de cercle.

Ce dernier théoreme en renferme plusieurs autres, que I'on obtient
quand on fait successivement A = =, 27, ou quand on supprime les 7
cOtés a, b, c,..., oulesmangles A, B, C,. .. Sa limite, que I'on ob-
tient en diminuant jusqu’a un certain point la partie de périmétre don-
née, est un polygone.
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Remarque générale.

51. Laplupartdes théorémes précédents s’appliquent aux polygones
- limites des parties de cercle; mais si Pon examine ces polygones
indépendamment des recherches précédentes, si 'on donne & leurs élé-
ments variables d’autres valeurs que celles qui appartiennent aux
limites des parties de cercle, on voit que, méme sous ce nouveau point
de vue, ces polygones limites ne sont encore (ue des cas particuliers.
Car quand on sort de ces valeurs limites en assujétissant la figure a rester
toujours un polygone de méme nombre de cotés (qui ne doit ni con-
tenir des arcs I, Z,,. . ., ni se changer en partie de cercle),, le maximum
est assujéti & des conditions absolument différentes, qui changent en-
core, selon que les valeurs données aux éléments sont plus grandes
ou plus petites que les valeurs limites.

On parvient & ces propriétés du polygone, en discutant les cas de
maximum et de minimum d’une maniére plus générale et plus complete
quon ne I'a fait jusqu’ici; dans tous les cas ou les éléments nécessaires
pour la détermination compléte du polygone ne sont pas tous don-
nés, on recherchera les conditions de maximum et minimum relatives
aux autres éléments. Le nombre des divers cas est trés grand méme
quand on ne s’occupe que des différentes combinaisons des cotés,
des angles, de la somme de plusieurs cOtés ou angles, et de Vaire. 11
parait du reste que ces recherches devront étre fondées (4 I'instar de
la théorie sur I'égalité des polygones) sur les propriétés du quadrila-
tére, de maniére qu'il importerait de discuter d’abord toutes les ques-
tions que le quadrilatére peut offrir; mais leur nombre s’éléve jusqu’a
a5 ou 30, et I'on ne pourra guére répondre, avec les moyens dont nous
disposons maintenant, qu’a la moitié¢ d’entre elles. Au surplus il est pro-
bable que les divers cas sont tellement enchainés entre eux, qu’il suf-
fira d’en démontrer quelques-uns; les autres découleront immédiate-

ment de ceux-la.
Théorémes qui concernent plusieurs figures en méme temps, ou des
figures qui sont déterminées par des limites fixes ou par des éléments

donnes.
52. 1. Si nous appelons S la somme des deux figures ax et bf3,
construites sur des bases a et b, respectivement données , et avec des
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lignes arbitraires o et 3 dont la somme ¢ = 0.+ [ est également donnee,
S sera un maximum lorsque les figures sont des segments de cercles
de rayons égaux, pourvu que le segment ayant pour corde la plus pe-
tite base b soit un segment a angle aigu.

Démonstration. Supposons qu’il existe un cercle ABC ( fig. 13) dans
lequel les bases données a et b, prises comme cordes, soutendent des
arcs o. et {3, dont la somme soit égale a ¢, mais plus petite que la cir-
conférence du cercle; il est clair qu’alors la somme des deux seg-
ments 2z -+ b3 est un maximum sous les conditions données. Car, la
figure aby restant invariable, si I'on fait varier comme on voudra les
arcs o et {3, mais de maniére que leur somme soit toujours égale a 5,
I'aire des figures renfermées par ces arcs et par 'arc fixe y sera toujours
plus petite que celle du cercle ABC; donc la somme des aires des deux
figures formées par ces arcs et par les bases données a et b sera plus
petite que celle des aires des segments du cercle az et 583. Le segment b5
ayant pour base la plus petite corde, est nécessairement 4 angle aigu,
tandis que l’autre segment peut étre indifféremment ou 4 angle aigu
ou a angle obtus.

Il reste encore 4 démontrer que le cercle supposé existe dans tous
les cas.

Le plus petit des cercles dans lesquels les bases données a et & puis-
sent étre des cordes, est celui qui a la plus grande corde a pour dia-
metre. Supposons pour un moment que le cercle ABC soit ce cercle M,
alors trois cas sont possibles, savoir :

(1) o+ f = o,
(2,\‘1 a+ﬁ>55
(3) o+ f < o.

Dans le premier cas le cercle M satisfait aux conditions du théoréme.
Dans le second cas faisons croitre le cercle M, en écartant en méme
temps I'une de autre les cordes a et b; les centres de tous les cercles
ainsi obtenus resteront évidemment entre les cordes a et & dans I’espace
aby, et puisque d’apres cela les deux segments sont 4 angles aigus,
chacun des arcs « et 3, et conséquemment leur somme ira continuelle-
ment en diminuant; cette somme s’approchera ainsi de plus en plus de
Tome VI. - Avmir 18%. 19
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7, jusqu’a ce qu’elle lui devienne égale pour un certain cercle M, qui
satisfait aux conditions du théoréme.

Dans le troisi¢me cas on fera également grandir le cercle, mais en
rapprochant en méme temps la corde a de la corde b; alors le centre
est dans le segment ax, dont l'angle devient obtus, tandis que
celui du segment bf reste aigu; P'arc a croit donc et I'arc 8 diminue.
Mais I'accroissement de a surpasse évidemment le décroissement de (3 :
la somme o + 3 va donc en grandissant, et puisque en outre & peut
acquérir toute grandeur voulue, tandis que 8 ne peut jamais devenir
plus petit que b, la somme « -+ 3 obtiendra toutes les valeurs possi-
bles et deviendra aussi égale 4 ¢ pour un certain cercle M, , qui sera
le cercle cherché.

On peut donc toujourssatisfaire aux conditions du théoréme, pourva
que ¢ > a -+ b, mais on ne le peut que d’'une maniére seulement.

Dans tous les cas le segment b3 sur la plus petite corde est constam-
ment 4 angle aigu, tandis que I'autre ac peut étre a angle aigu, droit
ou obtus.

II. Le théoréme ci-dessus (I) ne se rapporte qu’au maximum
absolu ou principal de la somme des deux figures, qui varient autant
que les éléments donnés le permettent. Si I'on veut traiter cet objet
d’une maniére plus compléte, on s’y prendra ainsi qu’il suit:

Que 'on répartisse comme on voudra la somme ¢ sur « et 3, parties
des périmeétres des figures ax et b3, toujours est-il que chacune d’elles,
de méme que leur somme S, sera un maximum, lorsque ces figures
sont des segments de cercle. Nous pouvons donc admettre que les figures
ax et b sont des segments de cercle. Sil’on fait maintenant varier leurs
arcs 2 et 3 d’une maniére continue, sous la condition que toujours z +- 3
soit égal 4 ¢, la somme de leurs aires aa 4+ 53 =S changera aussi
continuellement; et 'on peut se demander : Sous quelles condi-
tions , et combien de fois cette somme devient un maximum ou un mini-
mum ?

La discussion ultérieure de cette question donne le résultat suivant :
Si les cordes a et b de deux segments de cercle aa et bf3, et la somme
deleursarcs ¢ = a3 sont données, la somme de leurs aires S=ao+ b
est en genéral un maximum ou un minimum quand les arcs appar-
tiennent a des cercles de rayons égaux; si aucun des deux segments
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ne doit étre plus grand que le cercle entier, la condition davoir des
rayons égaux ne peut étre remplie que de trois maniéres au plus ;
mais si les segments peuvent aussi étre plus grands que le cercle , le
nombre des cas satisfaisant & la condition augmentera, et dautant
plus que la somme o sera plus grande relativement aux cordes a et b.

Pour le cas particulier ou ni o ni £ ne doivent étre plus grands que
le cercle, Pexistence des cercles dans lesquels un maximum ou un
minimum a lieu, peut étre démontrée de la maniére suivante :

Si Pon regarde les droites a et & comme cordes d’'un cercle quel-
conque, et si 'on désigne les petits arcs qu’elles soutendent par « et 3,
et les grands arcs par «, et f3,, on peut former avec ces quantités les
quatre sommes différentes « + 3, a, + f8, a -+ B,, o, + Bi;etl’on
aura a rechercher combien il y a de cercles dans lesquels une de ces
sommes est égale 4 o.

Nous avons déja démontré ci-dessus (1) que, en ce qui concerne
les sommes o+ 3 et a, + (3 dans lesquelles entre le plus petit arc
soutendu par la plus petite corde &, il y a toujours un et seulement un
cercle M, qui satisfait 4 'une ou l'autre. Il reste donc 4 examiner com-
bien il y a de cercles correspondants 4 une des sommes o - 3, et
%, + f3,, C’est-a-dire au cas ou le segment ayant la plus petite des bases
pour cordes est 4 angle obtus.

Désignons par N le cercle dans lequel la somme du plus petit arc o
soutendu para, et du plus grand arc 8, soutendu par la plus petite
corde /) devient un minimum = ¢,; trois relations sont alors possi-
bles entre ¢, et o; on aura

(1) o > o,
ou (2) g, = o,
ou (3) o, < G.

Pour le cas (1) il est clair qu’il n’y a pas de cercle qui satisfasse a la
condition ci-dessus;

Pour le cas (2) le cercle N lui-méme est le cercle cherché;

Pour le cas (3), enfin, il y a deux cercles qui remplissent la condi-
tion exigée; on s’en assure par le raisonnement suivant :

Il est clair que la somme des deux grands arcs o, + {3, est un mi-
nimum dans le cercle M, qui a la plus grande corde a pour diametre.

1g..
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Dans ce cas, a proprement parler, o, n’est plus un grand arc, car
ona «, = a. Soit ¢, cette somme minimum, il y a alors trois combi-

naisons possibles; on a

a) z, < 6, etenmémetemps ¢, < G,
ou (6} ¢, < o, Gy, = G,
ou (c) 6, < &, , Gy > G.

Pour chacune de ces trois relations on peut, en partant des cercles N
et M, parvenir 2 deux cercles qui remplissent la condition ci-dessus
énoncée.

A. Dans hypothése (a) faisons premiérement croitre le cercle N, la
somme des arcs  + {3, croitra de méme (parce que au commencement
elle est un minimum égal & o, , et que @3, croit plus vite que « ne di-
minue), et puisque 3, peut devenir de grandeur quelconque, tandis
que « ne peut diminuer que jusqu’a la limite a, il faut quon par-
vienne a4 un cercle N, qui satisfasse 4 cette condition, que « -+ 3,
soit égal 2 ¢. — Secondement faisons croitre le cercle M, la somme
a, + 3, croitra avec lui, et nous parviendrons a un cercle M,, dans le- -
quel on aura «, + 3, = ¢, lequel est donc le cercle en question.

B. Dans Phypothese (), Cest premiérement le cercle M lui-méme
qui satisfait & la condition. — Secondement lorsque Yon fait croitre le
cercleN, o+ 3, augmente en méme temps jusqu’a ce que l'on par-
vienne enfin a4 un cercle N, dans lequel on aura a+ 8, =¢.

C. Faisons dans Phypothése (c) eroitre premiérement le cercle Nj
on parviendra comme ci-dessus & un cercle N, qui rend o+ 3, = ¢;
— secondement faisons diminuer le cercle N; par cela méme a -+ 3,
croitra, et, avant d’atteindre le cercle minimum M, on parviendra 2
un cercle N, dans lequel e + 3, est égal a c.

On démontrera géométriquement, au moyen du théoréme (I), que
les segments des différents cercles, qui remplissent la condition men-
tionnée ci-dessus, ont les propriétés suivantes :

(«) Dans tous les cercles désignés par N,, la somme des segments
as -+ b, est un maximum relatif ;
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{B) La somme aa, + b3, dans les cercles M, et M (daus le cas B}, et
la somme ax + b3, dans le cercle N;, sont des minima ; '

(7) Dans le cercle désigné par N, au cas spécial (2), la somme des
segments ac -+ b8, n’est ni un maximum ni un minimum, car ce cas
peut étre considéré comme limite des deux parties du cas (C), puisque
les cercles N, et N, se confondent tous les deux avec le cercle N, et
par conséquent neutralisent leurs propriétés opposées.

1l y a encore deux limites pour la somme des segments en question;
on parvient i ces limites en faisant continuellement diminuer I'un des
arcs o et 3 (et ici ce ne sont plus les petits arcs, mais des arcs quei-
conques soutendus par les cordes a et b que nous désignons par «
et 8); en dernier lieu § coincidera avec sa corde b, ou o avec la corde
correspondante a; la somme aw -+ &3 diminue simultanément, elle
est donc un minimum lorsque = ou {3 ont atteint leurs limites. Chacun
de ces minima limites n’est composé que d'un seul segment az’ ou b,
Vautre segment devenant nul; les arcs de ces segments seront relative-
ment @’ = ¢ — b ou f3' = ¢ — a; et puisque de ces deux segments
celui qui a la plus petite corde est plus petit, on a az’ > bf5".

IT1. Ces résultats subissent différentes modifications, selon les difté-
rentes longueurs relatives des cordes a et b. Considérons, par exemple,
les deux cas spéciaux suivants:

1°. Soit a = b; alors les cercles N et M, N, et M, se confondent, fe
cercle N, devient impossible, et quant aux autres cercles, il faut avoir
égard aux relations suivantes:

(2)SiVon a ¢ > ma ou ¢=ra, cestd-dire si la somme donnee ¢
n’est pas plus petite que le cercle M, qui a a pour diameétre, les arcs
«, et B (=a) forment pour le maximum principal (I) une circonté-
rence entiére de cercle M, , c’est-a-dire que les segments ac, et b3 com-
posent I'aire du cercle M,. Dans le cercle M,, dans lequel la somame
ax, + b, est un minimum (IT, f3), les deux segments sont égaux et
tous les deux i angle obtus; leur somme est donc plus grande que
I’aire du cercle M,. '

(B) Si I'on a ¢ < ma, le maximum principal est le seul possible; il
a lieu quand les deux segments sont égaux et 4 angle aigu.

Dans les deux cas les maxima limites (1I) ne changent pas.
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2°. 8i Puna b =o0, 3 et b3 deviennent également nuls, tandis que
£, est la circonférence du cercle entier, et 48, est I'aire de ce cercle.

Dans ce cas le maximum principal n’est donc qu'un seul segment
ax ou aa,, et le cercle N dans lequel la somme a + 8, (= a + «,) de-
vient un minimum = ¢, (II) est doué de la propriété particuliére : que
la somme des tangentes AD et BD, menédes aux extrémités de la corde
a et se coupant en D, est égalea o+ f3,, c'est-a-dire qu'elle est égale
a la somme du petit arc o et de la circonférence du cercle entier f,.
Le minimum ¢, de la somme a, + 8, qui a lieu pour le cercle M dont
a est le diametre, est alors égal 4 { na.

(2) Sig, < o, eten méme temps ¢, > o (II, C), les deux cercles N, et
N, ont lieu, et comme nous avons vu queaa—+ b3, (C'est-a-dire la somme
du segment ax et du cercle entier N,) est un maximum dans le premier,
ac, -+ bB, est un minimum dans le second, et 'on a N, > N et
N, < N(I1, C).

(8) Quand on a ¢, < ¢, M, au lien de N, est le cercle dans lequel
ax, + bf, devient un minimum.

On peut énoncer ainsi les deux théorémes () et (8):

Si Uon méne une corde AB = a dans un cercle quelconque 8, , et si
Lon tire par ces extrémités les tangentes AD et BD , la somme des aires
du cercle entier et du segment a angle aigu est un maximum ou un
minimum, selon que la somme de ces tangentes est plus petite ou plus
grande que la somme de la circonférence entiére et du petit arc , c’est-
a~dire selon qi'on a

< .
AD+BD>ﬁ. -+ o

il est bien entendu quici Uarc wo et le cercle f3, peuvent changer et
avoir des rayons différents quelconques, pourve que la corde a reste
constante et que la somme o~ 3, soit toujours égale a o.

La somme ac, + b, est de méme un minimum dans tous les cas.

1V. Les corollaires suivants découlent des théorémes précédents :

1°. Un segment A angle aigu 8 est plus grand que le secteur Cy
dans le méme cercle C si 'arc du secteur est égal au double de la diffé-
rence entre I’arc et la corde du segment, c’est-a-dire si y =2 (8 — b).
— Ce théoréme est du reste pareillement applicable aux segments qui
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surpassent le demi-cercle jusqu’a un certain segment a angle obtus qui
est précisément égal au secteur, et au-dela duquel le secteur devient plus
grand que le segment. — De méme la différence entre les aires du cercle
et du polygone convexe inscrit est plus grande qu'un secteur dont
Parc est égal a deux fois la différence entre les périmetres de ces fi-
gures, si toutefois le centre C du cercle n’est pas en dehors du poly-
gone. De méme la différence de deux segments a angles aigus bz—b(,
ayant la méme corde b, est plus grande qu’un secteur Cy du plus petit
des deux cercles, si’ona y=12 (« — f5).

2°. Si trois segments de cercles aa, af8 et ay, sont placés du méme
coté de leur corde commune a, et que leurs arcs soient liés par 1'équa-
tion 2f3 = « + 7, les aires des lunules «f3 et By sont liées par les rela-
tions suivantes:

(1). Si B <m ona aff > fiy;
(2). Si g>mn ona of < By

83. Les conditions restant les mémes que dans le théoréme (52, 1),
sauf que la somme s = a -+ b est donnée au lieu des bases aeth, la
somme S des deux segments aa et b3 est dautant plus petite que la
différence entre a et b est plus petite, de maniére que la somme S est
un minimum maximorum, lorsquon a a = b = 1 s, et que cette somme
devient la plus grande possible ou un maximum limite , lorsque, par
exemple,ona a=s et b = o; alors C’est le segment au qui est ce
maximum , tandis que b3 est nul.

Démonstration. Prenons a et b de grandeurs quelconques, mais dif-
férentes; soit pour fizer les idées a > & ( fig. 14), et admettons que
les segments aa et 53, dont la somme représente dans ce cas le
maximum principal, appartiennent 4 un méme cercle, et que leurs
cordes AC et BC, cC’est-A-dire a et b, aient une extrémité C commune.
Soiten outre a, + b, =a+b =13, et de plus a, — b, < a — b; on
aura d’abord le triangle AC,B > ACB (3). Imaginons les segments de
cercle a,a, et b,f3,, construits sur les bases a, et 5,, dont la somme
est le maximum dans ce cas; les trois arcs «,, 3, et y forment une
figure plus petite que le cercle isopérimétre «fiy, et puisque cette
figure est composée des segments a,o,, 8,83,, ¢y et du triangle AC,B,
il faut que a,a, -+ 5,3, soit plus petit que aa + b5.
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84%. Etant données les droites a, b, c, d,..., bases d'un nombre quel-
conque de figures ax, b, cy, dd,...,etlasommec = a + B+ + d,...,
des ligneso, f3, 7y, d,..., qui complétent leurs périmeétres, la somme de
~leurs aires ne peut étre un maximum que quand ces figures sont toutes
des segments de cercles égaux ; il faut en outre, pour le maximum
principal, que le segment ayant la plus grande base puisse seul étre
v angle obtus.

('e théoreme découle du précédent (52, I).

On peut se demander s’il n’y a pas plusieurs cas dans lesquels les
figures satisfassent aux conditions du théoréme, qui consistent en ce
que ces figures soient des segments de méme cercle, et qu'aucune
d’elles ou que celle seulement qui a la plus grande corde soit 4 angle
obtus; et si dans chacun de ces cas la somme des aires est un
maximum ?

Soit a la plus grande des bases, et M le plus petit cercle que nous
puissions considérer, c’est-a-dire soit M le cercle qui a cette base a
pour diamétre : inscrivons dans ce cercle les autres bases &, ¢, d,...,
comme cordes; appelons §, 7, d,... les plus petits arcs qui leur cor-
respondent, et o, o, les arcs correspondants 4 a (e, deviendra le
plus grand arc, quand nous ferons croitre dans la suite le cercle); trois
relations sont alors possibles : on a

(1) 2 +pf+7+0+ .. <o,
ou (2) 2+ pf +74+¢+ ... =0,
on (3) 24+ L +9 404+ ... >0

1. Dans la premiére hypothese faisons croitre le cercle M et prenons

z, au liew de a; on parviendra toujours a un cercle M, dans leque)

on aura
a + B 4+ 934+ + ... =0;

car, supposé méme que la somme 3 + y -+ ¢ + ... décroisse au com-
mencement plus que P'arc a, ne croit, I'inverse devra pourtant arriver
plus tard, puisque o, peut grandir jusqu’a Vinfini, tandis que
B+ 7+ ¢ + ..., ne peut diminuer jusqu’a la limite b 4 ¢ 4+ d +....
1.a somme pourra donc toujours atteindre la grandeur donnée ¢ ; mais
il est clair qu’il n’y a qu’une seule maniére de remplir la condition.
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II. Dans le second cas (2) le cercle M lui-méme satisfait, et si o,

augmente au commencement moins rapidement que la somme

g + 7+ ¢+ ..., ne diminue, I'on parvient en outre, comme ci-dessus
(I), a un cercle M, dans lequel on a

2 + B4+ 3+ d+ ... =0

LI1. Dans le troisieme cas on obtient d’abord, en faisant croitre le
cercle M, un cercle M;, dans lequel on a

a+f+y+d4+... =0,

car tous ces arcs, o, f3, 7y,..., diminuent. Si en outre a, augmente au
commencement moins rapidement que la somme 8 + 7+ d 4+ ..., ne
diminue, de maniére que la somme o, + 8 + 7 + ..., soit d’aljord
décroissante ,. il faut qu’il y ait un certain cercle M,,, dans lequel cette
somme devient un minimum = ¢,, et au-dela duquel elle commence i
croitre indéfiniment, puisque 'arc &, n’a pas de limite. Donc, si o, est
plus petit que o, il doit y avoir entre M et M,, un cercle M, , dans lequel
o+ B4y +...,est égal a 5, et, le cercle augmentant continuelle-
ment, on trouvera encore, apres avoir dépassé M,,, un cercle M, dans
lequel onaura e, + 8+ 7+ ... = 5.

Les différents cercles que nous venonsde signaler offrent les proprié-
tés suivantes :

(@) Dans tous les cercies désignés par M,, la somme des segments
aa,, b, cy,..., est un maximum; de méme la somme ao—+bfB4-cy+-...
est un maximum dans le cercle M,.

() Dans le cercle M, la sommeaa, + b8 + ¢y + ... est un mi-
nimum.

Si dans le cas III, ¢, est égal a 5, les cercles M, et M, se confondent
avec le cercle M,,, qui ne peut en conséquence offrir ni un minimum.
ni un maximum,

11 reste 4 examiner lequel des deux maxima (III), qui ont lieu en
" méme temps dans les cercles M, et M,, est le plus grand ou le maxi-
mum principal.

Remarque. Le théoreme précédent peut servir entre autres a ré-
soudre le probléme suivant :

Tome VI — Avmi 1841, ‘ 20
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Entourer un polygone convexe donné avec un fil flexible de lon-
gueur aussi donnée o, de maniére qu'il passe par tous les sommets des
angles de ce polygone et qu'il comprenne un espace maximum.

A Pégard des figures sphériques, on peut énoncer le probleme de
la maniére suivante :

Un certain nombre de points fixes étant donnés sur la limite dun
pays , et le périmétre étant aussi donné , déterminer les frontiéres de
maniére que Uaire comprise soit un maximum.

85. Si lon suppose que les figures du théoréme précédent soient des
segments de cercle et qu'ils puissent étre indistinctement plus grands
ou pins petits que le cercle entier, leur somme , les autres conditions
restant les mémes, est 3R MAXINMUIR O UN MIBIMUM , AUSSL souvent
que deurs arcs ont le méme rayon.

On verra aisément que le nombre de cas dans lesquels ces conditions
peuvent étre satisfaites est trés grand, et méme encore, quand on ex-
clut les segments plus grands que le cercle, et que 'on peut seulement
prendre le plus grand ou le plus petit segment correspondant & chaque
corde. Pour reconnaitre si certains cercles sont possibles ou non, on
se servira de cercles auxiliaires, pareils au cercle M,,, employé dans
le n° 84, 1II ; ces cercles, qui doivent avoir la propriété que la somme
des arcs soutendus par les cordes données a4, b, c,..., soit un minimum,
seront 'objet d’un probléme préliminaire ; toutefois, pour chacune
des cordes, on dira d’avance si 'on aura 2 prendre le plus grand ou
le plus petit arc. 11 faudra rechercher leur propriété earactéristique,
qui est la suivante pour un cas tres particulier.

Soient les cordes données égales a=b = ¢ =..., en nombre impair
an + 1; sion les inscrit a un cercle variable M,,, et que l'on ajoute
les plus grands arcs a, de n cordes aux petits arcs a des autres n+ 1
cordes , la somme totale na, + (n + 1)a est un minimum , quand elle
est égale a la somme AD + BD, des tangentes AD, BD menées aux
extrémités de Vune des cordes a.

Un théoréme analogue & celui du n° 32, III, 2°, découle de cette
propriété.

56. Les théorémes 32 et 54 se prétent 2 un grand pombre d’appli-
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cations, que nous allons indiquer, les unes en peu de mots et les
autres avec détail.

Nous remarquerons d’abord que, pour les parties de cercle les plus
compliquées, on peut établir des théorémes analogues a celui du n® 52,
qui ne se rapporte qu'a la partie de cercle la plus simple.

Nous allons énoncer ces théorémes sommairement, sans les discuter
un a un. »

1. La somme des aires de dewx figures F et F,, dont le perimetre
de chacune est composé dun certain nombre de lignes en partie don-
nees, et en parties arbitraires, comme dans les théorémes depuis
n® 21 jusqu'a n° B0, et dont la somme des périmétres est donnée, ne
peut étre un maximum que lorsque ces figures sont des parties de
cercle a rayons égaux ; ou si ces figures sont supposées étre des par-
ties de cercle, la somme de leurs aires est en général un mazximum
ou un mirimum toutes les fois quelles appartiennent & des rayons
egaux. _

1] est facile de vérifier cette assertion au moyen du théoréme 52, I.
Pour que la somme F + F, devienne un maximum, ces figures doi-
vent étre d’abord des parties de cercle ; elles contiendront donc des arcs
L et L,; puis si dans I’étendue de ces arcs on retranche de ces figures
eux segments 2 angles aigus ax et 583, et que 'on suppose pour un
#Moment que les cordes a et b et la somme des arcs a + {3 soient don-
nées, la somme des segments ao + 58 doit étre un maximum ; donc
les arcs a et 3, et conséquemment aussi les arcs L et L,, ont des rayons
égaux.

II. Si Pon exige que les figures F et F,, dont la somme des péri-
metres est donnée, soient des parties de cercle seulement entre des angles
circonscrits donnés (que par conséquent leurs périmétres ne contien-
nent pas de cordes données), la somme de leurs aires est un minimum,
lorsqielles ont des rayons égaux. Les deux maxima limites ont lieu
quand 'une ou l'autre des figures devient nulle. On pourrait cher-
cher lequel est le plus grand. Quand F et F, sont des parties de cercle
dans un seul angle circonscrit, F dans A et F, dans B, ces limites
sont isopérimetres, et alors F, est plus petit que F si I'on a A > B.

Ce méme théoréme (1) peut encore étre considéré, quant aux figure:
planes, comme un cas particulier du suivant :

20..
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LI. La somme des aires de deux figures ¥ et F, qui sont données
de forme , c’est-a~dire qui doivent étre semblables a deux autres f; igures
données f et f,, et dont la somme des périmétres U + U, est donnée,
est un minimum quand ces aires sont proportionnelles aux périmétres,
c’est-a-dire quand F ; F, =U : U,.

Le théoréme du n° 54 sert 4 étendre ces propositions (I et IT) a un
nombre quelconque de parties de cercle arbitraires.

On déduira encore immédiatement des théorémes 52 et 54 la série
suivante de propositions, concernant des figures qui dépendent d’é-
léments fixes ou qui sont renfermées entre des limites fixes.

37. 1. Si le périmétre donné U dune figure doit passer par les ex-
trémités dune droite donnée AB = a ( fig. 15), et si ce perimétre est
plus petit que la circonférence du cercle, dont a est le diamétre, en
sorte que U soit plus petit que =a, Uaire de la figure est un maximum
lorsqicelle est composée de deux segments de cercle égaux ao. et b2,
construits sur la corde AB.

Si 'ona U=nmra, ou U > na, la condition que le périmétre passe
par A et B, ne détermine plus la forme de la figure, qui est alors un
cercle.

I1. Si le périmétre U est de longueur constante, tandis que la droite a
augmente ou diminue, Uaire diminue ou augmente en méme temps (33),,
Si @ a diminué jusqu'a ce qu'on ait U = ra, I'aire ne change plus,
car la figure reste alors constamment un cercle.

58. I. Entre toutes les figures dont les périmétres sont composés
d’une droite G de longueur arbitraire et d’une ligne L de forme arbi-
traire, mais de longueur donnée, et qui doit passer par un point A
placé de maniére que la perpendiculaire abaissée de ce point sur la
droite G soit égale 4 une longueur donnée p, si L est plus petit que pr;
entre toutes ces figures, dis-je, la figure maximum est celle dans la-
quelle la ligne L est composée de deux arcs de cercle égaux « et 8 qui
ont leurs centres sur G (57, I). — Si 'on a au contraire L = pr, ou
L > pr, la figure est toujours un demi-cercle dont L est la demi-cir-
conférence et G le diametre.

II. L’aire d’une figure dont le périmétre se compose d’une droite
. donnée et fixe AB, d’une autre droite fixe G , maisdelongueur arbitraire
et de deux lignes quelconques « et 8, dont la somme ¢ est donnée, et
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qui joignent les deux extrémitésde la droite AB 2 des points quelconques
de la droite G, cette airene peutétre un maximum que lorsque la droiteG
est normale aux arcs « et 8 qui sont des arcs de cercle a rayons égaux.

Si un angle fixe GH est donné au lieu de la droite G, et si ladroite fixe
AB est comprise dans I'espace de cet angle, « et 3 doivent étre respecti-
vement normales a ses cotés G et H, et avoir des rayons égaux.

III. Silon exige que le périmetre d’une figure soit composé d’'une
droite fixe G de longueur arbitraire et d’une ligne L. donnée de longueur
seulement, et que cette ligne L. passe par un certain nombre de points
donnés A, B, G,..., qui sont tous placés du méme coté de la droite G,
cette figure ne peut étre un maximum que lorsque toutes les parties
de la ligne L, soit qu’elles joignent deux points fixes consécutifs, soit
qu’elles joignent le premier et le dernier point fixe aux extrémités de
la droite G, sont des arcs de cercle 4 rayons égaux (84}, et lorsque ces
derniéres deux parties tombent normalement sur la droite G (I).

1l existe un théoréeme analogue pour le cas o un angle GH est
donné au lieu de la droite fixe G, etc.

39. Si le périmétre L de longueur donnée (fig. 16) doit passer par
un point A et se terminer a une ligne G, donnée de position, et silon
a L < ma, ou nous désignons par a la perpendiculaire AB -abaissee
de A surG, laire de la figure renfermée est un maximum, lorsque L
est composé de deux arcs de cercle a rayons egaux o et 3, qui ont
la droite AB pour corde commune et qui par conséquent coupent sous
des angles égaux la droite G. — Si lon a L=ra ou L > rna, Ia

Jigure en question est toujours un cercle ACD, tangenta la droite G.

60. Soient donnces de position deux droites paraliéles G et H
(fig. 17), dont la distance perpendiculaire est égale a a; soit en outre
donnée la longueur L du périmétre d'une figure, lequel doit étre tracé
de maniére a atteindre aux deux droites sans les deépasser, et peut
avoir de commun avec chacune delles ou un seul point ou une partie
quelconque de sa longueur; Laire de la figure renfermee est, selon
les différentes longueurs du périmétre donné , un maximum quand elle
a les formes suivantes :

1°, Silona L =ra: lecerele 7y, tangent a G et H, dont a est le
diamétre, est un maximum ;
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2°. Si Pon a 1. < ma: le périmétre de la figure maximum est com-
posé de deux arcs de cercle égaux o et 3, qui ont la perpendiculaire
AB == a pour corde commune, et qui coupent les droites G et H sous
des angles égaux ;

30. Sil'on a L > na: le maximum est limité par deux demi-cercles
a, et fB,, tangents a G et H, C’est-a-dire appartenant au diamétre a,
et par les deux droites CD et EF, parties égales de G et H.

61. Si le périmétre d’une figure est composé d’une droite AB d'une
longueur donnée 2b et de position fixe (fig. 18), et d'une ligne quel-
conque L, donnée de longueur seulement ; si lon exige en outre que l«
ligne L ne dépasse jamais une droite G, paralléle a la droite AB a la
distance a, mais que toujours elle y atteigne en un point ou qu'elle
ait une certaine partie commune avec cette droite; la figure ainsi
Jormée , pour étre un maximum, devra prendre des formes différentes
selon les différentes longueurs de la ligne L, savoir:

1°. Pour la plus petite valeur de L, que nous designons parac, L
se compose de deux droites égales AC et BC, et la figure est un triangle
isoscéle ACB, limite des figures en question ;

2°. Pour une certaine longueury, L se change en un arc de cercle
ACB, auquel la droite G est tangente en C; la figure est un segment
de cercle AyCyB;

3°. Pour une certaine longueur 2b + ma, L se compose de deux
demi-cercles égaux ¢ et ¢ et de la partie DE, qui lui est commune
avec la droite G; ces demi-cercles sont tangents a la ligne G en D et
en E, et leurs diamétres , qui sont de longueur a, sont perpendiculaires
aux deux droites données; la JSigure maximum est donc composée
dans ce cas d’'un rectangle ADEB et des deux demi-cercles AJD et B<E.

Dans les longueurs intermédiaires ét au-dela de la plus grande, la
figure se transforme de la maniére suivante:

4°. Si'lon a y> L > ac, la ligne arbitraire L est composée de
deux arcs de cercle egaux aetf3, qui coupent la droite G dans le
méme point connu C et sous des angles égaux ;

5°. SiTon a y < L < ab+ ma, elle se compose de deux arcs de
cercle égaux a, et 3, tangents a la droite G en A, et B, et dune droite
A, B, , dont le milieu est sur le point fixe C;
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6°. Si L > 2b + ra, la ligne L est composée de deux arcs de
cercle a, et 3, de méme rayon et de la droite A, B,, qui est de lon-
gueur constante ab, mais variable de position ; les deux arcs sont
tangents a la droite G en A, et B, et forment ensemble un cercle
entier; e plus grand des arcs peut indifféremment étre placé en A
ouenB.

Dans tous ces cas il est bien facile de déterminer les aires au moyen
des valeurs données de a, b et L; dans le dernier.cas, par exemple,
Paire de la figure est égale 4 )

L—2b}
2ab +- (———4;—--

11. 8i la droite G a une position fixe quelconque (on suppose qu’elle
ne passe pas entre les extrémités de la droite AB), si par exemple elle
est plus éloignée de B que de A (fig. 19), la ligne L prend les diffé-
rentes formes suivantes pour que la figure renfermée soit un maximum
dans chaque cas.

Pour sa limite minimum la ligne L est compesée de deux droites
AC et BC qui coupent la droite G dans le méme point C et sous des
angles égaux et dont la somme est moindre que la somme des deux
droites qui joignent tout autre point de la droite G avec les points A
et B; quand on a L > AC + BC, elle est _formée par deux arcs de
cercle a et 3 de méme rayon r, qui coupent la droite G dans le méme
point D (placé entre C et E) et sous le méme angle ¢; si L continue de
croitre, le point D se meut de C vers E, tandis_que le rayon v et
Pangle ¢ diminuent; quand la ligne 1. a atteint une certaine longueur
¢, elle n'est plus quun seul arc de cercle A<EsB, tangent en E a la
Jroite G et langle ¢ est nul; ¢ reste nul pendant laccroissement ul-
térieur de L, et dés-lors la ligne L est composée de deux arcs de cer-
cle a, et B, de méme rayonr, qui sont tangents & la droite G en A,
et B, et de ladroite A, B, ; ces deux points A, et B, s’éloignent dabord
du point E, en sapprochant respectivement des points C et F, tandis
que le rayon v décroit; chacun des arcs o, et B3, est plus petit que lae
demi- circonférence ; enfin on arrive gu point ou Uarc 3, devient une
defni-circonférence , décrite sur le diamétre BF, qui est la perpendi-
culaire abaissée du point B sur la droite G; lile rayon r est un mini-
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mum, le point B, tombe en F et le point A, atteint sa distance maxi-
mum au point E dans la direction EC; si L continue de croitre, larc £,
devient de plus en plus grand et a, de plus en plus petit par rapport
a la demi circonference correspondante , le point A, marche dés lors
dans le méme sens que B, , et le rayon r et la partie droite A, B, crois-
sent indéfiniment.

62. Si lI'on doit construire une figure ¥ de perimétre donné sous la
condition quw'elle ait avec chacun des cotés d'un polygone donné P, ou
un point commun ou une partie commune; pour que Laire de la figure
inscrite soit un maximum, il faut que toutes les parties de son péri-
metre , qui joignent deux cotés consécutifs du polygone P, soient des
arcs de cercle égaux, et que les d#ux arcs qui coupent un méme cété
du polygone P forment avec lui des angles égaux qui seront nuls,
quand le c6té respectif a une certaine partie commune avec le périme-
tre de la figure ¥, ou quand les deux arcs ont le méme centre (61, 11).

La considération des limites de la figure F nous conduit 4 quelques
résultats intéressants que nous allons discuter.

63. 1. Quand on fait varier le périmeétre de la figure F inscrite, tandis
que le polygone P reste le méme, il est difficile de déterminer d’une
maniére générale les limites de ce périmétre et la forme correspondante
de la figure F, principalement si 'on admet que P puisse étre un po-
Iygone quelconque. La difficulté reste la méme quand on ne désigne
par P que des polygones convezes, et quand on suppose en méme temps
que la figure F soit comprise dans leurs espaces intérieurs; car il y a
des cas ou cette condition est contraire a la nature du probléme. On
sait bien que le périmétre de la figure F aura alors une limite supé-
rieure, qui est le périmetre du polygone P lui-méme; mais la forme
de sa limite inférieure, du minimum du périmétre de F, dépend dese
propriétés du polygone P. 1l y a pourtant certains cas dans lesquels la
tigure se transforme & cette limite en un polygone rectiligne F, inscrit
au polygone P, et du méme nombre de cotés. Les cotés du polygone F,
peuvent considérés comme des arcs de cercle d’un rayon infini, et cha-
cun des cotés du polygone P doit former des angles é égaux avec les deux
cotés du polygone F, qui le coupent. C'est en conséquence de cette
propriété que le périmétre du polygone F, est un minimum entre ceux
de tous les polygones inscrits au polygone donné P (ou, comme on le
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verra dans la suite, qu’il est du moins un des polygones & périmeétre
minimum). Il reste a voir si réciproquement un polygone inscrit F,, qui
remplit la condition que ses angles extérieurs soient divisés en deux
parties égales par les cotés du polygone P, peut toujours étre consi-
déré comme limite de la figure F. Pour cela, il faut savoir s'il est tou-
jours possible d’inscrire 4 chaque polygone P donné un autre polygone
F, qui ait cette propriété; ou bien si le polygone P doit répondre &
certaines conditions pour que cela soit possible; et enfin, quand F,
est inscriptible, §’il présente vraiment la limite de la figure F.

On se convaincra facilement que, dans certains cas, le polygone F,
doué des propriétés exigées, existe; car on n’a qu’a le supposer donné,
et 'on aura,de suite le polygone correspondant P, puisque les droites qui
partagent les angles extérieurs du polygone F, en deux parties égales
sont les cotés du polygone P.

On répond a toutes ces questions au moyen des considérations sui-
vantes.

II. Supposons que le polygone F, soit inscrit au polygone P
comme on Plexige; désignons les angles consécutifs de celui-ci par
A Ay Ag,.ly Ap, et les angles du polygone F, par a,, a,, @s,-.., @,
en nommant a, ’angle dont le sommet est sur le coté A, A,, a, celui
qui est sur le coté A,A,, etc. On aura alors

24, = a, + a,,
2A, = a, -+ a,,
(A) {24; = a, + a,,

On tire de ces éq'uations les conséquences suivantes :

1°. Si le nombre m des cétés des polygones est impair et =2an+1,
les angles du polygone F, sont immédiatement déterminés parles angles
du polygone donné P; car chacun des angles de F, est égal i la diffé-
rence entre la somme des angles a indice impair et la somme des angles
a indice pair du polygone P, en comptant chaque fois les angles de
maniére que des deux angles de P, woisins de Pangle cherché,

Tome VI. - Avnm 1841. 21
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Lun soit le premier, Uautre le dernier; en sorte que l'on a, par
exemple ,

(B) am=<A|+A3+--.+AM_‘_,)—(A2+A‘+ -..+A2n)-

2°. S8i au contraire le nombre des cétés est pair, si 'on a m = an,
les angles du polygone ¥, ne sont pas déterminés comme dans le pre-
mier cas; mais ceux du polygone P sont assujétis & une certaine con-
dition , de maniére que celui-ci ne peut étre un polygone quelconque.
Cette condition consiste en ce que la somme des angles pairs doit étre
égale a celle des angles impairs ; on aura donc

(C) A+ Ay 4 oo 4+ Ay, = A+ A+ L+ A,

Dans le premier cas (1°) le polygone F, est toujours possible et ab-
solument déterminé, sans que le polygone P soit assujéti 4 aucune
condition ; mais, vu la restriction ci-dessus (I), il cesse de représenter
la limite de la figure F, dés qu’'un de ses angles devient négatif, ce
qui peut facilement arriver, comme on le voit par la forme de I'équa-
tion (B).

Mais dans le second cas (2°), si les angles de P remplissent la condi-
tion (C), le polygone F, n’est pas encore entiérement déterminé, car
une infinité de polygones f, restent possibles, lesquelg sont tous ins-
crits au polygone P sous la condition donnée et avéc un périmeétre
minimum, c’est-a-dire qu’ils ont tous des périmétres égaux et plus
petits que ceux de tout autre polygone inserit au polygone P. Parmi
tous ces polygones f, se trouvera aussi le polygone F,, limite de
la figure F, et ce ne peut étre que celui d’entre eux dont laire est un
maximum.

Les raisonnements suivants serviront i faire voir comment on trou-
vera le polygone F, dans les deux cas, ou les polygones £, dans le der-
nier cas, en méme temps qu’ils montreront leurs propriétés d’un nou-
vean point de vue.

HI. A. Soit donné un polygone P d'un nombre impair 27 + 1
de cotés. D'un point quelconque @, pris sur le premier coté A, A,,
faisons partir un rayon de lumiére sous un angle arbitraire a« ;
supposons qu’il subisse sur le second coté ou une reflexion ou une
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réfraction telle que le rayon réfracté se propage suivant la méme
droite que le rayon réfléchi, mais en sens contraire ; la méme chose se
reproduira sur le troisitme, sur le quatriéme coté, etc., jusqu’a ce
que le rayon soit enfin rejeté du dernier c6té sur un point b du pre-
mier, avec lequel il formera I'angle 8. Prenons maintenant ce point 4
pour point de départ, le rayon sera encore réfléchi ou réfracté dans le
point b méme, ensuite sur tous les autres cotés, et il reviendra pour la
seconde fois sur le co1é A, A,, qu’il rencontrera dans le point ¢, et sous
un angle . Alors les relations suivantes ont lieu :

1°. On a toujours y = a;

2°. Sile point de départ a change arbitrairement de position sur le
coté A\ A,, tandis que Langle o reste constant, la droite ac et le che-
min parcouru ne changent pas de longueur; pour cela il faut quon
prenne toutes les parties du chemin avec le signe + , si le rayon a été
refléchi sur tous les cétés; mais sil a aussi été réfracté, on donnera
des signes contraires aux parties du chemin parcourues avant et
apres la réfraction: les parties du chemin doivent donc changer de signe
apres chaque réfraction.

3°. Pour chaque angle donné «, il y a une position du point de de-
part a, telle que le point b coincide avec lui; et, réciproquement pour
chaque position du point a, on peut dcterminer Uangle o, de manierc
que le point b tombe ena.

4°. Il existe toujours une seule grandeur de Uangle o, pour laquelle
on a ac = o, c'est-a-dire pour laquelle le point de retour c coincide
avec le point de départ a, quelle que soit la position de celui-ci sur la
droite A A,; le chemin du rayon est alors un polygone f, de fn + 2
cotés inscrit au polygone P, de maniere qu'il y fasse deux tours et
quil y ait deux sommets d'angles sur chacun des cétés de celui-ci.
Dans ce cas Uangle (3 est égal a u=; le rayon retourne donc apres
le premier circuit sous le méme angle, sur le premier cété sous lequel il
en est parti; les cétés de chacun des polygones f, sont donc paralléles
dewx & deux. Le périmétre du polygone 1, est constant , si l'on a égard
aw sens du rayon (2°). Les sommets des angles a et b sont toujours ega-
lement éloignés d'un point fixe m sur le c6té A A, , de sorte qu'on a tou-
jours am = bm, et la méme chose a lieu sur tous les cotés du po-

2I..
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lygoneP; donc si l’onmet a en m, b y tombe aussi; le rayon revient
donc sur son chemin aprés r’avoir décrit qu'un seul tour qui est le poly-
goneF, de an + 1 ctés; on peut donc considérer le double de celui-ci
comme un des polygones désignés par f, : ce polygone spécial est
justement le polygone ¥, dont nous avons parlé ci-dessus (11); le double
de son aire est en méme temps un maximum entre les aires des poly-
gones f,.

B. Soit donné un polygone P d'un nombre pair an de cotés. Sup-
posons que d’un point a, pris sur le premier c6té A A,, parte un
rayon de lumiére sous un angle arbitraire &, qu’il se meuve comme
ci-dessus, et qu'aprés un premier tour il retombe sous un angle
sur un point 4 du méme coté A,A,, etc. Alors ont lieu les lois sui-
vantes :

1°. Ona toujours
a—ﬁ:(A,+A3+...+A2,,_,) —(As+ A+ ...+ Ay =0

2°. Si la différence u est conmensurable avec n, le rayon de lumiére
retournera sur le premier c6té aprés un certain nombre de tours sous
le méme angle qu'il en était parti au commencement ; s'il y arrive donc
dans le point t et sous Uangle ©, on aura v = a; si a reste cons-
tant tandis que le point a change de position , le chemin du rayon et
la droite at restent aussi constants , etc.

3°. Soitu = o, C’est-a-dire soit la somme des angles pairs du poly-
gone P égale a la somme de ses angles impairs; alors on a fi=a,
c’est-a~dire que le rayon revient déja aprés un seul tour rencontrer le
premier cété sous le méme angle sous lequel il est parti. Si le point a
change de position , sans que la grandeur de Uangle « varie, le chemin
du rayon et la distance des deux points a et b restent constants.
Quelle que soit la position du pointa, il y a toujours un angle cor-
respondant o, qui fait queb tombe sur a; le rayon décrit donc tou-
jours un polygone f, du méme nombre de cétés et du méme perimétre
qui est inscrit au polygone donné P : parmi ees polygones f, qu'on
peut obtenir ainsi, se trouve celui que nous avons designé ci-dessus (11)
par ¥, et qui est la limite de la figure F; c’est celui dentre eux dont
Paire est un maximum et qui jouit en méme temps de la propriete que
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LA SOMME DE SES COTES PAIRS EST EGALE A LA SOMME DES COTES IMPATRS ;
par-la le polygone ¥, est parfaitement déterminé.

C. Remarquons d’abord que le premier théoréme (A), qui se rap-
porte aux polygones 4 nombre de cotés impair, peut étre considéré
comme un cas spécial du second théoréme (B, 3°); car puisqu’on est
obligé de faire deux tours dans ces polygones (A), cela revient par-
faitement au méme que si le polygone P était du nombre double
4n + 2 de cotés et quon ne fit qu'un seul tour; on satisferait
toujours & la condition # = o. La construction suivante est donc
indistinctement applicable aux polygones /, et f,; elle découle des
propriétés suivantes :

1°. Les cotés homologues des polygones f; sont paralléles entre eux
(4 cause del’angle constant a); -

2°. Quand la position d’un quelconque des c6tés est donnée, celle
des autres cdtés se trouve aussi déterminée : donc le polygone entier
est connu dans ce cas;

3°. Le premier cotéa, a, de 'unr des polygones f,, dont les deux ex-
trémités @, eta, se trouvent sur les premiers deux cotés A A, et A,A,
du polygone P, peut passer par un point quelconque donné Pii on
trouvera ce coOté de la maniére suivante :

« Du point donné p, on abaissera une perpendiculaire Py, sur le
» second coté A,A; du polygone P, et on prendra sur son prolonge-
» ment un point p, tel que 'on ait p,g, = p,q,; du point p, on abais-
» sera de méme une perpendiculaire p.g, sur le troisieme coté A A,
» et on prendra sur son prolongement le point p, tel que p,q, = Paqa;
» on répétera la méme opération sur tous les cotés du polygone P,
» jusqu’a ce que 'on parvienne au point p,, ., moyennant la perpen-
» diculaire abaissée du point p,, sur le premier coté A, A,; ce point
» (Pm+) se trouve sur le c6té demandé a,a, ou sur son prolongement;;
» ce coté est donc parfaitement déterminé par la position connue des
» deux points p, et p,,, ,. »

On construira donc dans les deux cas, d’abord un quelconque des
polygones f, ou f,, et 'on en déduira facilement le polygone spécial F,.

11y a encore une autre construction qui s’applique seulement aux
polygones f;, d’'un nombre de cdtés impair, car dans ceux-ci on peut
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trouver unmédiatement 'angle « au moyen des angles du polygone
donné P (11, 1°).

64. 1l ne sera pas inutile de considérer encore les cas spéciaux sui-
vants .

1. Si le polygone donné P (63, III, B, 3°) est un quadrilatére ABCD,
il faut qu'il soit inscriptible 4 un cercle (parce qu’on a A 4+ C =B +-D).
Ontrouvera les quadrilateres inscrits f; depérimétre minimum aumoyen
d’un autre procédé plus simple que le précédent; on construira d’abord
le quadrilatere spécial F,, limite de la figureF, et qui a I'aire maximum
de la maniére suivante : .

« Dans le quadrilatere ABCD tirez les diagonales AC et BD ; de leur
» point d’intersection E abaissez sur les cotés du quadrilatére les per-
» pendiculaires Ea, Eb, Ec et Ed; les points a, b, ¢, d sont les sommets
» des angles du quadrilatére cherché F,. »

Le quadrilatere abed ou F, est circonscriptible & un cerele qui a son
centre en E.

Pour obtenir les autres quadrilatéres f, ou a,b,c,d,, on prend un
point arbitraire a, et V'on fait les cotés a,b,, b,c,, etc. , paralléles aux
cotés homologues ab, bc, etc., du quadrilatére abed.

I1. Si le polygone donné P (n® 62) est un triangle ABC, et i la figure
inscrite F doit étre comprise dans son espace intérieur, le périmétre L
de la figure F aura les formes et les limites suivantes :

1°. Pour une certaine longueur a de L, la figure est le cercle inscrit
au triangle ;

2°. Si lonal > a, ce périmetre est composé de trois parties des
cotés du triangle et de trois arcs de cercle du méme rayon, dont cha-
cun a pour tangentes deux cotés du triangle;

30. Silon a L < a, le périmétre est composé de trois arcs de cercle de
rayons égaux, qui forment un triangle curviligne a By, inscrit au trian-
gle ABC; chacun des cités de celui-ci est coupé sous des angles egaux
par les deux cotés adjacents du triangle inscrit ; les droites qui par-
tagent les trois angles du triangle o3y en deux parties égales, se ren-
contrent en un seul point D. Si le triangle donné ABC est a angles
aigus, la limite inférieure de af3vy ou F, que nous avons désignée par
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F, (63), est le triangle rectiligne abc, que Lon obtient en joignant les
pieds des perpendiculaires abaissées des sommets du triangle ABC sur
les cotés opposés. Le triangle abce a donc le périmétre minimum entre
tous les triangles inscrits au triangle donné ABC; les droites qui par-
tagent ses angles en deux parties égales , sont en méme temps ces
perpendiculaires desquelles nous venons de parler et qui se coupent
en D ; ses angles extérieurs sont partagés en deux moitiés par les cités
du triangle ABC.

Remargue. Ces théorémes se rapportent également aux triangles plans
et sphériques. Mais ce serait I'objet d’'une recherche particuliére de voir
si les théorémes concernant le quadrilatére ABCD (I) et les polygones P,
Ji et f, (63) peuvent aussi étre transportés aux figures sphériques
ou s'il faudra y apporter certaines modifications; car il est clair qu’un
polygone F, & périmétre minimum et qui est la limite de la figure ¥,
existe aussi sur la sphére, et que I'on obtiendra le polygone P par la
construction donnée ci-dessus (63, 1)si le polygone F, est donns.

635. Jusqu’ici nous avons supposé que tous les cotés du polvgone P
soient des droites données; mais on pourrait employer de méme un
polygone curviligne ou une courbe quelconque P,. Le théoréme pa-
rait alors étre plus général , mais pourtant il n’est qu'une conséquence
du théoréme précédent; c’est pourquoi les propriétés principales de
la figure F restent les mémes.

Pour que la figure F soit donc un maximum, les conditions sui-
vantes doivent étre remplies; il faut:

1) Que toutes les parties du périmétre qui joignent des cétes
courbes consécutifs de P, soient des arcs de cercle égaux ;

2) Que les deux arcs qui rencontrent un méme cité de P,. le
coupent dans ke méme point et sous des angles égaux, ou quils lwi
soient tangents en deux points différents.

Ce théoréme ne s’applique pas seulement aux figures situées dans un
plan ou sur une sphére, mais il a lieu quelle que soit la surface
courbe sur laquelle elle se trouve [*].

[*] ¥ai déja faitconnaitre ce théoréme dans une autre occasion. Voyezles Comptes ren-
dus de I'Académie desSciences de Berlin, avril 83g; et le journal £’ Tnstitus, annee 1834q.
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Voici I'énoncé de ce théoréme général :

« Un nombre arbitraire de courbes ou un polygone curviligne P, étant
» donné sur une surface courbe S quelconque , on doit lui inscrire une
» figure F de périmétre donné, qui ait avec chacun des cétés de P, ,
» ouw un point ou une partie commune, et dont Uaire soit un maxi-
» mum; elle aura les proprietés caracteristiques suivantes :

» 1°. Si l'on méne la surface développable, tangente a la surface S,
» swivant une de ces parties du périmétre de la figure ¥, qui joignent
» deux cétés consécutifs de P,, et sion la développe ensuite, il faut
» que cette partie donne un arc de cercle;

w 2° Tous les arcs de cercle que Lon obtient de cette maniére seront
» de mémerayony

» 3°. Enfin, les deux lignes qui font partie du périmétre de F, et
» qui rencontrent un méme coté de P,, doivent, ou le couper dans le
» méme point et sous des angles égaux, ou lui étre tangents en deux
» points diffe’rems. »

66. La figure F pourra toujours se transformer i sa limite en un
polygone F,, dont les cotés sont les lignes les plus courtes sur la surface
S et qui donnent des droites par le développement ; le périmétre de ce
polygone F, est en méme temps un maximum ou un minimum entre
ceux de tous les polygones que I'on peut inscrire au polygone P, avec
les lignes les plus courtes. 1l parait méme qu’en général, si récipro-
quement le périmétre d’un polygone F,, inscrit au polygone P, avec
les lignes les plus courtes, est un maximum ou un minimum, ce poly-
gone est la limite de la figure F. Mais le cas spécial suivant fait en
quelque sorte une exception a cette régle.

Si 'on désigne par P, un systeme de m courbes ou un polygone
curviligne de m cotés, situé dans un plan, F, sera un polygone
rectiligne. Mettons dans les sommets de tous les angles de F, des
tangentes 4 ces courbes; elles formeront un polygone P, qui sera
avec le polygone F, dans la relation du n° 63. Car le polygone
F, est aussi la limite de la figure F inscrite 4 ce polygone P ; donc
son périmétre est un minimum entre ceux de tous les polygones ins-
crits 2 P; ses angles extérieurs sont divisés en deux parties égales
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par les cotés de P; et enfin si le nombre des cotés est pair, si on a
m = 2n, la somme des angles & indices pairs du polygone P doit étre
égale & la somme de ses angles 4 indices impairs. Dans ce cas, la
somme des cOtés a indices pairs du polygone F, doit aussi étre égale
a la somme de ses cotés 4 indices impairs (63, TIT, B, 3°). Donc un
polygene f, A périmétre minimum , inscrit au polygone courbe P, de
an cOtés, n’est pas nécessairement la limite de la figure I'; pour cela
il faut encore que la somme de ses cOtés pairs soit égale a la somme
des cotés impairs.

Cette exception n’a pas lieu si m est impair, sil'onam = an 4+ i:
pour ce cas nous avons le théoréme spécial suivant :

Si les sommels des angles d'un triangle abc (ou F,) sont respective-
ment sur trois courbes données A, B, C (ou P,), il faut, pour que son
périmétre soit un maximum ou un minimum , que les normales a ces
courbes, menées par les sommets des trois angles du triangle, divisent
ces angles en deux parties égales ; elles se rencontreront donc en un
seul point ; ou bien la normale dans chaque sommet doit rencontrer en
un méme point les tangentes dans les autres sommets.

Ce théoreme s’applique a la sphére d’'une maniére analogue.

67. On peut encore varier de plusieurs maniéres les données pour
les figures comprises dans un plan. Par exemple, soit donnée une seule
courbe P,, au lieu des m courbes du cas précédent; on demande
quelle est la figure F, ou quel est le polygone rectiligne f,, inscrip-
tible sous les mémes conditions. On aura alors le théoréme suivant, re-
latif au polygone f, :

Entre tous les polygones rectilignes de m cotcs, qui peuvent étre
inscrits a une courbe donnée P,, celui seulement dont les angles sont
divisés en deux parties égales par les norinales de la courbe , peu:
avoir un périmétre maximum ow minimum. — En particulier on pourra
s’exercer sur le probléme suivant : P, étant une ellipse donnee , trouver
le polygone f,, dont le périmétre est un maximum?

68. Le maximum ou le minimum d’aire d’un polygone rectiligne p
inscrit au polygone curviligne P, est assujéti 4 la condition suivante :

Pour que Uaire d’un polygone rectiligne p de m cétes, qui est inscri:
@ un polygone donné curviligne de m cétés {(ou a une seule courbe\ P,.
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s0it un maximum ou un minimum , il faut que la tangente , en chacur
des sommets, soit paralléle a la diagonale qui joint les angles voisins.

Il y a un théoréme analogue pour les mémes figures, tracées sur la
sphere.

On sait que la courbe donnée P, étant une ellipse, il y a une infinité
de polygones p qui satisfont 4 la condition, et qui ont donc tous une
méme aire maxima.

Remarque. On pourra s’exercer a chercher les conditions queles poly-
gones circonscrits an polygone curviligne donné doivent remplir pour
avoir une aire ou un périmétre maximum ou minimum.




