JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

MOIGNO

Note sur la détermination du nombre des racines réelles ou
imaginaires d’une équation numérique, comprises entre les
limites données. - Théoremes de Rolle, de Budan ou de Fourier,
de Descartes, de Sturm et de Cauchy

Journal de mathématiques pures et appliquées 1" série, tome 5 (1840), p. 75-94.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1840_1_5__ 75 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1840_1_5__75_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURES ET APPLIQUEES. 75

NOTE

Sur la détermination du nombre des racines réelles ou ina-
ginaires d'une équation numérique, comprises entre des
limites données. Théorémes de Rolle, de Budan ou de
Fourier, de Descartes, de Sturm et de Cauchy;

Par M. vassé MOIGNO.

Mon but, en rédigeant cette Note, a été de faire connaitre une mé-
thode trés ingénieuse que M. Cauchy a exposée dans un Mémoire
ayant pour titre : Calcul des indices des fonctions, et qui, lithographié
d’abord en novembre 1831, a été imprimé depuis avec des additions
importantes, dans le XXV* cahier du Jowurnal de I'Ecole Polytech-
nique. ¥ai respecté autant que j’ai pu la marche de Iillustre géométre ;
je me suis efforcé de reproduire, quant i la substance, ses démonstra-
tions; mais j’ai cru, dans I'intérét de la science, devoir renoncer i ses
notations qui auraient certainement effrayé les éléves et souvent méme
les professeurs. La considération tout-a-fait neuve des indices ou des
exces est aussi simple que féconde, mais cette simplicité disparait quand
on I'entoure de signes qui ont au moins Finconvénient d’avoir trop (’a-
nalogie avec les notations ardues du calcul intégral. On n’a jamais plus
besoin de notations et de démonstrations élémentaires pour le fond et
pour la forme, que lorsqu’on expose une méthode nouvelle ou un
calcul nouveau.

Pour arriver a me passer des notations de M. Cauchy, j’ai eu hesoin
de m’aider d’'un Mémoire de M. Sturm, inséré dans le premier volume
de ce recueil; je lui ai emprunté la démonstration trés simple du rap-
port qui existe entre les exces de deux fractions inverses. De sorte que
si ma Note a quelque mérite, la gloire en reviendra toute entiére
M. Cauchy et & M. Sturm. On ne verra peut-étre pas sans plaisir com-
ment on peut déduire d’un principe unique et facile a saisir, un grand
nombre de théorémes qui jusqu’ici demandaient des démonstrations in-
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dépendantes, souvent pénibles, et dont le seul énoncé aurait effrayé, il v
a trente ans, les plus habiles analystes. Lagrange et Legendre auraient
en effet eu de la peine a croire qu’on arriverait par des procédés tres
élémentaires 3 déterminer, pour une équation de degré quelconque, le
nombre des racines imaginaires dont la partie réelle et le coefficient de

\/ — 1 sont compris entre des limites données.

1. Définitions. Lorsquune fonction rationnelle quelconque Z((x;

change de signe en devenant infinie pour une valeur réelle x =a propre
a vérifier 'équation @ (ar) = o, elle peut passer du négatif au positif, ou
dy positif au négatif. Dés lors si les deux nombres z et 2’ indiquentle pre-

mier combien de fois la fraction % en devenant infinie, passe du né-
gatif au positif pendant que la variable x passe de la valeur z=ux, a la
valeur x = X, le second combien de fois cette méme fraction passe en-

tre ces mémes limites du positif au négatif, la différence n — ’ = E

sera ce que M. Cauchy a appelé Pindice intégral de la «fractlon-a(-(—j pris

entre les limites réelles ac,, X, et ce que nous appellerons plus simplement
Pexcés E, 4 Uexemple de MM. Sturm et Liouville. Il peut arriver qu’en

devenant infinie la fraction === ?4(z) passe toujours du négatif au positif, ou

(<)

du positif au négatif; dansce cas, I'un des deux nombres z, ' sera
nul, et'onavra E=nouE= —n'.

La considération de Vexcés E-ou de la différence n — n’ a deja été
féconde en résultats importants, et nous verrons bientot qu’elle conduit
a des démonstrations élégantes et faciles des plus beaax théorémes rela-
tifs & la résolution des équations. Mais avant d’arriver 4 ces apphca—
tions, il faut nécessairement mettre en évidence les propriétés fonda-
mentales de cet excés et apprendre a le calculer.

Q. L’exces E relatif 4 une fraction dont le dénominateur ne devient
infini pour aucune valeur réelle de la variable x, ou dont le-dénomina-
teur divise exactement le numérateur, est évidemment mal, paisque I'exis-
tence de excés suppose avant tout la possibilité du passage par Vinfini.

3. Les excés E, E, relatifs 3 deux fractions égales en valeur absolue,

mais de 51gne contrau'e o= 2:(z) ng) sont égaux et de signes contraires.

o= o)
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En effet, aussi souvent que I'une de ces fractions en devenant infinie
passe du négatif au positif, I'autre passe du positif au négatif, de sorte
que si P'un des exces est(n® 1) n—rn', Pautre seran’ — n = — (n—n').
4. 1l existe une liaison remarquable entre les excés E , E’ relatifs aux
deux fractions inverses %%) , ;ﬂ—%) . En effet, ces deux fractions sont tou-
(Z)
jours de méme signe, et passent par conséquent 4 la fois du négatif au
positif, ou du positif au négatif. De plus, quand la seconde est infinie,
la premiére est nulle, de sorte que Pexces E' exprime aussi la diffé-
rence entre les deux nombres qui indiquent combien de fois la pre-
miere fraction en s’évanouissant passe du négatif au positif, et du po-
sitif au négatif; et puisque cette premiére fraction ne peut changer de
signe qu’en devenant nulle ou infinie, la somme E - F/ exprimera
évidemment la différence entre les deux nombres qui indiquent com-
bien de fois, en changeant de signe, la fraction % passera du négatif au
positif, et du positif au négatif. Or: 1° si les valeurs extrémes de cette
1\%o (X A . 9.
9x(2o) , #:(X) sont de méme signe, elle passera dans l'intervalle
?(%0)” ¢(X)
de x, 4 X autant de fois du négatif au positif que du positif au néga--
, o & P q P 8
tif, E4+E’'sera égal 2 0; 2°si la premieére de ces valeurs extrémes est néga-
tive et la seconde positive, la fraction passera une fois de plus du négatif

au positif que du positif au négatif, E +F' sera égal 4 1; 3° enfin si ox(r)

? (o)
est positif, et Z’%g négatif, la fraction 2’—8 passera du positif au négatif
une fois de plus que du négatif au positif, E+4E’ sera égal 4 — 1, On
aura donc E+ F/ =¢, ¢ devant étre égal A oouad = 1.

Nous dirons, en général, que I'ensemble de deux quantités ¢(a),
@, (a), offre une variation ou une permanence suivant qu’elles sont de
signes contraires ou de méme signe, suivant que leur rapport est négatif
ou positif. Dés lors la quantité ¢ devra étre égale 4 o, si les deux termes
?(x,), @i(x;) et les deux termes ¢(X), @,(X) présentent 4 la fois une
variation ou-une permanence; elle sera égale 4 + 1 si les deux premiers
termes offrent une variation et les seconds une permanence, ou si dans
le passage des premiers aux seconds la variation se changeant en perma-
nence, il y a une variation de perdue. Enfin ¢ sera égal & —1, si les

fraction
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deux premiers termes.offrent une permanence et les seconds une va-
riation ; ou si dans le passage des premiers aux seconds la permanence
se changeant en variation, il y a une variation de gagnée. A l'aide de
ces rég‘les trés simples, on calculera facilement Vexces E quand on
connaitra I'excés F/, et réciproquement.

5. Sile degre du dénominateur @(x) est inférieur au degré du nu-
mérateur, on pourra effectuer la division, et en appelant Q le quotient

et % (x) le reste, on aura— Q+ == 7‘ ( ) Cette équation nous mon-

+(7) x( )

o(z)’ o(z)’
infinies; 2° que pour des valeurs de x voisines de celles qui les rendent
infinies, ces deux fractions offrant des valeurs trés considérables, supé-

- rieures par conséquent a la valeur toujours finie du quotient entier Q,
seront des quantités de méme signe et passeront a la fois, en devenant
infinies , du négatif au positif ou du positif au négatif; leurs excés se-
ront nécessairement égaux, et le calcul de ’excés E se trouve ramené
a la recherche de I'exces relatif & une fraction proprement dite.

tre: 1° que les deux fractnons deviennent en méme temps

6. Supposons donc que le degré du numérateur soit inférieur au
degré du dénominateur, et que E, E' soient toujours les excés des frac-
tions inverses %% , q’i ) on aura N 4E+F=¢, E=—FE+¢ On
pourra d’ailleurs eﬁ"ectuer la division de @(x) par @,{x), et en appe-

R R
o) ulz)’
on trouvera, n® b et 3, F=FE'= —E,, E=E, +¢, de sorte que si
@, (x) exprimant non le reste R de la division de ¢(x) par ¢, (x), mais
ce reste pris en signe contraire, on appelle E, I'exces relatif 4 la frac-

tion :‘g ;, I'exceés E de la fraction proposée sera égal a I'exces E, relatif
(=)
()
leur que nous lui avons assignée au n® 4. En d’autres termes, I'équation
P (x) — ‘Q— ¢z(¢)

@.(-Z‘) ¢1(17) ’
traine toujours 'équation E=E,+-¢, E, E, étant les exces relatifs aux
:(z) i)

o(z) =)’

lant R le reste, E’, E,, les deux exces relatifs aux fractions

a la fraction plus simple 222/ augmenté de la quantité ¢, ¢ ayant la va-

ou @ (x) et @,(x) sont des fonctions quelconques, en-

deux fractions et ¢ ce que nous avons dit.
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7. En partant des propriétés qui précedent, il est facile de calenler

Vexcés E relatif 4 une fraction quelconque 2C) dans laquelle nous sup-
xZ

¢()

poserons désormais que le degré du numérateur est inférieur au degré
du dénominateur. En effet, effectuons sur lafraction % Popération du
plus grand commun diviseur; appelons Q, Q,,...Qn,. . .Q,_, les quo-

tients; @,(x), @, (x),. .. @.(x),. .. @rn) (), les restes successifs pris ¢n
signe contraire et déterminés par les équations

=) _ o eax) %(x)_Q __ 9= Pal®) o @)
20 (&) @) T @) Pmga{®) T T @mya()

¢n-z(-z') . . ¢n(‘z') Pr_x (‘x) — R
Pns (x) —_— Qu—z Prs (x) ’ @n(x) —_— Qn-n

@n(x) sera une fonction entiére de & ou un nombre, suivant que les
deux fonctions ¢(x), @,(x), admettront ou n’admettront pas de plus
grand commun diviseur fonction de x. Désignons encore par E, E,,
Eys .. .E, 5, E,,, E,, les exces respectifs des fractions

0u(z)  Pa(x)  @xr)  Pua(x) @)  Puil)

22)° (=) x2) 0na()’ fas(2)  eu(z)’

et par ¢, ;. . .¢,-, des quantités analogues a ¢ et dont nous fixerons
bientot la valeur ; on aura évidemment, n® 6 et 4,

E=E,4+¢E,—E,+4 ¢,...E,,,=E,,,+,+zm...E,,_,: 1= bn 23 En_y =—FEp4c,_,,
et,n° 2, E,=o,
puisque ¢, () divise exactement @,_,(x). Si I'on ajoute membre 4 mem-

bre toutes ces équations, les excés E,, E,,...., E, disparaissent, et l'on

trouve
E=e¢td-e, 4.t 6o 46,0+ 6,

Pour calculer les nombres ¢, ¢,, etc. .. et par suite E, écrivons sur deux
lignes les valeurs que prennent les fonctions ¢(x), @,(x). .. quand ony
fait tour & tour & =ux,, £ =1X, nous aurons les deux suites

(1) @), @u(20) ¢« Prms(Xo)y Prm(Zo): o - Prmi(To)s Pa(2o),
(2)  o(X), @(X)...0n(X), On(X) .. Pni(X), .(X).

Considérons I'un quelconque des nombres ¢, ¢,, ¢, etc., ¢, par
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exemple, il est déterminé par ’équation E,,=F,,, , +¢,, dans laquelle

E, et E,__, sont les excés relatifs aux fractions'p""'(' (;:) z"'""(( ))hees entre
m m+x

elles par I’équation ) =Q, — p"‘*‘( ), dés lors, n®* Get 4, ¢, sera
m+x (-r) Lo (.’l,‘)

égal a o si les deux termes @,(x,), <p,,,+.(.r°) et les deux termes ¢,,(X),
@nr1(X) offrent a la fois une permanence ou une variation, et 4 +1 ou &
— 1 suivant que les deux premiers termes offriront une variation qui,
dansle passage aux seconds, se changera en permanence, ou une perma-
nence qui se changera en variation. Cette conclusion s’étend & tous
les nombres ¢, ¢,, etc., méme au dernier ¢,_, donné par I’équation
E,_, = —E, + ¢,-,, comme on le prouve facilement : en effet, ¢,_, estc.
@a_: ()
en(z)

. . . x
pour avoir l'exces E,_, dela fraction 0n() : or, comme on I'a vu, ce

P ()

qu’il faut ajouter doit étre égal 4 o, si les deux termes @,,_, (o), @(x,)
et les deux termes @,_,(X), @,(X) offrent 4 la fois une permanence ou
une variation; a -+ 1 ou 4 — 1, suivant que les deux premiers termes
offrent une variation qui, dans le passage aux seconds, se change en
permanence, ou une permanence qui se change en variation. Dés-lors
il est évident qu’en appelant V, le nombre des variations qui, dans le
passage de la premiére suite a la seconde, se changent en permanences,
etP, le nombre de permanences qui se changent en variations, on aura

qu’il faut ajouter & —E,, E, étant I'excés de la fraction renversée

R ol Tl o PR I T =Vp_ P,,
et par suite E=V,— P,

Telle est donc la valeur générale et trés simple de I’exces E. On peut lui
donner une autre forme, car si V et V/ sont les nombres de variations
que présentent les suites (1) et (2) quand on passe successivement de
chaque terme au terme qui le suit; V' sera égal au nombre V des varia-
tions de la premiére suite, diminué du nombre des variations de cette
premiére suite qui se sont changées en permanences, et augmenté du
nombre des permanences qui se sont changées en variations: donc

V=V—V,+P,, V,—P,=V—V, E=V_V.

On arrive ainsi A cette regle si féconde en applications remarquables :
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8. Pour calculer excés E ou la différence entre les deux nombres

qui indiquent combien de fois la fraction =~ ¢:(2) en devenant infinie en-

e
o(x)’
tre les limites a,, X, passe du négatif au positif et du positif au négatif,

o)

effectuez sur la fraction renversée —— 1@ Popération du plus grand com-

EaN
mun diviseur, et aprés avoir désigné par @,(x), @5(x). . . @.(X) les restes
successifs, pris en signes contraires, écrivez les deux suites

(1) o(x,), <p.(xo), ¢a(xo),---<pn—|(xo)a @n (o),
(2) e(X)y @(X), @o(X),...0ai(X), @u(X),

et comptez les nombres V et V' des variations de ces deux suites, la dif-
férence V— V’, c’est-2-dire Pexcés du nombre des variations de la pre-
miére suite sur le nombre des variations de la seconde, ou le nombre
de variations perdues dans le passage de la premiére suite a la seconde,
donnera précisément P'exceés E.

Nota 1°. En calculant par 'opération du plus grand commun diviseur
les fonctions @,(x), P4(x), . . .@a(x), on pourra toujours éviter les quo-
tients numériques fractionnaires, si 'on a soin de multiplier les divi-
dendes par des nombres convenablement choisis, car cette multiplica-
tion n’altérera en rien les signes des différents restes et la série des
raisonnements qui nous ont conduit 4 la régle énoncee.

Nota 2°. On pourra arréter 'opération du plus grand commun divi-
seur dés que I'on arrivera i un reste @, () qui ne devienne nul pour
aucune valeur réelle de x comprise entre les limites x,, X. En effet,

Pmax (%)
“Pn(@) ’

Yexcés E,, relatif 4 la fraction sera dans ce cas évidemment égal
a o, ’on aura

E,=0, E=t4¢ +¢...4 €,
et pour déterminer ’excés E, il suffira évidemment de calculer les nom-
bres de variations des deux suites

P(Xo)y Do)y Pa(Xo)- - - Bl o)y
o(X), @u(X), @s(X)...0n(X).

Nota 3°. On prouve encore facilement que si quelques-uns des ter-

Tome V.—Mars 1840. 11
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mes des deux suites (1) et (2) s’évanouissent, on pourra n'y faire
aucune attention et compter les variations comme §’ils n’existaient pas.

Si, comme on I'a supposé implicitement dans tout ce qui précede,
x, et X ne sont pas racines de I'équation ¢(x)= o, deux termes con-
sécutifs des suites (1) et (2) ne s’évanouiront jamais a la fois, car si deux
termes consécutifs @, (xx,) et @y, (X,) par exemple, s’évanouissaient,
il en serait de méme de tous les autres, en vertu des équations

?(%) = Q0. (%) — ¢2(%)- . Om_s (£)=Qu—s . m(Z)— P (%),
Pn(%)=Qn Om 1 (Z) = Pm g3 (%) - Pa_s(®) = Qus Paz () — 0a (),

et Pon aurait ¢(x,) = o contrairement 4 ’bypothése admise.

Quand donc un terme, @¢,(x,) par exemple, s’évanouira, le terme
précédent @, -, (x,) et le terme suivant ®m+1(x, ) D€ ’évanouiront pas,
mais seront de signes contraires, puisque 1'équation qui lie entre eux
ces deux termes se réduit & @p_, (X)) = — Op ., (x,). Dés lors si I'on
représente par x, = x -+ i une valeur de x infiniment voisine de x, qui,
sans faire évanouir le terme @5, (), jouisse de la propriété de conserver
aux fonctions @(x), @,(x)...®,(x), quand on la substitue dans ces
fonctions, le signe qu’elles avaient pour x = x,, il faudra pour calcu-
ler 'excés E pris entre les limites x, et X, ou, ce qui revient au méme,
entre les limites x,, X; retrancher le nombre V' des variations de la
suite (2), du nombre V() des variations de la suite

(rbis) oz}, @:(2:), @2(Z1)- - Pus(2:)s Om(Te), Pmas(®:).. @alz:i);

mais le nombre V(*) des variations de cette suite est évidemment égal au
nombre V deés variations de la suite (1) dans laquelle on omet le terme
nul @, (,), car, 1° en faisant abstraction du terme ¢,,(,), tous les au-
tres termes de la suite (1 &is) ont par hypothése le signe des termes cor-
respondants de la suite (1); 2° quel que soit le signe de ¢,(x,), I'en-
semble des trois termes @,_,(x,), 8,.(x,), @m.,(x,) ne présentera
qu’une variation comme I’ensemble des deux termes ¢, _, (o) Pt (20)s
parce que les deux termes @n,_,(x,) et @, ,(x,) sont de signes con-
traires, ainsi que @n,_,(x,) et @, (1, ); on pourra donc substituer V
a' Vi, et pour calculer I'excés E pris entre les limites x,, X, il suffira
encore de prendre la différence V — V’ des nombres de variations des
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suites (1 et 2). Ce que nous venons de dire du cas oti dans une de ces
suites un terme s’évanouirait, s’étend évidemment au cas ou plusieurs
termes de I'une des suites ou de toutes les deux deviendraient nuls a la
fois.

9. Appliquons ces principes 4 la détermination du nombre des ra-
cines réelles des équations algébriques.

Lemme fondamental. Soit F(x )-— 0 une équation du degré n, et
F’(x)le polynome dérivé de F(x); si a est une racine de cette équation

et & une quantité positive trés petite, le rapport T P=) deviendra infini

F(z)

pour x = a et passera en devenant infini du négatif au positif, pendant
que x passera de la valeur @ — % a la valeur a + A.

Démonstration. Supposons pour plus de généralité que a soit m fois
racine de I'équation F (x) = 0, m se réduira & 'unité quand a sera une
racine simple, et désignons par F(x), F'(x)...F™(x)... les dérivées
successives de F (x), on aura, comme on sait,

F(a)=o0, F(a)=o..... F™(a) = o,

. o ” ey .
Fla+i)= 1.2.;.. .m F(M)(a) -+ 1.2.31. . .(m+x)F(m+ '(a)+ etc.,
F (a + l) T 1.0, 31..(m——x)F(M)(a') + 1.2.3. l {(m=f-1) F(m+‘)(a) -+ etc'[‘kJ

{*] Afin de ne rien supposer qu’on pe trouve dans tous les Traités élémentaires d’al-
gébre, Jajouterai ici la démonstration la plus simple des équations qui précédent. Silon
pose d’abord x—a, puis # — x—a dans I’équation

3 ’ A2 1 m .
a I'aide de laquelle on définit les polynomes dérivés successifs , il viendra
F(e) = F(a)+ 22 o) 4+ E=L pr(a) 4 E= D e (o) e

Si la fonction F (x) s’évanouit avec toutes ses dérivées jusqu’a celles de ordre (m—;
inclusivement pour £ —a, c’est-A-diresil'on a

F(a)—o, F(a)=o, Fla)=—o...F"(a)=o,
F(x) deviendra divisible par (x— a)" et I'équation F(x) — o anra m racines égales i a.

Réciproquement si I'équation F (x) — o0 a m racines égales 4 @, F () devra étre divisible
P! q g )
II..
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Pour des valeurs trés petites de i les deux quantités F(a + i), F(a+ i)
prendront le signe de leur premier terme, et par suite, le rapport

par (x — a)™, et 'on aura nécessairement
Fl@)=o, F(a)=o, F'a)=o0...F")(a)=o,

F(z)= —__( LA (@) + —-(——51-();-%_75 Firt2) (a) 4 etc.,

et en posant x —a +-i,

*m s 21
Flati)= g F"(a) + g Ft () + etc

En opérant sur ¥/(z) comme on I’a fait sur F() , on trouvera

F’(x) = F’(a) + a) F”( )+ ( ) Flfl(a) l'gx._;(_')n___j F"'(a)+etc.

Dans le cas ol 'équation F (2) = 0 a m racines égales 4 a, ona

F(a)= o0, F'(a)=o...F™ ) (a)=0,
et par suite

F(z) =
ow en faisant x=—a -4 ¢

Fla4i)=

?%3_"‘:)1‘"(’"’ @+ ( .“)" Font) (@) 4

(m+1) .
l.2.3...mF (a) +-ete

im—x ( )(
—_—a— F™{(a
1.2.3...(m—1) (@) +

Dans cette méme hypothése la dérivée F/(x) sera divisible par (x —a)""*, et Véquation
F'(z) = o aura m -—1 racines égales a a.

Réciproquement, sil'équation F'(x) = o a m <=« 1 racines égales i a, F'(z) devra étre
divisible par (x — a)*™*, on aura

Flg=o, Flg=o,...F"(a)=o,
et aussi F(z) — F(a) = (———): F(™) (a) 4 etc.;

et si de plus F(a2) = o, 'équation F () = o aura m racines égales a a.

Ainsi, pour qu’une équation F(z)=o ait m racines égales g, il faut et il suffit que
a étant racine de cette équation, la dérivée F/(x) ait m — 1 racines égales 3 a, ou soit
divisible par (x — a}** : et réciproquement.

On en conclut immédiatement que pour qu’une équation F (z) = o ait des racines égales,
il faut et il suffit que le premier membre et son polynome dérivé aient un diviseur com-
mun qui sera le produit des facteurs égaux de F (z) élevés chacun 4 une puissance moin-
dre d’une unité ; ce diviseur sera le plus grand diviseur commun des deux polynomes.

S i | ¥ ' R [ o ote e ey vy
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Fla+i) — F'(z)
Fla4i) F(x)’

aura le signe de la fraction

im1Fm(g) . b.2.3...m m

1.2.3.. .(m—1) i"F™ (@) T i

ou le signe de Z, et deviendra infini pour { = o, ou pour x =a : le rap-
port %% changera donc de signe avec i, et passera en devenant infini
du négatif au positif, quand i passera de la valeur — % & la valeur < 4
oux de la valeur a — % 4 la valeur a+ %; ce qu’il fallait démontrer.

Corollaire. Cette démonstration s’étendant 4 toutes les racines de I'équa-
tion F(x) = o, il en résultera que si cette équation a m racines réelles
distinctes a,, a,,...a,, comprises entre deux limites réelles x,, X, le rap-
F(z)
F(z)
fois par l'infini du négatif au positif, pendant que x passera de la va-
leur x, a la valeur X. D’ailleurs, puisque ce méme rapport ne devient
infini entre les limites x, , X, pour aucune valeur réelle différente dea,,
€y,... dy, €t passe par conséquent toujours, en devenant infini entre
ces limites, dn négatif au positif, I'excés E ou la différence entre les
deux nombres qui indiquent combien de fois en devenant infini, il passe
du négatif au positif et du positif au négatif, sera dans ce cas particu-
lier égal 4 m; on aura donc m =E, et I'on arrive au théoréme suivant.

10. 1** Théoréme. Le nombre des racines réelles distinctes d’nne
équation algébrique quelconque F(x) = o comprises entre deux limites
réelles x,, X, est toujours égal a ’excés E ou a la différence entre les
deux nombres quiindiquent combien de fois le rapport 1;%:_)) en devenant
infini entre ces limites, passe du négatif au positif et du positif au né-
gatif. :

On déduit facilement de cette proposition unique tous les théoremes
connus sur la détermination du nombre des racines réelles des équa-
tions algébriques : et d’abord jointe a la régle a Vaide de laquelle
on calcule 'excés E, elle donne immédiatement naissance au beau
théoréeme de M. Sturm.

11. 2™ Théoréme. Pour trouver le nombre des racines réelles de

port » en devenant infini pour chacune de ces valeurs, passera m
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I'équation F(x)= o comprises entre deux limites données x,, X, apres
avoir calculé les restes successifs — F,(x), —F,(x)...—F.(x) que I'on
obtient en cherchant le plus grand commun diviseur de la fonction
F(x) et de sa dérivée F'(xx), on écrira sur deux lignes les suites

F(x,), F(xo), Falxy), Fs(x,) ... Fo(x,),
F(X), F(X), F(X), Fo(X) ... F.(X),

ou seulement les signes de ces diverses quantités, et on comptera le
nombre des variations de ces deux suites; autant la seconde suite aura
de variations de moins que la premiére, autant il y aura de racines
réelles comprises entre x,, X.

Nota. En effectuant opération du plus grand commun diviseur,
" on pourra éviter les quotients fractionnaires, et s’arréter dés que I'on
arrivera 4 un reste — F,(x) qui ne devienne nul pour aucune va-
leur réelle de x comprise entre les limites x,, X. Si quelqu’un des
restes s’évanouissait pour x = x, ou x =X, on pourra n'y faire au-
cune attention et compter les variations comme s’ils n’existaient pas.

42. 3=¢ Théoréme (théoréme de Rolle). Le nombre des racines réelles
de équation F(x) = o comprises entre deux limites données x,, X, ne
peut jamais surpasser de plus d’une unité le nombre des racines réelles
de I'équation dérivée F'(xr) = o comprises entre les mémes limites.

Démonstration. Représentons par E, E' les exceés relatifs aux deux
Flz) F(a)
F(z)' F(z)’
réelles de I'équation F(x) = o comprises entre les limites x,, X; on
aura, comme nous 'avons va n® 10 et 4, m =E, E=—FE'+¢, et par
suite m=—E ¢,  pouvant étre égal 2 0 ou 4 = 1. Cela posé, — E' ne
pourra jamais surpasser le nombre m’ qui indiquera combien de fois la
fraction% devient infinie entre ces mémes limites x,, X; — E' ne
pourra méme (n°® 1) étre égal 4 m' qu’autant que la fraction 1;%3’ en

fractions inverses et soit toujours m le nombre des racines

devenant m' fois infinie, passera toujours du positif au négatif; & d’ail-

leurs est tout au plus égal 4 +1; donc m = —E’ - ¢ ne pourra jamais

surpassér m’ + 1. Mais le nombre m’ qui indique combien de fois la
Flz)

fraction Fa) devient infinie entre les limites x,, X, est précisément le
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nombre des racines réelles de 1'équation F’(a) = o qui ne lui sont pas
communes avec I’équation F(x) = o; donc, etc.

On conclut immédiatement de ce théoréme que si les racines a’, a”,
a’... a" de Péquation dérivée F'(x) = o sont rangées par ordre de
grandeur en commencant par la plus petite, I'équation F(ar) = o ne
peut avoir qu’une seule racine au-dessous de @', qu’une seule entre «,
a’y qu'une seule entre a’, a”, etc., qu’une seule enfin au-dessus de o™,

13. 4™ Théoréme ( Théoréme de Budan et de Fourier). Le nom-
bre des racines réelles de I'équation F(x)=o0, comprises entre les limites
xy, X, est tout au plus égal a la différence V,— V,’ entre les nombres
de variations des deux suites

(3) Fz,), Flxy); F/(x,),... F® (),
(4) F(X), F(X), F(X),...FO(X),

dans lesquelles les fonctions F/(x), F/(x) ... F*)(x) représentent les dé-
rivées successives de F (x), et n le degré de I’équation F(x) = o.

Démonstration. Appelons m, m’y m”... m les nombres des racines
des équations F(x) = o, F(x) = o...F”(x) = o, comprises entre les li-
mites ar,, X; m sera nécessairement égal 4 o, puisque , comme nous
'avons supposé, r étant le degré de F (x), F™(x) est un nombre. Cela
posé, on aura, comme on Va vu, m < m'+ ¢, ¢ étant égal 4 o, si les
deux termes F(x,), F'x, et les deux termes F(X) et F/(X) présentent a
la fois une variation ou une permanence ; 4 +1, si.les deux premiers ter-
mes offrent une variation et les seconds une permanence; a — 1, si les
deux premiers termes offrent une permanence, et les seconds une varia-
tion. Et puisque ce que nous avons dit n°® 12 s’applique 4 une équation
algébrique quelconque F (x)=o0, dont F/(z) = o est I’équation dérivée,
on aura de méme

m < m”+ 6’, m’ < mw+ ¢... m(n—:)< m(n)+ e(n“'l) — (n—'x)’
et par conséquent, met¢ 4 &, .4 ",

¢...¢""" étant des quantités analogues 4 <. La somme ¢ 4 ¢'~¢”...~ ¢
sera d’ailleurs évidemment égale au nombre des variations qui dans le
passage de la suite (3) 2 la suite (4), se changent en permanences diminué
du nombre des permanences qui se changent en variations ; ou plus sim-
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plement a la différence V,—V,’ des nombres de variations de ces deux
suites; on aura donc m<V,— V; ce qu'il fallait démontrer.

14. 5™ Théoréme ( Théoréme de Descartes). Le nombre des ra-
cines positives de I'équation

F (o) = 2" o A 2™ 4 At A T+ A,

ue peut pas surpasser le nombre V des variations de signe que présente
la suite des coefficients

I, A,, A;..... A,y A,

Démonstration. Faisons dans le 4™ théoréme x, = 0, X = «, les
quantités F(x), F'(x), F'(x)... F®(x), auront toutes pour x = oo le
signe de leurs premiers termes

x*, nx"', n(n—1)x*...n(n—1)(n—a)...1,

et seront, par conséquent, toutes positives, de sorte que la suite (4) ne
présentant aucune variation, V,’ sera nécessairement nul. De plus, ces
mémes quantités pour x = o se réduiront a leurs derniers termes

Apy Apyy 1.2.A, 5, 1.2.3.A,,...1.2.3.(n—2) (n—1)A,, 1.2.3...n,
et prendront le signe des coefficients
Ay Ay Ay A, 13

dés lors le nombre V, des variations de la suite (3) sera égal a V, et
I'inégalité m < V,—V/’, réduite A m< V, deviendra précisément I’ex-
pression analytique du théoréme de Descartes.

15. On pourrait démontrer de la méme maniére un grand nombre de
théorémes plus ou moins remarquables; j’en citerai un seul exemple.

5me Theoréeme. Si I'on désigne par e I'excés relatif 3 la fraction x }:—%
et pris entre les deux limites x = x,, x =X, dont la premiére est po-
sitive et la seconde négative, si de plus on représente par @ le nom-
bre des racines positives et par » le nombre des racines négatives de
Péquation F(x) = o, comprises entre les mémes limites, on aura tou-

jours @ — y = e, pourvu cependant que le polynome F{x) ne soit pas
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divisible par &, ou que I'équation F(x)= o n’ait pas o pour racine.
Démonstration. Appelons ¢, ¢” les excés relatifs 4 cette méme fraction

LN

- z 3 : : . .
x F(\x)’ mais pris, le premier entre les limites  =x,, x = o, le second

entre les limites 2 = o, x = X ; et soient E/, E” les excés correspondants
F(z)

de la fraction o)’ on aura évidemment ¢'+e¢"=¢ et (n° 10)E = »,
E’ —gF D'ailleurs les deux fractions Fi',’((—:)), % qui, dans I’hypothese

admise, deviennent en méme temps infinies, sont constamment de méme
signe entre les limites o =0, x =X, et constamment de signe contraire
entre les limites x =ux,, x=0; on aura deés-lors (n° 3) ¢’ = —F/,
e"=FE", etl'on en conclura e=¢+e¢'=FE' —F ou @ —v=-c¢, ce
qu’il fallait démontrer.

En partant de cette proposition, M. Cauchy démontra le premier que
pour une équation de degré quelconque, on peut trouver des fonc-
tions rationnelles des coefficients dont les signes fassent connaitre le
nombre des racines réelles positives et le nombre des racines réelles
negatives; ¢’était un premier essai presque oublié quand M. Sturm dé-
couvrit son théoréme.

_ 16. Avant de passer a la détermination du nombre des racines imagi-
naires des équations et au théoréme de M. Cauchy, il est nécessaire
d’établir les lemmes suivants :

Lemme 1* [*]. Considérons deux fonctions u et ¢ de la variable s,
continues entre les limites s = s, et s = 5,, et qui reprennent les mémes
valeurs aux deux limites, puis posonsu+9\/ —1=r (cosp+V/ —1sin p).
Si I'on assujétit I'angle ou I'argument p i étre lui-méme une fonction
continue de s, et si I'on désigne par Po et p, les valeurs de p correspon-

4 . 1 . u - .
dantes &4 s=s,et s =s,, I'excés e de la fraction - ou la différence en-
[1] 19 o

tre les deux nombres qui expriment combien de fois cette fraction en

[*] MM. Sturm et Liouville ont publi¢ les premiers des démonstrations élémentaires
du théoréme qui donne le nombre des racines imaginaires; lidée de celle que je re-
produis ici est due 4 M. Cauchy; elle rappelle la seconde des démonstrations de M. Sturm,
mais je la crois plus simple, parce que toute la difficulté se réduit a ce lemme 1%, et cette
difficulté n’est pas grande , car ce lemme est presque évident.

Tome V. — Mars 184o. 12
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devenant infinie entre les limites s,, 5,, passe du négatif au positif et

du positif au négatif, sera précisément égal a ‘z‘—:—P"
Démonstration.L’équation u+vy/ — t=r(cosp+ \/—1 sin p)donne

u=rcosp, v=rsinp; et si 'on désigne, avec M. Cauchy, parla nota-

. v . . . . . .
tion arc tang ~ le plus petit des arcs, abstraction faite du signe , qui ait

“” 14 7 - .
- pour tangente, on aura p =arc tang-— =+ nw, n de51gnant un nombre
14 u

entier qui devra étre pair ou impair, suivant que la partie réelle « de
I'expression imaginaire sera positive ou négative. Cela posé, désignons
par u,, ¥y, Uiy ¥4, Poy Py les valeursde u, v, p correspondantes 2 s=s, et

; . v .
s=s,. En vertu de 'équation p=arc tang -+ nwr, les quantités p et
v Yo . .,
arc tang;, ou p, et arctang 2’ et par suite les deux quantités p — p,,

(4 [ . . ’
arctang ~ — arctang ui ne pourraient différer entre elles que d’un mul-
0

tiple de la demi-circonférence; et comme, par hypotheése, chacune de
ces deux quantités continues doit devenir infiniment petite en méme
temps que la différence s — s,, il est clair que pour des valeurs de s — s,

: différentes d = tang > L
tres peu differentes de o, on aura p — p,= arc ang- — arc tang P
(]

De plus, comme dans le second membre de cette équation, le terme

v r s . N ,

arctang - augmente ou diminue brusquement de la demi-circonfé-
T, x

rence 77, en passant brusquement de la valeur — 32 la valeur 4- S ou

de la valeur - E a la valeur — Z toutes les fois gue la fonction ;7

change de signe en passant par l'infini du négatif au positif ou du po-
sitif au négatif, p ne pourra étre une fonction continue de s, qu'au-
tant que pour prévenir ces changements brusques, on diminuera
ou l'on augmentera le second membre de la quantité 7, suivant
que le passage aura lieu du négatif au positif ou du positif au négatif.
Pendant que s passera de la valeur s, a la valeur s,, la somme algé-
brique totale de ces diminutions ou de ces augmentations devra étre

............. StrarigerrroRirotr g
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évidemment égale 4 — &7, e’ étant Pexces de la fraction %, ou la dif-

férence entre les deux nombres qui expriment combien de fois cette
fraction, en devenant infinie entre les limites S0y $1 passe du négatif au
positif et du positif au négatif. Dés-lors, dans I’hypothése ou p est une
fonction continue, I’équation

¢ Yo
— = - —arct —
P—Po arc tang , —arctang “,

entrainera la suivante
=arc tang == — arc tang’> — &'
p 4 P o g u, guo .

Si d’ailleurs comme on P’a supposé, les fonctions continues de s dési-
gnées par u et v reprennent précisément les mémes valeurs pour s=s,

(4 [ . .
et s=s,, on aura non-seulement arc tang u—‘ = arc tang ul, mais aussi(n® 4)
T 0

‘ ) . - , U .
€ = —e, e étant 'excés relatif A la fraction renversée —, et par suite
—Ppo= =B e ’il fallait dé
Pi—pPo=¢€7T, e= —  cequilfa ait démontrer.

17. Lemme 2°. Considérons plusieurs expressions imaginaires

u+v\/:=r(cosp+\/:—1 sinp), W'\ —1=r(cosp'+\/ —1ising’). ..
dans lesquelles u, v, p, , v/, p/» etc., soient des fonctions continues de s
qui vérifient toutes les conditions du lemme 1°, et soit U4 VV/
=R(cosP+ V/—1sin P), le produit de ces expressions imaginaires ;

1 * Iy - U 7 g 14 3
Fexces E, relatif & la fraction y» Sera nécessairement égal 4 la somme

\ . . u u
e+ e 4 etc., des excés relatifs aux fractions ~ o etc.
Démonstration. L’ équation

U-+V V' — 1=R(cosP+ v/ =1 sinP)=(u+n/—1)(&-+vy/ 7).
:r(cosp+ VA sinp) r (cosp’+ \/:_Isinp’)...
donne

P =p—+p—+p + etc.

12, .
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De plus les fonctions u, v, p, &, v, p', etc., vérifiant par hypothese
les conditions du lemme 1%, il en sera de méme de U, V, P, et I'on

P,—P .
>, P, et P, étant

aura par conséquent, en vertu de ce lemme, E =

les valeurs de P correspondantes & s=s,, §=s,; mais de I'équation

P=p+ p <+ p’'+etc.,

on tire P, — P,=p, — po-+p, —p,+ etc.
et par suite P, — P, =emr—+ €w-+etc.;
donc

E=e~+ ¢ 4 ¢ + etc., ce quilfallait démontrer.

18. 6m¢ Théoréme (Théoréme de M. Cauchy). Supposons que F(z) soit
une fonction entiére du degré n qui, quand on changezen x+y V —1,
devient U~ V\/ —1, et tracons dans le plan des x, y une courbe fer-
mée dont le périmetre soit ¢ et dont les coordonnées x, y puissent étre
considérées comme des fonctions continues de I'arc s. Le nombre m
des points dont les coordonnées x = a, y = € vérifieront ’équation
Fz)=F(lx+yV—1)=U+YV V =1 =o, et qui de plus seront con-
tenus dans Pintérieur de la courbe fermée, sera donnée par V'équation
m=C. E étant Pexcés relatif 4 la fraction g ou la différence entre les

o 1
deux nombres qui indiquent combien de fois cette fraction, en devenant
infinie entre les limites s=o0, s =c, passe du négatif au positif et du po-
sitif au négatif. '
Démonstration. Dans le lemme qui précéde, posons
utoV —1=x—a+(y—E6WV —1 =r(cosp+ VvV —1 sinp),
W\ —1=x—a'+(y—F€) V=1 =r’(cosp’+ vV —1sinp')ete.,
at+E\ 1, &'+ € /=1, etc., étant les racines de I'équation F(z)=o0;

€, €, etc., se réduiront 4 o pour les racines réelles ; on aura

F(z)=F{z4y}/ —1)=U4-VV —1={(z—e)}-H( YV =1 [a—a =)W =]
=(u+uV —1) (u’-l—v/V —T)ue s}

de plus on pourra regarder x, y comme les coordonnées d’'un point

mobile M qui se proménera sur la courbe fermée, et a, 6, &', €, etc.;
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comme les coordonnées d’un certain nombre de points fixes A, A/, etc.
x—a,y—6€, x—a’, y—&, etc., seront alors les coordonnées rectan-
gulaires, et r, p, r’, p’, etc., les coordonnées polaires du point mobile
M, prises par rapport aux points fixes A, A’, etc. Cela posé, concevons
que le point M, parti d’'un certain point M, sur la courbe fermée, y re-
vienne, I'arc s variera entre les limites o et ¢, et 'angle polaire p de-
viendra p, = p,—+27, si le point A est placé dans I'intérieur dela courbe
fermée; cet angle, au contraire, reprendra sa valeur initiale Poy sile
point A estsitué i P'extérieur de la courbe; on aura, dans le premier cas,

e =P’—:&’ = 2; dans le second, e =2=F° = 6. Donc, en supposant
”»

qu'il 'y ait sur la courbe fermée aucun point dont les coordonnées véri-
fient I'équation F(x 4+ /—1)= o, la somme e4¢e +¢” etc., sera
q 4 ’ ’

egaleaautant de fois 2 qu’il y aura dans P'intérieur de la courbe de points
dontles coordonnées «, € satisferont & équation F(z—+€ \/ —1) = o

’ q 2
et par conséquent, en appelant m le nombre de ces points, on aura
€+ ¢+ etc.=2m; mais, en vertu de ’équation

UV V=1 = (440 V) (w0 V=T )o..,
on a, en appelant E 'exces relatif i la fraction % s

E=e+¢ +etc.;

) E
on aura donc aussi m = S

19. Si Y'on voulait obtenir le nombre des racines imaginaires de I’équa-
tion F(z)= F(x~+y V' — 1) =0, dont la partie réelle est comprise entre
les limites x,, X, et le coefficient de \/— 1 entre les limites Yo: Y, on
prendrait pour contour fermé le rectangle que déterminent les quatre
lignes x =y, x =X,y =y, 7 = Y. L’excés E relatif & la fraction

g = fl(s) = % =~ (x,7), et pris entre les limites 0 et ¢, ou pour

toute I’étendue du contour, sera évidemment égal a la somme des exces
de cette méme fonction pris successivement par rapport aux diverses
portions de ce contour, ou, dans le cas que nous considérons, par
rapport aux quatre cotés du rectangle. Les valeurs de x et de Jyens, et
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les limites entre lesquelles on doit calculer 'exces sont d’ailleurs :

pour le premier de ces cotés, x ==, y = 7¥,5 %, X,
pourlesecond........... y=s"x=X; 7,Y,
pour le troisiéme ......... x=s, y=Y; X, x,

pourlequatriéme......... y==s X=X Y,Y,;

de sorte que si 'on désigne parE_ , Ex, E'y, E, , les exces relatifs aux
o o
quatre fonctions

“L(x’fo)’ "I’(X’J')’ A (x, Y), L(xen))

pris 1'espectivement entre les limites

; Zoy X35 ¥0r Y3 X, Xo5 Y, 70
on aura
E—= E’o + Ex + Ey <+ E’ID.

Observons enfin que P'excés pris entre deux limites @ et b est égal en
valeur absolue, mais de signe contraire a I'exces pris entre les limites
b et a, parce que si une fonction d’une seule variable change de signe
dans un certain sens, pendant que la variable passe de la valeur a a
la valeur &, elle changera de signe en sens oppos¢, tandis que cette va-
riable passera, au contraire, de la valeur & 4 1a valeur a. Dés-lors, en ap-
pelant Ey, E__les excés relatifs aux fonctions N (x, Y), (2o, ), pris
entre les limites x,, X; 7,, Y, on aura définitivement

E=am=E;—E_— (E,—E).

Dans chaque cas particulier on calculera les quatre exces du second
membre en suivant la méthode que nous avons indiquée.

Ce théoréme, 'une des plus étonnantes conquétes de I'analyse, que
le génie de M. Cauchy a su étendre 2 des équations transcendantes
réelles ou imaginaires, et sous certaines conditions, 4 la détermmnation
des racines communes 3 deux équations simultanées, renferme comme
cas particulier, toutes les propositions sur le nombre des racines réelles
des équations algébriques. Je pourrai, dans une autre circonstance,
entrer a ce sujet dans quelques détails.



