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W

MEMOIRE

SUR LES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES

DE PREMIERE ET DE SECONDE ESPECE,

CONSIDEREES COMME FONCTIONS DE LEUR MODULE;

Par J. LIOUVILLE.

( Présenté 2 PAcadémie des Sciences , le 6 janvier 184o. )

B o S

1. En désignant par E, F, les fonctions elliptiques de premiére et
de seconde espéce qui répondent 4 'amplitude & et au module x, on a,
d’aprés les définitions de Legendre,

« — v da
— /1 — x?gin? = | ——==
E fo da\/1 — x*sin*a, F je ———T

Quand on donne au module x une valeur déterminée, E et F de-
viennent des fonctions de Pamplitude a seulement; et j’ai fait voir que
ces fonctions sont des transcendantes d’espéce supérieure qui ne peavent
pas s’exprimer en termes finis 4 aide des signes algébriques, exponen-
tiels et logarithmiques [*]. Le seul cas ot & = o fait exception, puisque
Ponaalors E=2,F = a.

Maintenant, au contraire, attribuons 4 'amplitude  une valeur dé-
terminée différente de zéro, en laissant quelconque le module x. Dans
cette hypothese , E , F seront des fonctions de x, et je me propose de
prouver que ces quantités ne sont pas non plus des fonctions finies ex-
plicites de x. On peut méme ajouter qu’elles ne s’exprimeraient pas
davantage en termes finis si 'on joignait aux signes algébriques, expo-

[*] Journal de UEcole Polytechnique, 23™ cahier.
Tome V. — Decemsre 184o. 56
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nentiels et logarithmiques, le signe f, indiquant une intégrale indéfinie
relative a la variable x, c’est-a-dire une intégrale dont la limite supé-
rieure est x et dont la limite inférieure est une constante déterminée ou
arbitraire. Ce nouveau théoréme est par rapport au module x, ce que
I’ancien est par rapport a 'amplitude « ; il était, si je ne me trompe,
plus difficile 4 démontrer rigoureusement. Je n’y suis parvenu d’abord
quen m’appuyant sur la forme particuliére des séries auxquelles
donnent naissance les fonctions algébriques d’une variable lorsqu’on
les développe suivant les puissances ascendantes ou descendantes de
cette variable. Mais en continuant mon travail j’ai réussi enfin 4 m’af-
franchir de toute considération relative aux suites infinies. C'est ce que
I'on verra dans les numéros suivants,

2. Rappelons d’abord que la fonction F satisfait & une équation dif-
férentielle du second ordre dans laquelle x est la variable indépen-
dante. En effet, si 'on différentie la valeur de E, on a

dE fﬂt x sin® wde
dr OVI—.Z"Sin'c’
et par conséquent,
ro dE
&I‘) X e = E —F.

D’un autre cdté, en différentiant la valeur de F, on obtient

dF _ prx  zsin‘ada

I =

59
° (1—a*sin?&)?
c’est-a-dire
dF d
xr—+ F = /m z <
d‘x JO . %3
(1 — x*sin*a

Or il est aisé de vérifier que

j'« da E z sine cosw
° (1 —x’sin‘a% 1 — 23 1—2 ' V1 sn’e

On a donc

E z? sinz cosz

11—z =2 Vi _oanae

d
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sy . . . dE
L’équation (2) fournit la valeur de E, et par suite celle de 2.3 €n por-
tant ces valeurs dans ’équation (1), on trouve finalement

s d*F dF . xsine cosa
‘:3} (x—x”)ﬁ-}-(l—:ﬁx’)?i;——xf...—.--————-3.

(1—=*sin 21)7
Telle est I'équation différentielle du second ordre  laquelle F satisfait.
Nous aurons prouvé que pour aucune valeur de «, différente de zéro,
F n’est une fonction explicite finie de ¢, si nous faisons voir que, sauf
Vintégrale insignifiante z = o dont on doit toujours faire abstraction,
I’équation

Z sin & cos a

e d? ; d.
4) (x—.r“)d—;—i—(l—jx“)zi—xz:— 3,

(1 — x* sin %)

a laquelle satisfait évidemment I'intégrale = = F, n’est jamais vérifiée
par une valeur de z exprimable en fonction finie explicite de x.
3. Le second membre de 'équation (4) disparait lorsque Pampli-

. x . , . .
tude « est un multiple de -- Examinons avec étendue ce cas particulier,

auquel il sera facile de ramener ensuite le cas général, et discutons en
conséquence 'équation

d?z dz
—_ 3y . — 3z __ o
(.I‘ x)l’+(l 5&[’) Xz = 0,

ou plutdt I'équation plus simple

d’]‘_ (|+‘z.z):
(5) @ T T I

que I'on en déduit en posant

J
Z = .
\/ r — 3
Cette équation (5) est un cas particulier de I'équation

) =Py
50..
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ou P est une fonction quelconque de x, et dont nous allons d’abord
nous occuper d’une maniére générale.

4. Désignons par  un nombre entier positif, etpar y,, ¥3,- -5 ¥m»
des intégrales de I’équation (6) en nombre quelconque. 1l est aisé de
voir, et j'ai prouvé ailleurs [*] que si’on pose

u=yg¢ 4+ 8 +...4+7h,

u dépendra d’une certaine équation différentielle linéaire de I'ordre
(« +1), que I'on obtiendrait en considérant les ( - 1) équations que
voici

du

&= =%

du’

7 = wPu + o,
du/l

o = a(pu—1)Pu’ + u’,
(7)

du)

puis éliminant les . quantités auxiliaires ', #’,..., um,

Soient Y,, Y, , deux intégrales de’équation (6), distinctes entre elles,
et g une constante arbitraire; Y, + gY, sera une intégrale de I'¢qua-
tion (6), de sorte que '’équation linéaire de I'ordre (u -+ 1) dont « dé-
pend sera satisfaite si 'on pose

u = (Y| -+ gYa)F!

ou

u =Y + —?gY,"—’Y,+...+g"Y;‘.

{*] Tome IV de ce Journal, page 4a9.
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Or g étant une constante arbitraire, cette intégrale de I'équation
linéaire en u entraine les intégrales suivantes :

=Y u=Y""Yy..., u=Y"
Donc, en désignant par A, A,,.. ., A, des constantes arbitraires , on
pourra encore poser
v = AY! + A, Y'Y, +.. .+ A, YE.

Enfin si Pon observe que toute intégrale y,, y,,.. SN de I’équation
(6), peut s’exprimer par aY, + bY,, a et b étant des constantes con-

venables, et que par suite le produit y, 7,. .. J u» s€ réduit i la forme

AY! + A Y 7Y, 44 ALY

on en conclura que I'équation en z sera également satisfaite par
174 =f|.72".fﬂ'
3. En appliquant les équations (7) au cas ot P est un simple mo-

a e 3 - 5 \
nome de la forme > on est conduit 3 démontrer un théoréme d’al-

gebre qui nous sera utile par la suite. Supposons la constante 4a + 1
différente de zéro, afin que les racines 3, 5, de Iéquation § (§ — 1)=a
soient inégales. L’intégrale de 'équation (6) est alors

7y = Bx® 4+ Ccv.
On satisfera donc A I'équation linéaire dont dépend en prenant
u = Axt® - A ZP0EY e

. \ . \ . y a 3 . .
1l suit de Ix que si, apres avoir posé P = -2 on cherche 4 satisfaire aux.

équations (7) en prenant u = x*, Iéquation de condition dont I'expo-
sant r dépendra, devra avoir les racines

r=up, r=(,u—l))6+)~,..., r=uy.

Or quand on fait « = & dans les équations (7), on trouve pour
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W, Wy..., u9,..., U, des valeurs monomes de la forme
W = hxt—', W = hx""%..., & = kx5 ..,

les coefficients A, , hyy..., hiy..., étant liés entre eux par cette série

d’égalités

h, =r,

(r—1)h, —an,

I

bl
»
l

=({r—ah —a.2(u—1)h,

...................................

...................................

hovr= (r—wh, —a.uh,_,.

On a ajouté, pour la symétrie, le coefficient /., et c’est en posant
k.., = o, que Yon doit déterminer r. Cette équation A, = o est évi-
demment de degré x4+ 1, et elle doit avoir les (« + 1) racines r=xup,
r={(u—1yB8+1%,..., r=uy. Par suite le polynome %, , est dé-
composable dans le produit des facteurs

Ir — Bl [r— (e —1)B —3].... . [r— vy

Cette décomposition ayant lieu en général, il est ais¢ de voir qu’elle
subsistera méme pour la valeur particuliére de a qui rend égaux entre
eux les facteurs simples écrits ci-dessus. En prenant donc a = — {,

ce qui donne @ = f3 = 4, il viendra
e\
k‘u—f-l = (" - ;) 3

ainsi k.., ne pourra s'évanouir que pour r = ';‘ De la ce théoreme,

qui pourrait se démontrer par d’autres moyens : les racines r de I’¢-
quation qu'on obtient en posant h,.., = o, apres avoir déterminé h, .,
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a laide des Jormules

]zl r,
9 = (r_ 1) ,2, -+ %‘7
8 i — i
( ) ki-.-l —_ (7‘— l) ]Z -+ (,“ + l} kz—lv

sont toules égales entre elles et a g

6. Revenons maintenant 4 I'équation (5), laquelle répond au cas de

P = (1 4a2)p

T i)

et prouvons que cette équation (5) n’a pas d’intégrale algébrique. Par
une méthode identique avec celle du n° 5 de mon Mémoire sur Uinté-
gration d'une classe d’équations différentielles du second ordre en
quantités finies [*], on démontrera d’abord que si I'équation (5) avait
une intégrale algébrique, le systéme des équations (7), ou lon doit
prendre désormais :
(v + 22)

T

devrait, pour des valeurs convenables de u, étre vérifiée par une va-
leur de u rationnelle et différente de zéro. Prouvons qu’une telle valeur
de u estimpossible.

Si la valeur de u était une fraction rationnelle » son dénominateur ré-
duit a sa plus simple expression, ne pourrait contenir aucun facteur
(x — p), différent des facteurs x, x — I, £+ 1, qui se trouvent déja
dans le dénominateur de P. En effet, si x — P se trouvait dans le dé-

[*] Voyez tame IV de ce Journal, page 431.



448 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

nominateur de « avec ’exposant p, la théorie connue de la décomposi-
tion des fractions rationnelles en fractions simples et la considération
attentive des équations (7) nous montrent que.ce méme facteur entrerait

A

. — dul#)
dans les dénominateurs de %', ’,..., #* ™7, &, -%r—, avec les expo-

sants respectifs p—++ 1, p4+2,...,p 4+ @ — 1, s+ p, p+ @~ 1; oOr
cela est absurde puisqu’on a '%:L—) = uPu+Y.

Je dis, de plus, que le dénominateur de z ne peut pas contenir les
facteurs x , * — 1, x+ 1. La démonstration est la méme pour ces trois
facteurs, et il nous suffira de considérer le premier d’entre eux.

Décomposons en fractions simples les fractions rationnelles qui re-
présentent par hypothese les valeurs de u, #’, etc., et désignons par

ou Bx’,

4w

le terme de « ou x entre en dénominateur avec le plus grand exposant
possible. Il y aura dans P un terme semblable, et ce terme sera
1 )

— = on — ; x” %

4

Lé . da , end .
equatxon e =u’y, nous montre que u en contiendra auss) un,

savoir :

B
——:ﬁ ou rBx"t.
x

Nous le représenterons par B,x"—', et nous aurons

B, = rB.
L’équation
du'

& = uPu + v

nous montre de méme que la fraction simple provenant de la décompo-
sition de #’, ou x se trouve en dénominateur avec le plus grand expo-
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sant possible, est

B, étant lié 2 B et B, par la formule

B, = (r—1)B, + "_f

En général, le plus grand exposant de x dans le dénominateur de 2"

ne peut pas surpasser p-+i ou i —r, et 'on peut toujours supposer
qu’il existe une fraction simple correspondante, savoir,

B, .
— ou Bx"%; .
P

senlement nous ne pouvons pas affirmer & priori que B; aura une va-
leur différente de zéro. Ajoutons que I’équation

du¥)

= i — @4 1)Puli™ o it

entrainera dans tous les cas celle-ci :

B, = (r—i)B; + ﬁ:{'—i—'—) Bi_..

La formule que je viens d’écrire s’étendra méme au cas o i = u, si

Pon a soin de remplacer la derniére équation du systeme (7) par ces
deux autres

dul™)

— = uPU#=) 4 gl Wt = o,

dont la seconde exige que B,.., = o. Maintenant si 'on divise par B
toutes les équations trouvées entre B, B,,..., B, ., etsi l'on fait en

général
B;
B By

Tome V.— Deceuszs 184o.

57
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on devra avoir, d’aprés ce qui précede,

h, =r,
hy =("—1)h0+%’
ht-H - (" - l) k; -+ I(F—4i+l) ht—n

...................................

puis hpr, = oO.

Or cela est impossible, la valeur de r étant négative, car les formules
que nous trouvons sont précisément celles du systeme (8), et nous

avons vu, n° 8, que les racines de I'équation %, = o sont toutes posi-
=3
2

7. La méme démonstration s’appliquant aux facteurs x—1, x+1[*],
il en résulte que u ne peut étre rationnelle sans se réduire 4 un poly-
nome entier. Mais cétte réduction n’a pas lieu nécessairement pour les

tives et égales a

autres inconnues z®, #* ", etc., qui entrent dans le systéme des
équations (7). Cela étant, désignons par X un polynome tel, qu'en
multipliant par X ou par sa dérivée une quelconque des quantités & ),
Pu'”, le produit obtenu soit toujours entier. Les équations (7) multi-

pliées par X peuvent se mettre sous la forme

d.Xu dXx

= ‘— u 2—‘:— = X.u,,
d.Xw , dX — "
- — WL = uPXy + Xuo,
©) . .(:) .........................................
d-’:: _ 04X i(p — i 1) PXati= 4 Xub*,
‘f_xi(i) (v 94X PXz#—"
dz

[*] 1l faut, bien entendu, considérer alors d’'une maniére spéciale les fractions simples
ayant pour dénominateurs les puissances les plus €élevées de z — 1 ou de x4 1.
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Désignons par ax” le premier terme du polynome u ordonné suivant les
puissances descendantes de x; désignons de méme par Ax™ le premier
terme de X, en sorte que I’on ait

Xu = Aax™*™ 4 etc.

La premiére des équations (g) nous fournira

Xu' = Aarx™+"=' 4 etc.,
c’est-a-dire
Xu' = Aah,x™* "'} etc.,
en posant i, = r. L'équation
d.Xu' dX ,
dxu —u ™ = uPXu 4+ Xu
nous fournira ensuite
d. Xu’' dX
X = Y w2 uPXu.
dz dx :

Or le produit «uPXwu doit se réduire & une fonction entiere , et (dapres
la composition de P, X et %) il est aisé de voir que le premier terme
de cette fonction entiére sera

# -2,
— z.Aax”‘ i

on aura donc

X' = Aa [(r — A + ‘Z‘] "= 4 ele.,
ou
Xu" = Aah,x™*"~? 4 etc.,

en posant
‘ll
hy = (r—1) b, + T
En continuant ainsi on s’assurera que le degré du polynome Xzt u:

peut pas surpasser m -+ r — #, et que par suite on a le droit de poser

Xu) = Aah;x™+"—¢ 4 ete.,

Ir
~
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h; se réduisant & zéro si le terme en x™ "¢ manque dans Xu(". En
vertu de I’équation

d.Xu(‘) i dX 3 . i~y it
— ()zz-l(lu—z-{-x)qu( ) 4 Xt

on trouvera d’ailleurs

. i(p— i+
hi-H = (r—-z)k,- -+ f("‘Tll) h,'..“
relation qui s’étendra méme a la valeur i = u si ’on remplace la der-
niére des équations (g) par ces deux autres

d.Xu(® _ u(") (2{

= = pPXu~") 4 Xple ) Xty = o,

dont la seconde exige que %,., = o. L’exposant r se trouve ainsi déter-
miné, et nous voyons qu’il est égal 4 S, puisque les relations établies
entre &, h,, etc., coincident avec celles du systéme (8).

8. Le premier terme du polynome u, ordonné suivant les puissances
descendantes de x, a donc pour exposant ‘g. Mais si I’on recommence
les calculs précédents en ordonnant ce méme polynome z et tous les
autres polynomes Xz, 1 %, suivant les puissances ascendantes de x,

on trouvera précisément les mémes équations pour déterminer le degré

du premier terme de «, et 'on conclura de nouveau que ce degré = %‘

Cela tient a la forme particuliére de la fraction

1 - 22)
P=— —————4((1_1)3)’.
Cette forme est en effet telle que si U et PU sont des polynomes en-
tiers , le premier terme de PU s'obtiendra toujours en divisant par
— 4x* le premier terme de U, soit quon ait ordonné par rapport aux
puissances descendantes de x, soit qu’on ait ordonné par rapport aux
puissances ascendantes. 11 suit de 14 que le terme de « du degré le plus



PURES ET APPLIQUEES. 453

élevé et le terme de « du degré le moins élevé ont les mémes exposants g.
»

Par conséquent « ne peut étre qu'un monome de la forme ax?. Exa-

minons si cette valeur de « s’accorde avec les équations (7). De la pre-

miére de ces équations on tire

la seconde donne ensuite

o~ &
v 1 4 23 = a —2) 53
W = 2—-——-—§w_x3;,.a.r2 + -—“("4 x®

lefacteur x — 1 se trouve ici en dénominateur avec I'exposant 2, et la
fraction simple qui le contient ainsi 4 la seconde puissance est

aﬁ .
f{z— 1)’
en posant
ﬂﬂ - ’4—‘7
on peut la représenter par
ah,
=

En se servant des équations successives (7), on verra de méme aisément
que le facteur x —1 entre tout au plus 4 la puissance i dans le déno-
minateur de u(?), et que par conséquent on a le droit d’y supposer re-
présentée par
ah;
(—1)*

la fraction simple pour laquelle Pexposant de 2 —1 estle plus grand
possible. De plus on trouve &; = — 24, puis, pour i >a,

ki+l = = ik,- -+ l(_ﬁ“—?‘k_l‘) hi-—-n

relation que I'on peut étendre méme au cas de i = x, en remplacant,
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comme au n° 6, la derniere des équations (7) par les deux autres

du( )

— = Mpu(#—l/ + u(ﬂ-+l)’ " = o,

dont la seconde exige que %, ., = 0. Mais les équations

hy = ’Z‘, y Riy = — ih; 4 '("_——4’—_“—)/1,-_,,..., huii = o,
que nous venons de former, sont incompatibles, puisqu’elles se dédui-
sent du systéme (8) en donnant A rla valeur o qui ne peut annuler 4,
comme on I’a vu n® 5. Donc la valeur de u ne peut pas étre exprimée par
un monome; donc cette valeur de # n’est pas rationnelle; donc aussi
les intégrales y,, y,,..., de 'équation (5) ne s’expriment jamais algébri-
quement. Notre analyse prouve en méme temps que les produits formés
d’un nombre w quelconque de ces intégrales ne se réduisent jamais a
une fonction algébrique et rationnelle de x : on a vu en effet (n° 4]
que ces produits satisfont 4 la méme équation que .

9. Cherchons 4 présent s'il y a une intégrale de I'équation (5) qui
puisse s’exprimer en joignant aux signes algébriques les signes exponen-
tiels et logarithmiques. Or, quelle que soit la fonction algebrique P, ’ai
prouvé dans un autre Mémoire [*] que pour que I'équation

d:

dont I'équation (5) n’est qu’un cas particulier, ait une intégrale du
genre de celle dont nous venons de parler, il faut que I’équation

de R
m Tt = P

puisse étre vérifiée par une valeur algébrique de ¢. J'ajouterai ici, que
ce théoréme subsisterait encore lors méme que pour obtenir la valeur

{*] Voyez les n>* 9, 10 et 14 de mon Mémoire sur Uintégration d’une classe d’équa-
tions différentielles du second ordre en quantités finies explicites, tome IV de ce Journal,
page 435. A la vérité dans ce Mémoire j’ai eu surtout en vue le cas ol P est un simple
polynome entier; mais cela n’empéche pas I'analyse dont j'ai fait usage de s’étendre &
une fonction algébrique quelconque.
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de y on serait obligé de joindre le signe [ d’intégration indéfinie aux
signes algébriques, exponentiels et logarithmiques; cela tient 4 ce que
les fonctions qui naissent de 'emploi du signe [ jouissent, dans ce
genre de recherches, de propriétés toutes semblables 4 celles des loga-
rithmes [*]. Ce théoréme fondamental étant admis, je dis que toutes les
fois qu’il est impossible d’obtenir une fonction rationnelle de x en
multipliant entre elles des intégrales de Péquation (6) [ce qui arrive en
effet, comme on I’a vu tout-a-I'heure, pour la valeur particuliere de P
qui répond 4 I’équation (5) ], I'équation algébrique irréductible dont
¢ dépend ne peut étre que du premier degré. En effet, si cette équation
etait dun degré i > 1, ses racines ¢, £35..., ¢; donneraient naissance a
une suite de fonctions

N —_— Jt.dx . St.dx . tidr
Y= e y Y= e 7'--7]1'—3'/ y

qui toutes seraient des intégrales particuliéres de I'équation (6). Cela
est démontré dans le n° 12 du Mémoire cité en téte de ce numeéro , et
Pon y fait voir de plus que le produit de deux quelconques des fonc-
tions ., ¥4,..., ¥;, est de la forme

C

tn —

ImFn =

[*] Cest ce que j'ai déja remarqué a la fin du Mémoire dont il est question dans la
Note précédente. Au reste, dés quon admet le signe / d'intégration relative 4 z dans
les fonctions dont on s’occupe , on peut renoncer aux signes logarithmiques que le signe-
/ remplace immédiatement, puisque I'on a

o 4
log f(x) = i %dj - log f(a).
Les nouvelles fonctions finies explicites auxquelles donnera lieu le signe [ combiné¢ un
nombre limité de fois avec les signes algébriques et les signes exponentiels se partageront
en espéces, comme les anciennes, d’aprés le nombre des signes transcendants qui por-
tent les uns sur les autres. Enfin , pour bien comprendre quelle est, dans ce genre de
recherches, 'analogie des fonctions intégrales avec les fonctions logarithmiques, il suffit
d’observer que si 'ona 6 = [vdz, 1a différentielle de la fonction @ (x, 06+ 6), ol i est
une constante, se déduira de celle de ¢ (=, 6), savoir ¢’x (2, 8) + 0’6 (x,b)0, en y
remplacant simplement § par x -+ 6, ce qui est précisément ( voyez la note au bas de la

page 52+, tome HI de ce Journal ) la propriété fondamentale qui nous sert en général
pour traiter les fonctions logarithmiques.
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C étant une constante différente de zéro. Multipliant entre elles les
i—(—';—zzl—) équations qui se déduisent de celle que nous venons d’écrire ,

puis élevant au carré le résultat final, on aura donc

B
(g2 il = (ot (ti—t: e (tia— )’

12

B étant une nouvelle constante différente de zéro, et

(tz - tl)z (ty — tc)z' . (ti—‘ - t")z

étant au signe pres le dernier terme de I'équation aux carrés des diffé-
rences des racines £, , ¢,,. . ., #;. Ce dernier terme étant nécessairement
rationnel, il faudrait que (¥, 7,... 7;)? le fut aussi; or cela est ab-
surde, car (¥, 7,... 7 ) est le produit de 2/ intégrales de ’équation (6),
et, par hypothése, un tel produit ne peut pas s’exprimer en fonction
rationnelle de x.

10. Pour compléter notre démonstration et prouver que I'équation
(5)n’a aucune intégrale de la forme y = une fonction finie explicite de
x, il nous reste encore 4 montrer que I’équation

(o R (=

ne peut pas étre vérifiée par une valeur rationnelle de z.
Cette valeur rationnelle, si elle existait, se composerait d’une partie

entiére exprimée par un polynome d’un certain degré m et d’une partie

. . . . . dt
fractionnaire. Or si la partie entiere de £ est de degré m, celles de %,

dr .
et — + £ seront respectivement de degré am, m —1, am, ce qu’on ne

peut admettre , puisque le second membre de I'équation (10) est une
fraction proprement dite. Cette conclusion subsiste méme dans le cas
ol m = o, comme il est aisé de s’en assurer. 1l suit de 12 que la partie
entiére de £ est identiquement nulle ou que ¢ est une fraction pro-
prement dite. Décomposons cette fraction rationnelle en fractions
simples, et il y aura au moins une de ces fractions qui sera de la
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forme
A
=
A ne se réduisant pas a zéro. En effet, si # ne contenait pas le facteur x

. . de : . .
en dénominateur, 7z e le contiendrait pas non plus, ce qui est ab-

surde , puisque x entre en diviseur dans le second membre. Cela posé,
parmi les fractions de la forme

kg

qui peuvent résulter de la décomposition de ¢, je considére spéciale-
ment celle pour laquelle Pexposant n est le plus grand posfs1ble puis
je mets la valeur de ¢ sous la forme

¥ étant une nouvelle fraction dans le dénominateur de laquelle x ne
peut pas entrer plus de 7 — 1 fois. On en tirera

de ’

= zn+: + ¥,
An

t’ —= ,z_;" + "I’”’

¥ et ¥ étant des fractions dont les dénominateurs ne peuvent contenir
x 4 des puissances plus grandes que n et 2n — 1. L'équation (10) nous
donne

(1 +2p

pE ==

A2 nA

x2n - xn+x

4+ ¥ Y =

si . est > 1, on arrive donc a une absurdité, car on obtient pour va-
A? . , .

leur de = une fraction dans laquelle x n’entre en dénominateur

quwavec un exposant < 2m; si n =1, cette absurdité disparait et

Tome V. — Dicexpre 1840. 58
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I'ona
A’ — A , ; (1 + 22
i
c’est-a-dire
A — A ’ " ] i 1 1 _ 1
= = YYD Ty T = e
d’oti résulte nécessairement
Al —A=— on A=0"L
4 9

Ainsi la fraction %x est la seule fraction de la forme

A

E

qui puisse résulter de la décomposition de ¢. On verra de la méme
maniére que
1 1
afz—1)’ afzr+1)

sont aussi les seules fractions de la forme

A A
= E o

auxquelles on puisse étre conduit. Mais il peut en outre exister dans la
valeur de ¢ décomposée des fractions de la forme

_A
(= —py’

p étant une constante qui ne se réduit ni 4 zéro, ni a l'unité prise posi-
tivement ou négativement. En suivant la méme marche que ci-dessus on
trouvera que pour ces fractions n =5 et A = 1. La valeur de ¢ doit
donc étre de la forme

1 | 1 1 ki

t= —+ + + +..+

2z afz—1)  2(z+41)  x—p £s—q
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Mais il suivrait de la que I’équation (5) serait satisfaite en posant

Yy = ef'* = (x—p)... (x — @ Vx— 2,
c’est-a-dire

¥y = une fonction algébrique de x,

ce qui est absurde. Donc £ n’a pas de valeur rationnelle. Donc aussi y
n’est pas une fonction finie explicite de x; ce qu'il fallait démontrer.

14. Ayant ainsi traité complétement le cas ou I'équation (4) n’a pas
de second membre, je vais maintenant y ramener le cas général. Et
d’abord je vais prouver que si I'équation (4) a une intégrale exprimable
en fonction finie explicite de xr, I'intégrale dont il s’agit sera purement
algébrique. Car si I'on nie cela, soit m l'indice de la fonction finie ex-
plicite vérifiant 'équation (4), et réduisons & son minimum le nombre
des transcendantes monomes de m*™ espéce contenues dans cette fonc-
tion. Je dis qu’aucune d’elles ne sera de la forme e*. Dans 'hypotheése
contraire posons en effet ¢’ = § et

2 = @(-13 9)7

la fonction @ étant algébrique par rapport a § et par rapport aux autres
transcendantes de m“™ espéce. En différentiant on aura

= 0@ + o (% 0) 8% = f(x0),

et f(x,6), F(x, §) seront des fonctions du méme genre que ¢ (x, §),
c’est-a-dire des fonctions algébriques par rapport 4 f et par rapport aux
autres transcendantes de m*™ espéce. Pour que 1’équation (4) soit satis-
faite, il faudra donc que I'on ait

(x —23)F(x, 6) + (1 — 32%) f(x, &) —z0 (x, 0) = — —x—snﬂ,

(1 — z*sin 24)-;-

équation dans laquelle on aura le droit de remplacer § par .8, u étant
r
58..
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une constante quelconque [*]. Ainsi, quel que soit &, il viendra

(z—a%) F (z, 60) + (1—32%) f (, p8) — 2p (2, ) = — 2 sin « cos ¢ ..

(1 — z*sin)®
Mais c’est la précisément le résultat qu'on aurait obtenu en posant

2 =29 (x y M 9)1
puisque la différentiation aurait donné

L = . )+ @) (x, 8 b % = f (, h),

= f1(@, k) S (2, u8) b % =F (x, ).

Donc on satisfera 4 'équation (4) en posant z = ¢ (x, uf), d’ou il suit
que I'équation qui s’en déduit en supprimant le second membre aura
cette intégrale

@ (x, ub) — ¢ (x, 8);

or cela est absurde, puisque aucune des intégrales de I’équation dont il
s’agit ne peut étre une fonction finie explicite de x.

On arrivera 2 une absurdité du méme genre si I'on suppose que z
puisse contenir un logarithme de m®™ espéce tel que § = logv; seule-
ment, dans les calculs qui précédent, on devra remplacer 8 par u—+ 4
et non plus par . Je ferai observer que les mémes raisonnements
s’appliqueraient aux fonctions produites par 'emploi du signe d’inté-
gration indéfinie /. Ces fonctions ne peuvent étre admises dans la valeur
de z sans conduire 4 une absurdité. Les transcendantes étant ainsi
exclues de la valeur de z, il reste 2 examiner si cette valeur peut étre
algébrique; dés qu'il sera prouvé qu’elle ne peut pas1'étre, on aura le
droit de conclure qu’elle n’est exprimable explicitement par aucune
formule renfermant un nombre limité de fois les signes algébriques,
exponentiels et logarithmiques, et le signe /'d’intégration indéfinie.

[*] Voyez tome 1I de ce Journal, page 76.
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12. Désignons par A une fonction algébrique irrationnelle quel-
conque, et par L, M,..., N, des fonctions rationnelles de x, puis
considérons I’équation linéaire
(11) Lo e ME 2 . 4+ Nz=T,
ou le second membre est supposé fonction rationnelle de x et de 2. Si
I'équation (11) est satisfaite en prenant pour z une fonction algébrique
de x, elle le sera aussi en prenant pour z une certaine fonction ration-
nelle de x et de A,

En effet, la valeur de z algébrique en & qui satisfait par hypothése
a Féquation (11), peut étre regardée comme une fonction algébrique de
x et de A déterminée par une équation irréductible de la forme

(12) z#* 4+ Kz*7' 4 ete. = o,

dont les coefficients K, etc., sont rationnels en x et A Les dérivées suc-
cessives de z s’obtiendront aisément en différentiant I'équation (12), et
elles seront toutes fonctions rationnelles de x, A et z: en les substituant
dans le premier membre de I'équation (11) et désignant par f une fonc-
tion rationnelle, on aura donc

(13) f(x., A, z3) = T.

Mais I'équation (12) étant irréductible, si une de ses racines z, satisfait
a l'équation (13), les autres z,,..., z,, devront y satisfaire aussi. En
d’autres termes I’équation (11) ne peut avoir I'intégrale z = z, sans
avoir en méme temps les intégrales z = z,, ..., z = 2,, et par suite I'in~
tégrale

T A R R

7 = = —

#®

X R

c’est-a-dire

z = fonction rationnelle de x et A,

ce qu'’il fallait démontrer.
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En appliquant ce théoréme i I’équation

. dz dz x sin & cos
(ll) (-1‘—13)5,—(—(1—31")‘1—’:—1;:———-—————2_,

(1 — x? sin *a)*

on voit que Pexistence d’une intégrale algébrique entraine celle d’une
intégrale de la forme

z2 = u+ v\Vi—x*sin’a,

u et v étant des fonctions rationnelles de x; d’ailleurs si une telle inté-

grale existe, il faudra qu’apres la substitution de z dans I’équation (4)

la partie rationnelle soit nulle, indépendamment de la partie irration-
- nelle, ce qui donnera

d*u
dl"

du
(x — x*) +(1—3x’)£—xu=o,
et par suite u = o, puisque u#=o est la seule intégrale algébrique que
puisse posséder I’équation en u, équation qui n’est autre que I’équa-
tion (4) privée du second membre. La valeur de z sera donc sim-
plement

z = v V1 — x? sin’a.

135. La fonction rationnelle v peut étre regardée en général comme
composée d’une partie entiere et d’une partie fractionnaire contenant
un certain nombre de fractions de la forme

a
(z—p)
Désignant par n le degré de la partie entiére , ne mettant d’ailleurs en
évidence qu’une des fractions simples, et supposant que la fraction
simple ainsi indiquée explicitement soit parmi les fractions qui ont
x — p en diviseur celle pour laquelle 'exposant i est le plus grand,
nous écrirons

<

== [Aﬂ I +] Vi — x?sin?a.
(x —p)*
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Or, si nous différencions cette expression deux fois de suite pour en

. dz d? . . ’ .

tirer —, 7z Puis s1 nous portons ces valeurs dans I'équation (4),

; \ . Ry . 3

il faudra qu’aprés avoir tout multiplié par (1 — x?sin®a)?, les deux

membres de cette équation (4) soient égaux entre eux. 11 faudra donc:
1°. Que la partie enti¢re du premier membre se réduise 2

— X sina cosa;

or, en formant (ce qui est trés facile) le premier terme de cette partie
entiére, on le trouve égal a

— A (n 4+ 2)® sin*a "+

il faut donc que A soit zéro et ¢ purement fractionnaire ;
2°. Que la partie fractionnaire se réduise d’elle-méme a zéro, d’ou
il est aisé¢ de conclure d’abord que les seules valeurs possibles de p

sont
L}

p=o0, p= =1, P=isina;
en effet (on le voit de suite) pour toute autre valeur de p il y aurait une-
fraction de la forme

g

dans laquelle g serait essentiellement différent de zéro, et qui ne
pourrait étre détruite par aucune autre. Et quand on donne 2 P une
des cinq valeurs écrites ci-dessus, un calcul un peu plus long, mais
fort simple encore, suffit pour constater de méme que la fraction con-
tenant en dénominateur la plus haute puissance de x — P, ne peut
pas disparaitre. Dés lors il est prouvé qu’en attribuant & z une valeur
de la forme indiquée tout-2-I'heure, on ne peut jamais satisfaire A
Iéquation (4). Cette équation (4) n’a donc aucune intégrale algébrique;
par suite elle n’a aucune intégrale exprimable 4 1’aide d’'un nombre
limité de signes algébriques, exponentiels et logarithmiques, auxquels
on peut méme joindre le signe f d’intégration indéfinie. Donc enfin un
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nombre limité des signes dont il s’agit ne peut pas non plus fournir en
fonction du module les valeurs des fonctions elliptiques de premiere
espece. L’équation
dE

montre ensuite que le méme théoréme a lieu pour les fonctions ellip-
tiques de seconde espéce; car si E pouvait s'exprimer en quantités
finies, cette équation conduirait 3 une valeur finie de F, ce qui est
absurde.



