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PURES ET APPLIQUÉES. 44i 

CONSIDÉRÉES COMME FONCTIONS DE LEUR MODULE ; 

1. En désignant par Ε, F, les fonctions elliptiques de première et 
de seconde espèce qui répondent à l'amplitude a et au module χ, on a, 
d'après les définitions de Legendre, 

Quand on donne au module χ une valeur déterminée, Ε et F de-
viennent des fonctions de l'amplitude α seulement ; et j'ai fait voir que 
ces fonctions sont des transcendantes d'espèce supérieure qui ne peuvent 
pas s'exprimer en termes finis à l'aide des signes algébriques, exponen-
tiels et logarithmiques [*]. Le seul cas où χ = ο fait exception, puisque 
l'on a alors Ε = a, F = a. 

Maintenant, au contraire, attribuons à l'amplitude α une valeur dé-
terminée différente de zéro, en laissant quelconque le module Λ\ Dans 
cette hypothèse, Ε, F seront des fonctions de χ, et je me propose de 
prouver que ces quantités ne sont pas non plus des fonctions finies ex-
plicites de x. On peut même ajouter qu'elles ne s'exprimeraient pas 
davantage en termes finis si l'on joignait aux signes algébriques, expo-

MÉMOIRE 

Pu j. i.ioi viu.i; 

( Présenté à l'Académie des Sciences , le 6 janvier 1840. ) 

[*] Journal de l'École Polytechnique, l3me cahier. 
Tome V. — DECEHBRE 1840. 56 
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nentiels et logarithmiques, le signe J, indiquant une intégrale indéfinie 
relative à la variable jc, c'est-à-dire une intégrale dont la limite supé-
rieure est χ et dont la limite inférieure est une constante déterminée ou 
arbitraire. Ce nouveau théorème est par rapport au module χ, ce que 
l'ancien est par rapport à l'amplitude a ; il était, si je ne me trompe, 
plus difficile à démontrer rigoureusement. Je n'y suis parvenu d'abord 
qu'en m'appuyant sur la forme particulière des séries auxquelles 
donnent naissance les fonctions algébriques d'une variable lorsqu'on 
les développe suivant les puissances ascendantes ou descendantes de 
cette variable. Mais en continuant mon travail j'ai réussi enfin à m'af-
franchir de toute considération relative aux suites infinies. C'est ce que 
l'on verra dans les numéros suivants. 

2. Rappelons d'abord que la fonction F satisfait à une équation dif-
férentielle du second ordre dans laquelle χ est la variable indépen-
dante. En effet, si l'on différentie la valeur de E, on a 

et par conséquent, 

ι'1) 

D'un autre côté, en différentiant la valeur de F, on obtient 

c'est-à-dire 

Or il est aisé de vérifier que 

On a donc 

dE dx = - uo x sin2 a de 1-z2 sin2 x 
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L'équation (2) fournit la valeur de E, et par suite celle de — ; en por-

tant ces valeurs dans l'équation ( 1 ), on trouve finalement 

(4) (x-x3) d2z dx2 + (1 - 3x2) (4) (x-x3) d2z dx2 + (1 - 3x2) (4) (x-x3) d2z dx2 + (1 - 3x2) 

Telle est l'équation différentielle du second ordre à laquelle F satisfait. 
Nous aurons prouvé que pour aucune valeur de α, différente de zéro, 
F n'est une fonction explicite finie de a?, si nous faisons voir que, sauf 
l'intégrale insignifiante ζ = ο dont on doit toujours faire abstraction, 
l'équation 

((4) (x-x3) d2z dx2 + (1 - 3x2) 4) (x-x3) d2z dx2 + (1 - 3x2) 

a laquelle satisfait évidemment l'intégrale ζ = F, n'est jamais vérifiée 
par une valeur de ζ exprimable en fonction finie explicite dear. 

3. Le second membre de l'équation (4) disparaît lorsque l'ampli-

tude α est un multiple de Examinons avec étendue ce cas particulier, 

auquel il sera facile de ramener ensuite le cas général, et discutons en 
conséquence l'équation 

(x- *3) S+^ -3χ2) £ - ** = °» 

ou plutôt l'équation plus simple 

^ ' dx* 4 (χ — .r3)1 J?^ ' dx* 4 (χ — .r3)1 J? 

que l'on en déduit en posant 

z = y x - x3 

Cette équation (5) est un cas particulier de l'équation 

(6) g = Pr, 
r»(). 
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où Ρ est une fonction quelconque de χ, et dont nous allons d'abord 
nous occuper d'une manière générale. 

4. Désignons par μ un nombre entier positif, et par γ,, y?, ■ ·., jr
m

, 
des intégrales de l'équation (6) en nombre quelconque. Il est aisé de 
voir, et j'ai prouvé ailleurs [*] que si l'on pose 

" = jrt + jri1 +■ · ·+ J» » 

u dépendra d'une certaine équation différentielle linéaire de l'ordre 
{μ -Pi), que l'on obtiendrait en considérant les (μ-\- ι) équations que 
voici 

(7) 

du dx =u' 

du' dx = uPu + u'' 

du' dx = uPu + u''du' dx = uPu + u'' 

du dx= i (μ — i-t- i) P«t,-,) -hu (i+1) 

du (x) dx = u Pu (u-1 

puis éliminant les μ quantités auxiliaires u', κ",..., u(/t\ 
Soient Y,, Y

a
, deux intégrales de l'équation (6), distinctes entre elles, 

et g une constante arbitraire ; Y, -+- g Y
a
 sera une intégrale de l'équa-

tion (6), de sorte que l'équation linéaire de l'ordre (,u+i) dont m dé-
pend sera satisfaite si l'on pose 

u = (Y, + gY
%
y, 

ou 

U =Y? -+- ^gY/-1 Y
a
 + ...+ g*Y?. 

[*] Tome IV de ce Journal, page 4^9· 
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Or g étant une constante arbitraire, cette intégrale de l'équation 
linéaire en u entraîne les intégrales suivantes : 

« = Yf, u = Yf-'Ya,..., u — Y£\ 

Donc, en désignant par A , A,,..., A , des constantes arbitraires , on 
pourra encore poser 

u = AYf -+- Α,Υί-'Υ, +...+ A^Yî1. 

Enfin si l'on observe que toute intégrale y
t

, y
2
,. . . ,y , de l'équation 

(6), peut s'exprimer par aY, -H bY
2

, a et b étant des constantes con-
venables , et que par suite le produit y, y

2
. ,. γ , se réduit à la forme 

AYf 4- A.Y/-Y, +...+ Α,ΥΪ; 

on en conclura que l'équation en u sera également satisfaite par 
u = y1 y2 ... yu 

o. En appliquant les équations (7) au cas où Ρ est un simple mo-

nome de la forme —, on est conduit à démontrer un théorème d'al-
gèbre qui nous sera utile par la suite. Supposons la constante l\a 4- 1 
différente de zéro, afin que les racines β, y, de l'équation 6 (β —1)= a 
soient inégales. L'intégrale de l'équation (6) est alors 

y — +- Co*. 

On satisfera donc à l'équation linéaire dont u dépend en prenant 

u — Αχμβ 4-··.4- ΑμΧ^. 

Il suit de là que si, après avoir posé Ρ = on cherche à satisfaire aux 
équations (7) en prenant u = xr, l'équation de condition dont l'expo-
sant r dépendra, devra avoir les racines 

Γ=μβ, Γ = (μ — i)(S4-}',.»., r = ̂ y. 

Or quand on fait u = xr dans les équations (7), on trouve pour 
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u\ u",..., ..., , des valeurs monomes de la forme 

u' — h,xr~1, u" = h2x
r~',..., ιά·'' = hiXr-i, .. ; 

les coefficients h,, A
2
,..., A,,..., étant liés entre eux par cette série 

d'égalités 

A, = r, 

ht = (r — i) A, — a«, 
A, = (r — a) A

a
 — a. ι ( μ — ι) A,, 

Ai+, = (r — i) A, — α.ϊ(μ — ί -Η ι) A,.,, 

Α,Μ-, = (r — u) Ιιμ — a. uhp.-l
. 

On a ajouté, pour la symétrie, le coefficient A„.H-,, et c'est en posant 
Α

λ
._, = ο, que l'on doit déterminer r. Cette équation A^, = ο est évi-

demment de degré μ ι, et elle doit avoir les (μ -h i) racines r=«/3, 
/· = ( u — τ)- β -I- y,. .., r = μ-y. Par suite le polynome h

F
^, est dé-

composable dans le produit des facteurs 

fr — μβ\ [r — (u — ι) β — y] [r — uy]. 

Cette décomposition ayant lieu en général, il est aisé de voir qu'elle 
subsistera même pour la valeur particulière de a qui rend égaux entre 
eux les facteurs simples écrits ci-dessus. En prenant donc a = — J , 
ce qui donne α = β = il viendra 

Α.— = (r-u 2 u +1 

ainsi A^-H, ne pourra s'évanouir que pour r = De là ce théorème, 

qui pourrait se démontrer par d'autres moyens : les racines r de l'é-
quation qu'on obtient en posant A^, = o, après avoir déterminé , 
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à l'aide des jormules 

h1 = r, 

h2 = (r-1) h1 + e4, 

^i-,ι = [r — i) 4- ' k* ^ +
1), h-1 

\ = (r—μ) hp + Zhp-i, 

sont toutes égales entre elles et àu2. 

6. Revenons maintenant à l'équation (5), laquelle répond au cas de 

4 (^· — χ?γ '4 (^· — χ?γ ' 

et prouvons que cette équation (5) n'a pas d'intégrale algébrique. Par 
une méthode identique avec celle du n° 5 de mon Mémoire sur l'inté-
gration d'une classe d'équations différentielles du second ordre en 
quantités finies [*], on démontrera d'abord que si l'équation (5) avait 
une intégrale algébrique, le système des équations (7), où l'on doit 
prendre désormais 

4 (^· — χ?γ '4 (^· — χ?γ ' 

devrait, pour des valeurs convenables de M, être vérifiée par une va-
leur de u rationnelle et différente de zéro. Prouvons qu'une telle valeur 
de u est impossible. 

Si la valeur de u était une fraction rationnelle , son dénominateur ré-
duit à sa plus simple expression, ne pourrait contenir aucun facteur 
{χ — p), différent des facteurs χ, χ — ι, χ-h 1, qui se trouvent déjà 
dans le dénominateur de P. En effet, si χ — ρ se trouvait dans le dé-

[*] Voyez tame IV de ce Journal, page 431 ■ 
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nominateur de u avec l'exposant ρ, la théorie connue de la décomposi-
tion des fractions rationnelles en fractions simples et la considération 
attentive des équations (7) nous montrent que ce même facteur entrerait 

dans les dénominateurs de u', u^\ , avec les expo-

sants respectifs ρ 1, ρ -1- a ,..., ρ -H /» — 1, p-U μ, ρ -+- μ + ι ; or 

cela est absurde puisqu'on a . 
Je dis, déplus, que le dénominateur de u ne peut pas contenir les 

facteurs χ, χ — ι,Λτ+i.La démonstration est la même pour ces trois 
facteurs, et il nous suffira de considérer le premier d'entre eux. 

Décomposons en fractions simples les fractions rationnelles qui re-
présentent par hypothèse les valeurs de u, uJ, etc., et désignons par 

~ ou Ba?r, 

le terme de u our entre en dénominateur avec le plus grand exposant 
possible. Il y aura dans Ρ un terme semblable, et ce terme sera 

-4^ ou ~1* ■ 

L'équation ̂  = M', nous montre que u' en contiendra aussi un, 

savoir : 
^7- ou rBxr~'. 

Nous le représenterons par B, xr~*, et nous aurons 

Β, = rB. 
L'équation 

£ = A.P» + «* 

nous montre de même que la fraction simple provenant de la décompo-
sition de u", où a? se trouve en dénominateur avec le plus grand expo-
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sant possible, est 

B2xr-2 

B
2
 étant lié à Β et B

4
 par la formule 

B
a
 = (r- i)B, -+-uB. 4 

En général, le plus grand exposant de χ dans le dénominateur de M
co 

ne peut pas surpasser ρ -f- i ou i — r, et l'on peut toujours supposer 
qu'il existe une fraction simple correspondante, savoir, 

Bi p+1ou Β ixr~i\ 

seulement nous ne pouvons pas affirmer à priori que B, aura une va-
leur différente de zéro. Ajoutons que l'équation 

d-~j~ = i (μ — i ·+■ 1) Ρ«(,-Ι> -1- uii+'} 

entraînera dans tous les cas celle-ci : 

B
l4

.( = (r- 0 Β, + + B,_
t

. 

La formule que je viens d'écrire s'étendra même au cas où i = μ, si 
l'on a soin de remplacer la dernière équation du système (7) par ces 
deux autres 

^ = yuPa^-'î -+- = o, 

dont la seconde exige que B^r = o. Maintenant si l'on divise par Β 
toutes les équations trouvées entre Β, Β,,. .., B^,, et si l'on fait en 
général 

Bi B =hi, 

Tome V.— DÉCEMBRB 1840.5 7 
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on devra avoir, d'après ce qui précède, 

A, = r, 
A, = (r - ι) A, H-u 4, 

h i+1 = (r - i) hi + i u-i+1 4 h i-1 

hfi~\~i — (r A^ "4" ^ A^—i, 
puis Α^-μ, = ο. 

Or cela est impossible, la valeur de r étant négative, car les formules 
que nous trouvons sont précisément celles du système (8), et nous 
avons vu, n° 5, que les racines de l'équation A^-^r = ο sont toutes posi-
tives et égales àu 2. 

7. La même démonstration s'appliquant aux facteurs .r—i, .r-t-i [*], 
il en résulte que u ne peut être rationnelle sans se réduire à un poly-
nôme entier. Mais cétte réduction n'a pas lieu nécessairement pour les 
autres inconnues , ιΙμ~ι\ etc., qui entrent dans le système des 
équations (7). Cela étant, désignons par X un polynôme tel, qu'en 
multipliant par X ou par sa dérivée une quelconque des quantités u(' \ 
Ρm

(°, le produit obtenu soit toujours entier. Les équations (7) multi-
pliées par X peuvent se mettre sous la forme 

d. Xu dx - u dX dx = Xu' 

d. Xw dx- U' ̂  r= «PXu + X«\ 

(9) 
d. Xu(i) dx"t0 i (A« — i i)PX«ci~l) -+■ X«0+,), 

d. Xu dx 11ίμ}
 ~ = yuPXM^- 0. 

[*] Il faût, bien entendu, considérer alors d'une manière spéciale les fractions simples 
ayant pour dénominateurs les puissances les plus élevées de χ — ι ou de χ + 1. 
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Désignons par axT le premier terme du polynome u ordonné suivant les 
puissances descendantes de χ·, désignons de même par kxm le premier 
terme de X, en sorte que l'on ait 

Xu = A-H etc. 

La première des équations (9) nous fournira 

Xu' == Aarxm*~r~~s etc., 
c'est-à-dire 

Xu' = kahtxm + r~*-\~ etc., 

en posant h, — r. L'équation 

—-— — u' — — μίΧιι -+- Xu 

nous fournira ensuite 

Xu = —-— — U -7- — «PXm. 

Or le produit uVXu doit se réduire à une fonction entière, et (d'après 
la composition de Ρ, X et u) il est aisé de voir que le premier ternie 
de cette fonction entière sera 

— j.kaxm-*-r-i; 
on aura donc 

Xu" = Aa[(r - 1) Λ, ■+■ -H etc.. 
ou 

Xu" = ka h%
 xm'*"'-3 -+· etc., 

en posant 

Κ — (/· — «) h, -+-u 4. 

En continuant ainsi on s'assurera que le degré du polynome X//c' n. 
peut pas surpasser rn -+- r — i, et que par suite on a le droit de poser 

Χμ03 = kahi.r.mJ~r~Î etc., 
57. 
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A, se réduisant à zéro si le terme en xm"+"r_I manque dans En 
vertu de l'équation 

^r2 - "(,) S=* &-i+ο pxm,'",) + x"c,+0 ' 
on trouvera d'ailleurs 

Λ/+, = (r — i)hi 4- + ^ Λί-«> 

relation qui s'étendra même à la valeur i = μ si Ton remplace la der-
nière des équations (9) par ces deux autres 

djJ^. _ g
 = μ

ρχ^-') + χ^+0, χ„(^0
 =

 ο, 

dont la seconde exige que = ο. L'exposant r se trouve ainsi déter-

miné, et nous voyons qu'il est égal à puisque les relations établies 
entre h

t
, h

3
, etc., coïncident avec celles du système (8). 

8. Le premier terme du polynome «, ordonné suivant les puissances 

descendantes de a?, a donc pour exposant Mais si Ton recommence 
les calculs précédents en ordonnant ce même polynome u et tous les 

autres polynômes X«(0, , suivant les puissances ascendantes dear, 

on trouvera précisément les mêmes équations pour déterminer le degré 
du premier terme de u, et Ton conclura de nouveau que ce degré =u 2, 

Cela tient à la forme particulière de la fraction 

P = - (1 + x2)2 4 (x - x3)2 

Cette forme est en effet telle que si U et PU sont des polynômes en-
tiers , le premier terme de PU s'obtiendra toujours en divisant par 
— l\x% le premier terme de U, soit qu'on ait ordonné par rapport aux 
puissances descendantes de χ, soit qu'on ait ordonné par rapport aux 
puissances ascendantes. Il suit de là que le terme de u du degré le plus 
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élevé et le terme de u du degré le moins élevé ont les mêmes exposantsu2. 

Par conséquent u ne peut être qu'un monome de la forme or3. Exa-
minons si cette valeur de u s'accorde avec les équations (7). De la pre-
mière de ces équations on tire 

_ *(' + *')' Λ . «*(μ—a) 2-3. 

la seconde donne ensuite 

_ *(' + *')' Λ . «*(μ—a) 2-3._ *(' + *')' Λ . «*(μ—a) 2-3. 

le facteur χ — ι se trouve ici en dénominateur avec l'exposant 2, et la 
fraction simple qui le contient ainsi à la seconde puissance est 

au 4 (x-1)2 ; 
en posant 

«a — 4, 

on peut la représenter par 

ah2 (x-1)2 

En se servant des équations successives (7), on verra de même aisément 
que le facteur χ — ι entre tout au plus à la puissance i dans le déno-
minateur de et que par conséquent on a le droit d'y supposer re-
présentée par 

ahi (x-1)2 

la fraction simple pour laquelle l'exposant de χ — ι est le plus grand 
possible. De plus on trouve h

3
 = — ih

3
, puis, pour i >2, 

Ai+) = - ihi +-
 hi

_, , 

relation que l'on peut étendre même au cas de i = μ, en remplaçant, 
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comme au n° 6, la dernière des équations (7) par les deux autres 

~ - /uPB^-" -+- u(^'\ u^l) = o, 

dont la seconde exige que ?ιμ+, = o. Mais les équations 

4 7 ' * ' * 1 4 "-i— I J · ■ · ? "/A-h ι Ο ; 

que nous venons de former, sont incompatibles, puisqu'elles se dédui-
sent du système (8) en donnant à r la valeur ο qui ne peut annuler h

u+I
, 

comme on l'a vu n° 5. Donc la valeur de u ne peut pas être exprimée par 
un monome; donc cette valeur de u n'est pas rationnelle; donc aussi 
les intégrales^·,, j·,,,..., de l'équation (5) ne s'expriment jamais algébri-
quement. Notre analyse prouve en même temps que les produits formés 
d'un nombre μ quelconque de ces intégrales 11e se réduisent jamais à 
une fonction algébrique et rationnelle de χ : on a vu en effet (n° 4) 
que ces produits satisfont à la même équation que u. 

9. Cherchons à présent s'il y a une intégrale de l'équation (5) qui 
puisse s'exprimer en joignant aux signes algébriques les signes exponen-
tiels et logarithmiques. Or, quelle que soit la fonction algébrique P, j'ai 
prouvé dans un autre Mémoire [*] que pour que l'équation 

(6) S =Py, 

dont l'équation (5) n'est qu'un cas particulier, ait une intégrale du 
genre de celle dont nous venons de parler, il faut que l'équation 

dt dx + t2 = P 

puisse être vérifiée par une valeur algébrique de t. J'ajouterai ici, que 
ce théorème subsisterait encore lors même que pour obtenir la valeur 

[*] Voyez les n°* 9, 10 et il de mon Mémoire sur l'intégration d'une classe d'équa-
tions différentielles du second ordre en quantités finies explicites, tome IV de ce Journal, 
page 435. A la vérité dans ce Mémoire j'ai eu surtout en vue le cas où Ρ est un simple 
polynome entier; mais cela n'empêche pas l'analyse dont j'ai fait usage de s'étendre à 
une fonction algébrique quelconque. 
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de y on serait obligé de joindre le signe f d'intégration indéfinie aux 
signes algébriques, exponentiels et logarithmiques; cela tient à ce que 
les fonctions qui naissent de l'emploi du signe f jouissent, dans ce 
genre de recherches, de propriétés toutes semblables à celles des loga-
rithmes [*]. Ce théorème fondamental étant admis, je dis que toutes les 
fois qu'il est impossible d'obtenir une fonction rationnelle de χ en 
multipliant entre elles des intégrales de l'équation (6) [ce qui arrive en 
effet, comme on l'a vu tout-à-l'heure, pour la valeur particulière de Ρ 
qui répond à l'équation (5) ], l'équation algébrique irréductible dont 
t dépend ne peut être que du premier degré. En effet, si cette équation 
était d'un degré i > ι, ses racines t

K
, t

( donneraient naissance à 
une suite de fonctions 

qui toutes seraient des intégrales particulières de l'équation (6). Cela 
est démontré dans le n° 12 du Mémoire cité en tête de ce numéro , et 
l'on y fait voir de plus que le produit de deux quelconques des fonc-
tions y, ,y,ji, est de la forme 

[*] C'est ce que j'ai déjà remarqué à la fin du Mémoire dont il est question dans la 
Note précédente. Au reste, dès qu'on admet le signe / d'intégration relative à χ dans 
les fonctions dont on s'occupe , on peut renoncer aux signes logarithmiques que le signe 
/ remplace immédiatement, puisque l'on a 

Les nouvelles fonctions finies explicites auxquelles donnera lieu le signe / combine un 
nombre limité de fois avec les signes algébriques et les signes exponentiels se partageront 
en espèces, comme les anciennes, d'après le nombre des signes transcendants qui por-
tent les uns sur les autres. Enfin , pour bien comprendre quelle est, dans ce genre de 
recherches, l'analogie des fonctions intégrales avec les fonctions logarithmiques, il suffit 
d'observer que si l'on a θ = f edx, la différentielle de la fonction φ (χ, μ β), où μ est 
une constante, se déduira de celle de φ(χ, 0), savoir <p'x{x, 0} -f- φ'6 {χ, b)v, en y 
remplaçant simplement 0 par « -+- 0, ce qui est précisément ( voyez la note au bas de la 
page 5iç, tome III de ce Journal) la propriété fondamentale qui nous sert en général 
pour traiter les fonctions logarithmiques. 

J, = Tu = eft'dx,..., y
t
 = ̂  

J m y η — tn 
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C étant une constante différente de zéro. Multipliant entre elles les 

' équations qui se déduisent de celle que nous venons d'écrire , 

puis élevant au carré le résultat final, on aura donc 

KX* y*·'-Xi) - (rj-f,)'...KX* y*·'-Xi) - (rj-f,)'... 

Β étant une nouvelle constante différente de zéro, et 

(*
a
 - «,)» c«, - «,)*... - tiY 

étant au signe près le dernier terme de l'équation aux carrés des diffé-
rences des racines tt, t2,. .., Ce dernier terme étant nécessairement 
rationnel, il faudrait que (jr< )s le fut aussi ; or cela est ab-
surde , car (/, χ

Ί
... rf )

a est le produit de iiintégrales de l'équation (6), 
et, par hypothèse, un tel produit ne peut pas s'exprimer en fonction 
rationnelle de x. 

10. Pour compléter notre démonstration et prouver que l'équation 
(5) n'a aucune intégrale de la forme y = une jonctionfinie explicite de 
χ, il nous reste encore à montrer que l'équation 

(IO) di + 1 — ~ 4 (* —(IO)di + 1 — ~ 4 (* — 

ne peut pas être vérifiée par une valeur rationnelle de t. 
Cette valeur rationnelle, si elle existait, se composerait d'une partie 

entière exprimée par un polynome d'un certain degré m et d'une partie 

fractionnaire. Or si la partie entière de t est de degré m, celles de t2, ̂  

et ^ -+- t* seront respectivement de degré a τη, m — ι, am, ce qu'on ne 

peut admettre, puisque le second membre de l'équation (ίο) est une 
fraction proprement dite. Cette conclusion subsiste même dans le cas 
où m = o, comme il est aisé de s'en assurer. Il suit de là que la partie 
entière de t est identiquement nulle ou que t est une fraction pro-
prement dite. Décomposons cette fraction rationnelle en fractions 
simples, et il y aura au moins une de ces fractions qui sera de la 
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forme 

A xn, 

A ne se réduisant pas à zéro. En effet, si t ne contenait pas le facteur χ 

en dénominateur, ̂  ne le contiendrait pas non plus, ce qui est ab-

surde , puisque χ entre en diviseur dans le second membre. Cela posé, 
parmi les fractions de la forme 

Axn 

qui peuvent résulter de la décomposition de t, je considère spéciale-
ment celle pour laquelle l'exposant η est le plus grand possible, puis 
je mets la valeur de t sous la forme 

< = è +y, 

Ρ étant une nouvelle fraction dans le dénominateur de laquelle χ ne 
peut pas entrer plus de η — ι fois. On en tirera 

Xn+I Τ "Τ" Τ 4(χ_χ3^·Xn+I Τ "Τ" Τ 4(χ_χ3^· 

Xn+I Τ "Τ" Τ 4(χ_χ3^· 

T" et P" étant des fractions dont les dénominateurs ne peuvent contenir 
χ à des puissances plus grandes que η et 2η — ι. L'équation (10) nous 
donne 

Xn+I Τ "Τ" Τ 4(χ_χ3^·Xn+I Τ "Τ" Τ 4(χ_χ3^· 

si η est > 1, on arrive donc à une absurdité, car on obtient pour va-

leur de une fraction dans laquelle χ n'entre en dénominateur 

qu'avec un exposant <2n; si η = ι , cette absurdité disparait et 
Tome V. — DÉCEMBRE 1840. 58 
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l'on a 

χ* φτ* 4(λ:—0* 4(Λ+ 0* 4(χ—0 4 (;r + 1)' 

c'est-à-dire 

χ* φτ* 4(λ:—0* 4(Λ+ 0* 4(χ—0 4 (;r + 1)'χ* φτ* 4(λ:—0* 4(Λ+ 0* 4(χ—0 4 (;r + 1)' 

d'où résulte nécessairement 

Aa — A = — 4 ou A = -. 

Ainsi la fraction — est la seule fraction de la forme 

Axn 

qui puisse résulter de la décomposition de t. On verra de la même 
manière que 

(χ —i)*' (x + i)"'(χ —i)*' (x + i)"' 

sont aussi les seules fractions de la forme 

(χ —i)*' (x + i)"' 

auxquelles on puisse être conduit. Mais il peut en outre exister dans la 
valeur de t décomposée des fractions de la forme 

A (x-p)2 

ρ étant une constante qui ne se réduit ni à zéro, ni à l'unité prise posi-
tivement ou négativement. En suivant la même marche que ci-dessus on 
trouvera que pour ces fractions η = ι et A = ι. La valeur de t doit 
donc être de la forme 

t t = 1 2x + 2 x-1 + x2 14+1 = 1 2x + 2 x-1 + x2 14+1 
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Mais il suivrait de là que l'équation (5) serait satisfaite en posant 

y = eftix — (x — p)... {x — q) \Jx — x3, 

c'est-à-dire 
y = une fonction algébrique de x, 

ce qui est absurde. Donc t n'a pas de valeur rationnelle. Donc aussi y 
n'est pas une fonction finie explicite de x; ce qu'il fallait démontrer. 

11. Ayant ainsi traité complètement le cas où l'équation (4) n'a pas 
de second membre, je vais maintenant y ramener le cas général. Et 
d'abord je vais prouver que si l'équation (4) a une intégrale exprimable 
en fonction finie explicite de χ, l'intégrale dont il s'agit sera purement 
algébrique. Car si l'on nie cela, soit m l'indice de la fonction finie ex-
plicite vérifiant l'équation (4), et réduisons à son minimum le nombre 
des transcendantes monomes de m"me espèce contenues dans cette fonc-
tion. Je dis qu'aucune d'elles ne sera de la forme e". Dans l'hypothèse 
contraire posons en effet e" = θ et 

ζ = φ(χ, ô), 

la fonction φ étant algébrique par rapport à Ô et par rapport aux autres 
transcendantes de mlime espèce. En différentiant on aura 

% = Ψ'ΛΧ> θ) -ι- φ
β
 (χ, 9) 0 J= f (x, 0), 

& = f*(■*>+ /« (χ> β)θ è = θ)» 

et f\x, 0), F (Λ-, 0) seront des fonctions du même genre que φ (x, fi), 
c'est-à-dire des fonctions algébriques par rapport à θ et par rapport aux 
autres transcendantes de mlème espèce. Pour que l'équation (4) soit satis-
faite , il faudra donc que l'on ait 

(χ — x3) F (λ, 6) (ι — 3r*)f(x ,6) — χ φ (x, fJ) = - j, 

équation dans laquelle on aura le droit de remplacer θ par μ θ, μ étant 
58.. 
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une constante quelconque [*]. Ainsi, quel que soit μ, il viendra 

(x—+ — 3x')/(x, μθ) — χφ(χ,μΒ) = X Sin * C0S * ±. 

Mais c'est là précisément le résultat qu'on aurait obtenu en posant 

ζ = φ {χ, μΒ), 

puisque la differentiation aurait donné 

Tx — 9x(*> ^β) + (xt μθ)μΒ ̂  = f(x, μΒ), 

d2z dx2 = f'xJ = F fapQ)· 

Donc on satisfera à l'équation (4) en posant ζ = φ (χ, μθ), d'où il suit 
que l'équation qui s'en déduit en supprimant le second membre aura 
cette intégrale 

φ (χ, μΒ) — φ (x, β); 

or cela est absurde, puisque aucune des intégrales de l'équation dont il 
s'agit ne peut être une fonction finie explicite de x. 

On arrivera à une absurdité du même genre si l'on suppose que ζ 
puisse contenir un logarithme de m'ime espèce tel que ù = log Ρ ; seule-
ment, dans les calculs qui précèdent, on devra remplacer θ par μ ·+■ 9 
et non plus par μ9. Je ferai observer que les mêmes raisonnements 
s'appliqueraient aux fonctions produites par l'emploi du signe d'inté-
gration indéfinie J. Ces fonctions ne peuvent être admises dans la valeur 
de ζ sans conduire à une absurdité. Les transcendantes étant ainsi 
exclues de la valeur de ζ, il reste à examiner si cette valeur peut être 
algébrique ; dès qu'il sera prouvé qu'elle ne peut pas l'être, on aura le 
droit de conclure qu'elle n'est exprimable explicitement par aucune 
formule renfermant un nombre limité de fois lès signes algébriques, 
exponentiels et logarithmiques, et le signe y d'intégration indéfinie. 

[*] Voyez tome 11 de ce Journal, page 76. 



PURES ET APPLIQUÉES. 46 i 

12. Désignons par λ une fonction algébrique irrationnelle quel-
conque , et par L, M,..., Ν, des fonctions rationnelles de χ, puis 
considérons l'équation linéaire 

^ Z, -f- Zi -h Ζμ Κ^ Z, -f- Zi -h Ζμ Κ 

où le second membre est supposé fonction rationnelle de χ et de λ. Si 
l'équation (ι i) est satisfaite en prenant pour ζ une fonction algébrique 
de x, elle le sera aussi en prenant pour ζ une certaine fonction ration-
nelle de χ et de λ. 

En effet, la valeur de z algébrique en χ qui satisfait par hypothèse 
à l'équation (ι i), peut être regardée comme une fonction algébrique de 
.r et de λ déterminée par une équation irréductible de la forme 

(12) ζμ Rz1"-1 -+- etc. = o, 

dont les coefficients R, etc., sont rationnels en a? et λ Les dérivées suc-
cessives de ζ s'obtiendront aisément en différentiant l'équation (12), et 
elles seront toutes fonctions rationnelles de χ, λ et ζ : en les substituant 
dans le premier membre de l'équation (11) et désignant par f une fonc-
tion rationnelle, on aura donc 

(13) j\x, λ, z) = T. 

Mais l'équation (12) étant irréductible, si une de ses racines z, satisfait 
à l'équation (i3), les autres ζ,,..., ζμ, devront y satisfaire aussi. En 
d'autres termes l'équation (11) ne peut avoir l'intégrale z = z, sans 
avoir en même temps les intégrales z = z„ ..., ζ = ζμ, et par suite l'in-
tégrale 

^ Z, -f- Zi -h Ζμ Κ 

c'est-à-dire 

z = jonction rationnelle de χ et λ, 

ce qu'il fallait démontrer. 
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En appliquant ce théorème à l'équation 

/ _3\ d*z . / dz χ sin « cos#/ _3\ d*z . / dz χ sin « cos# 

on voit que l'existence d'une intégrale algébrique entraîne celle d'une 
intégrale de la forme 

ζ — u -1- ν \J ι —oc1 sin 2a, 

u et ν étant des fonctions rationnelles de χ ; d'ailleurs si une telle inté-
grale existe, il faudra qu'après la substitution de ζ dans l'équation (4) 
la partie rationnelle soit nulle, indépendamment de la partie irration-
nelle , ce qui donnera 

(■*· ~ (
J
 ~

 3

<> £ ~ ^" = °» 

et par suite u = o, puisque u = o est la seule intégrale algébrique que 
puisse posséder l'équation en u, équation qui n'est autre que l'équa-
tion (4) privée du second membre. La valeur de ζ sera donc sim-
plement 

ζ = ν \/i — x? sin2 a. 

15. La fonction rationnelle ν peut être regardée en général comme 
composée d'une partie entière et d'une partie fractionnaire contenant 
un certain nombre de fractions de la forme 

a (x-p)i 

Désignant par η le degré de la partie entière, ne mettant d'ailleurs en 
évidence qu'une des fractions simples, et supposant que la fraction 
simple ainsi indiquée explicitement soit parmi les fractions qui ont 
oc — ρ en diviseur celle pour laquelle l'exposant i est le plus grand, 
nous écrirons 

s - [aoc" · - -h (
x
lpy -*-· ■ ·] v/i — 3? sin2 α. 
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Or, si nous différencions cette expression deux fois de suite pour en 

tirer puis si nous portons ces valeurs dans l'équation (4), 

il faudra qu'après avoir tout multiplié par ( ι — xa sin2 αίψ, les deux 
membres de cette équation (4) soient égaux entre eux. Il faudra donc : 

i°. Que la partie entière du premier membre se réduise à 

— χ sin a cos a; 

or, en formant (ce qui est très facile) le premier terme de cette partie 
entière, on le trouve égal à 

— A (n 4- a)2 sin4 α xf1'+ 5 ; 

il faut donc que A soit zéro et ν purement fractionnaire ; 
a0. Que la partie fractionnaire se réduise d'elle-même à zéro, d'où 

il est aisé de conclure d'abord que les seules valeurs possibles de ρ 
sont 

ρ — ο , ρ = ± ι , ρ = ± ——; 

en effet (on le voit de suite) pour toute autre valeur de ρ il y aurait une 
fraction de la forme 

(x — p)i+1 ' 

dans laquelle g serait essentiellement différent de zéro, et qui ne 
pourrait être détruite par aucune autre. Et quand on donne à ρ une 
des cinq valeurs écrites ci-dessus, un calcul un peu plus long, mais 
fort simple encore, suffit pour constater de même que la fraction con-
tenant en dénominateur la plus haute puissance de χ—ρ, ne peut 
pas disparaître. Dès lors il est prouvé qu'en attribuant à ζ une valeur 
de la forme indiquée tout-à-l'heure, on ne peut jamais satisfaire à 
l'équation (4). Cette équation (4) n'a donc aucune intégrale algébrique; 
par suite elle n'a aucune intégrale exprimable à l'aide d'un nombre 
limité de signes algébriques, exponentiels et logarithmiques, auxquels 
on peut même joindre le signe f d'intégration indéfinie. Donc enfin un 
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nombre limité des signes dont il s'agit ne peut pas non plus fournir en 
fonction du module les valeurs des fonctions elliptiques de première 
espèce. L'équation 

F = Ε — χ ψ 

montre ensuite que le même théorème a lieu pour les fonctions ellip-
tiques de seconde espèce ; car si Ε pouvait s'exprimer en quantités 
finies, cette équation conduirait à une valeur finie de F, ce qui est 
absurde. 


