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SOMMATION DE QUELQUES SERIES;

Par V.-A. LEBESGUE,

Professeur a la Faculié des Sciences de Bordeaux.

Dans un Mémoire sur certaines séries singulieres, M. Gauss a donné
I’expression générale des sommes ’

i=g—1 i=p—1

3 sini? %’, by cosi’%’, (A)

i=o

dans P'hypothese de p premier 4 %. Depuis, M. Dirichlet, dans le
Journal de M. Crelle, a traité par un moyen tout différent et non moins
remarquable les sommes

Zsini’af, Ecosi2 %’, (B)

qui reviennent aux sommes (A), ou n’en différent que par le signe.

La question est donc complétement résolue, et si j’en parle encore,
c’est surtout pour donner un procédé fort simple pour trouver le signe
des sommes (A), celui de M. Gauss devenant d’autant plus long que p
contient plus de facteurs premiers différents; tandis qu’en employant
I'ingénieux procédé de calcul par lequel M. Gauss reconnait si un nom-
bre est résidu ou non-résidu quadratique d’'un nombre premier donné,,
il n’est aucunement nécessaire de distinguer le cas de p nombre premier,
de celui de p nombre composé[*]. D’ailleurs quand p et % ont d pour
plus grand commun diviseur, en posant

p=pd, h=kd,

on trouve de suite

{*] L'algorithme en question a paru dans un Mémoire postérieur A celui cité plus haut.
Ce Mémoire renferme les 5¢ et 6° démonstrations de /a Loi de réciprocité de Legendre.
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i=p—1t t=p—1
2k . .q 2K
Esmzz =d Zsml’—,",
P
i=p—1 jm=p'—1

2 cosi? 2;:" dz cosi?

de sorte que I'expression générale des sommes (A ) ou % et p ont le plus
grand commun diviseur d, se trouve étre a \/pd, le coefficient a étant
0,1 ou —I.

1l suit de 1a qu’au moyen des formules qui donnent sin™z et cos™z
développés suivant les sinus et cosinus des multiples de z, on trouvera
de suite les sommes

. .o 2k .y 20
2 sin ™i? 7 ZCOS"’L’-—,
et c’est 13, ce semble, le moyen le plus direct de former les équations

. . .p2h .o 2R .
dont les racines sontsin i* —;’5, ou cosi® - le nombre i prenant les va-

leurs o, 1, 2,...p—1.
Je fais précéder cette recherche de la détermination des sommes

. iri 2k & _ .22 x _

Esm ~ .T—ZCOSZ - =% P =29,
i i 2hx — . p—1 hx
Zcos —.— = Vp smPT.—

A oY 2’;“!' p—1 /:: P=[|q+1’ N
3\sin— ,Tzi\/;cos—z—.? ( L (C)
ZSIIIH-*-‘ th-__ -+ \/PCOSP+ 1 A

i h 4 ,’f p=4g—1.
i i ohr _ pti b
zcos 5 " p \/p sin‘t—— 7 j

Dans ces formules ot . est supposé premier a p, Pambiguité du signe
se léve comme pour les sommes (A).

I.

La détermination des sommes

2h it i 2hx
ZSIDI +l ﬂ' ZCO + ) —y
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prises depuis i=o, jusqu'a i=p—1, dépend d’une formule remar-
quable due & M. Gauss, qui I’a donnée dans son Mémoire : Summatio
serierum quarumdam singularium.Comm. Got.,v. I; an 1808-1811 [*]. .
Pour P'obtenir, considérons I'équation

S(2)=0(z).fe(2)

ot f; § et @ sont des caractéristiques de fonctions. Pour abréger, nous
supprimerons les parenthéses dans les fonctions @, et nous écrirons

¢(¢z') = ¢uz’
ole(ez)] = o(9?2) = ¢°3,
o{oe(ez)]} = 0(0’z) = 9%,

etc., etc.

Nous aurons donc la suite d’équations

J(z) =08(z) f (92),
S(@2)=0(¢z) f(¢*2),
f(<P 2)=10(0%2)/(9"2),

f(¢""'z)= 8(¢"='2).f (¢"2),
etsi les fonctions f( z) et (z) restent finies ou convergentes quand on
donne & z les valeurs
z, 9z, 0'z,... @'z,

nous pourrons multiplier membre 4 membre les équations précédentes,
et de la

(a) J(z)=f(92).0(2).0(0z).0(9?z)...6(@"'2).

Supposons maintenant que pour une certaine valeur de r, f(¢"z)
prenne une valeur constante déterminée, et que de plus les fonctions

{*] Y’emprunte cette citation A la page 186 des Fund. nova Funct. ellipt. La formule en
question désignée plus loin sous la lettre ('), ne se trouve point dans le Mémoire parti-
culier que M. Gauss a publi¢ sous le méme titre.

"o , , " ' Ve . ) ' Vit e e b
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J et f ne prennent qu’une seule valeur pour une valeur déterminée de z,
I'équation précédente fera connaitre f(z) sans aucune ambiguité.

Admettons, par exemple que pour n = o, @”z prenne une valeur
constante @, on aura ainsi

(%) J(2) = f(a).8(z).0(¢z).6(¢%2).0(¢%2). . .

S’il arrive que f(a) ne puisse pas se tirer facilement de f(z), mais qu’il
soit aisé de déterminer f{ 4), on posera z = b dans’équation précédente,

et 'on aura
J(8)=/f(a).0(a).6(¢a).0(¢a). .

et par suite

(c) S(@)=f <b)0(3 : ?:)) Z((:::)) 99(:3:)

Pour appliquer cette formule, considérons la fonction

—z gI—2 1—gz

Y — I 1—3 [—g3 I~—q°2
SO =14+ g IS e

fem g e g? 1 g

+9q

qui a pour terme général

n.n-41
2 1=z Iee-g3 1—q%z 1—-q""‘z .
T = = T

Si Pon y change z en ¢z, et qu’ensuite on multiplie par 1— ¢z, on trou-
vera
n.n+1
2 gz j——q’Z 1—q"z
g ime T

(1—¢"*'2).

Séparant les deux termes qui résultent de la multiplication par 1 — ¢"* 'z,
il vient

: n_,,_,:, Ae=1.04-2
3 j—gz f——g"s 2 =gz 1—g'z,
.0 ‘_q * 20 l—qn qo . l_q. . e l_qn

Décomposant ainsi chaque terme du produit (1—gqz) f(¢%), et
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réunissant la deuxiéme partie d’un terme 3 la premiere du snivant, on
trouvera pour terme général,

n4-1.n+41 n+rf.n42

—2.q

T 1—gz 1—q"z 2 1—gz 1— gt

+9q

= i—g g i
ou en réduisant

ne-1,n-2
2 =—2 1—g3 1—q"z

q

1—g " 1—g*" " 1 gr Y
qui est un terme de f(2); on a donc
Sf(2) = (1—4g2)f (g*2).
Pour transformer f'(z) au moyen de la formule (¢ ), on posera

?(2) = ¢z,

d’ou I’on tirera
Qz - q’z—, ¢,z -_— q'z’ 035 —_— qﬁz. .. .wz —_ q’"zq

9(2)=1—gz, 0(0z)=1—¢"2, B(P*2)=1—¢°2..0(¢"'z) =1—q¢*" 'z,
et par conséquent il viendra
\d)  f(z) =f(¢"s) (1—g5) (1—¢"3) (1= ¢*3). . .(1— ¢**~'2).

Pour n -= o, on a ¢z = o si la valeur absolue (ou plus généralement
le module) de g est < 1. Donc

) S(2) = £(0) (1— g2) (1—¢*2) (1—¢'5).. ..
Posant z= 1, on trouvera, & cause de f (1) = 1,

1=f(0) (1—g) (1—¢") (1—¢*)- -

et par suite

3 5
. __i=—gz l—q’z 1—q°2
flz)= —g = g

ou bien
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N I—gz 1=—¢q%2 1—g% I—z g V=132 I=——gz
( = =g 1—(15"'—I+q|—q+q =y g .y
ce qui est précisément la formule de M. Gauss.
Pour z = g, elle se réduit a
k. k1

I—q? 1—g4 1—¢gb 2

e =1+ ¢4 g -+...,

() t— ¢ 1—g3 1—gP
équation fort remarquable qui conduit a différents théoremes sur les
nombres triangulaires et sur les nombres carrés.

Quand on choisit une valeur de z qui rende nulle une des quantités
1—qz, 1—¢°z,... 1—¢™z, par exemple si on fait z = g—™, la formule
[f(2) devient de forme finie, son dernier terme se tirant de

m.m—-1i

9

2 1=z I—qz 1—q™" 'z

g
ou il faut faire z=¢=", ce qui donne

nm.m--1

2 l_q—m l_q—m-fn l-—q_'

q . .

1—q 1—q* 1—gm'

tous les termes suivants étant nuls 4 cause du facteur | — ¢°=o0, qu
entre dans leurs numérateurs.
I’équation ( f) devient alors

l n.me1

s —9" —gq " 1—g 2 —GTP jammgt —t
(h) I+(Ill—qq +(13ll—qq .l liqz "+(] l[_.q.Q‘l l_q-q2 ---:—:/9m

Q _—_f(qh—m)(l_.._q—m-f-l) I——q"’""'ﬂ. . .(I— q..m.;-g,,_,\“

11 se présente ici deux cas.

Soit m +- 1 = p un nombre pair; en posant m 41 = an, le facteur
. 1—q7"*2=! deviendra nul, ainsi le premier membre de Péquation sera
nul. C'est en effet ce que I'on vérifie directement, car le dernier terme
détruit le premier, I’avant-dernier détruit le deuxiéme, et ainsi de suite,
Jusqu’aux deux termes moyens qui se détruisent également.
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On a donc identiquement pour m impair,

m(m+1)
(i) x+q‘:f:+q’ 'T_q:- 'T_Z__:l+...+ g "'-_q: 'I'_'_Z:' =o.
Si dans cette identité on.fait q;"' =q,
d’ou q”"‘“ =9P= 1,
et par suite q=cos3;—’+sin?%' ————1,

en ayant soin de prendre % premier 4 p, aucun des facteurs
1—qg, 1—¢", ... 1—g"=1—¢""
ne deviendra nul, et I’équation (7 ) prendra la forme

p=1.p
2

(k) I+¢+¢@+q¢+...4+¢q = o,

ou bien encore v

P =i 2kx . z’+z 2/1-;

—_—— . \/ —1)=o0
3] z (cos 7 -+ sin 1) ,
d’ou résulte, par conséquent, pour p pair premier a %,

P=i 2kx l’+t 2hw
(m) Zcos Py ——- Z .—P——O,

les sommmes étant prisesdei =0 2 i=p—1.
Soit maintenant m + i = p un nombre impair, m sera pair, et si 'on
pose m== an, comme f (¢°) = f( 1) =11, I'équation (%) deviendra

m.m-+1 -
—g™, =g 1—g 2 - l—q =g
(n) l+q 1—g g 1—g ' 1—g* teeg t—g = 1—g* 1 —g"
=(1—=q¢ ") (1—g~"*). .. (1—q¢™").
Et si 'on pose encore qg=q ",

dou Cr=g=1,
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on obtiendra

P—E-p
(0) I+ q+@+ g +...4q » =(1—¢ ") (1—gP*). . (1—g").

2k . 2k
Comme I'on a ¢ = cos == 4-sin 227 /7, en supposant 2 premier a

p; on pourra transformer I'équation (o). D’abord le premier membre
deviendra

ZC I +l 2/1.;r+zs g +1 2hx \/——I .

puis, comme 'on a

h . 7/ m—
1—g =1 —-cos%;——” + sin 222 \/——I
ahx ( ahx a/ur )
=2V — 1.sin%% (cos 2% sin Y= 1
P P P

si I'on fait successivement a =1, 3, 5. . p—2, dontla somme est

(P:I> » on trouvera pour le cas de P= 4q+ I,
z’+z 2k . PA-i 2k
ZCOS —I—ZSIH . .T v—— I =
p—I

. kw hx hx

. . . — h . A
2 © siIn—sin2-—sin3——, ., sinP—l.zh”(cosq—w—|-51an|/—-1),
P P r4 2 P P

au moyen de quelques transformations qui se présentent d’elles-mémes.
Et pour le cas de p = 4g — 1, on trouvera pareillement

ZCOS ‘+z 2hx ks 2 z’+z 2k= \I,-—_———I' —

> . hr _ hx . _k . p— .
2 2 sin~- sina 2% Gn3 "%, .. smp2 ! 2;zz~ (slnq—+cosq—V —-1)
P—1
T2 . hr . R . p—1 Ak
Posant donc P=2 ?sin ;Tsm 2;’...5111—1.7”,

on aura pour p = 4q+ I,
i +l 2it7r L +l 2hx /m-
c0s ——,— = Pcos¢—, s =Ps
) 4%, SsinlE M _ping e

et pour p = 4q — 1,

Tome V. — Fevrier 184o.
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h .
‘;cosl+' 2% —Ps mq Zsml—t 11;___ cosqlz.
P P P

died 2

Cherchons maintenant quelle est la valeur du produit

p—z
2 . . hm h . —1 A
P=2’sinfsina” sin3=...sinf =225,
hx P P P P
ol1 A est premier a p.
Posons, en général, ah = pQ,~+ra,
d’ou
hx Qa_:. T
a——Qa ,sma—P——-sm Q.. 7+ —7r =(—1) sm7;

or, parrni les restes r,, ry, ry,... 1, se trouvent: 1° des nombres posi-
2

e P o ie P ,
tifs <73 2° des nombres positifs >~ et que Y'on peut remplacer par
P—FPas P—FPss P—FPcse++ OU Pay Poy Pcye o SONL <’i; cesnombreso,,,

.. forment avec ceux énoncés en 1°, la suite 1, 2,3,.. 2= : de plus

(e e

F P
donne
PaT
sin " — sin =
P P
on aura donc finalement
Q'+Q’+"‘+Qp—l &:—l . ® . x . Pp—1 =
P=(—1) = 2~ sin=sin2-.,.sin—, -,
PP p 2

§ .. .. Q.+Q.+.--.+Q,,_,
ou tous les facteurs sont positifs, sauf celui-ci (—1) e

qui est -+ 1 ou — 1, selon que Q, + Q, +...+ Qp—! = & est pair ou

2
impair, ce qu'on trouve par la régle suivante, due 4 M. Gauss:
« Faites sur p et / premiers entre eux 1’opération du plus grand com-
» mun diviseur, et soient g, 7,5, t,...9, 1 les restes successifs ; soient p', /',

h
» ¢’y r’y... ¢/ les plus grands nombres ne surpassant pasg, 3 g. .. % ; les
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» quotients successifs donnés par Iopération du plus grand commun
» diviseur étantz, B, ... A, u, écrivez ainsi les deux suites

(I) P’, kl’ qu T',, SI,. . u’, V',
(II) a, ﬁ,)f’a\,--. 7\, M.

» Soient, dans la série (I),7 le nombre des termesimpairs suivis de termes
» aussi impairs; et J celui de quotients impairs de la série (II) au-dessus
» desquels se trouvent, dans la série (1), des nombres de forme 4£-+1 ou
A 2k Ph

» hk <4 2; la somme g = Q, 4 Q2+...[=e (;) +e<;> e (—;),
» suivant la notation de M. Gauss | sera paire ou impaire en méme
» temps que i+ J.»

Pour la démontrer, on peut consulter le tome III de ce Journal,
page 14o0.

Le signe de P étant déterminé, il faut en avoir la valeur absolue; or
I'identité

-_—, AY
R o N .+.Z'+I=(x’—2x cos 2% +l) (.r’—z.r cos4—’+l>. . (z’—zxcosp ! ”+1) )
P P P
pl 2 .
donne, en y posant & = 1, 4 cause de 2 —2cos$= 4sm’%,

‘.7

- x . 5 . x - p— x
p=2F"'sin*-sin*.2-sin?.3-... sin? —.;
y 4 p 2 P

d’ou, par ’extraction de la racine carrée,

p—1
- T2 i F - x . =1 =%
\/P=2 SIn-—Sin 2 —...S81N . e
r P 2 pF

Telle est la valeur absolue de P. Quant au facteur (— 1) qui donne le

signe, nous le représenterons par le symbole (%, p) pour rappeler la
maniére dont il dépend de p et /.
. . i 2k *~-i 24
Pour avoir les valeurs des sommes Zsm'—“‘-—_—l.-z—f , Ycos ol L
2 p 2

P
pour le cas de % et P non premiers entre eux, nous représenterons par

d leur plus grand commun diviseur, et nous ferons

’

y h h'w
h=kd, p=pd, dou “7"=2P—,,
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h’ et p’ étant premiers entre eux. La supposition i =kp'+ i’ donnera

l’+l 2hx
2

i”+i’] 2z

2 2

__[ PAkY 4 2i+1)+ -

Or dans cet arc on peut négliger les multiples de 27 ; on écrira donc

seulement
i3 + ¢ ok'x
P
1°. Pour p/ impair, k(Ap'+1) W7 se réduit a k.k+1.%7, qu’on peut
il 2h
2 . -

7’

k(kp1) mw+*

supprimer puisque k. k& + 1 est pair. L’arc se réduira donc a

on aura par conséquent

i ok ied oW
Zsml+'.—x=d251n'—'tl—.2—,”,
P

ZC 1‘+l 2}!1‘ dz ”+l 2/l'1r,

les sommes des premiers membres étant prises de 0 4 p —1, et les autres
deoap'—r.

2°. Pour p’ pair et par suite /' impair, la partie £(4g'+1) 'z se réduit
a kor, qui pourra étre négligée si k est pair; mais si k est impair, les
sinus et cosinus changeront de signe. 1l suit de 12 que pour d pair les
deux sommes sont nulles, et que pour d impair elles se réduisent aux

sommeaz sin i L ethos ’z+l ,", prises de i'=oai=p’'—1,
et sont par conséquerft nulles encore pulsque p’ est pair. En résumé
on a:

1°. p et h étant premiers entre eux,

ir=fi 2kx ’+z 2Iur
2 = 008

p=19, = = o,
p=ag+1, Xsin “FLZT =( ,P)\/Psmq;,
X c0s 2% = (h,p) Vp cosg 7, (p)
p=1hqg—r, Zsini’T'H-ff,—'=(h’P)\/icosq%",
“H 2 = (hp)Vp sing T

P ' f W ' ) e 1 vy [ R TR R LT LI N
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- p et k ayant pour plus grand commun diviseur d, p = =p'd,
lz = lz’d

2 /
p’pair, 25111“_'-' 2hx ZC [ +l 2h= Mr o,

P
2/ 2d-i. oh'x
p/impair, Esm i aks dzs l + e
i ,Iz 2 2/
Zcosi’.’_” —d Zcos’_i'__‘,_‘,”,
2 P 2 ¥4

les premieres sommes étant prises de i=o0 ai= p — 1, et les autres
dei=oai=p—r.
Dans les équations (p) relatives au cas de p 1mpa1r, si 'on change %

en 8k, Parc - +l 21’” deviendra [ (2 +1)2—1] 2ﬁ ,etq~ se changera en

2hx
(p=x1)— - puisque 'on a p=/q 1. De plus, il est trés facile de voir
qu’on a entre les limites i = o et ; =p—1,

2/ 24
Zsm (20+4-1) —"‘ZSIHI Zcos (2041 2—”—2005 j2 277

de sorte qu’on trouve, en développant les équations (p) pour le cas de

p=4q+1, :

cos——Zs sin —2 —(8h,p) Vp sz}/}_ar
I
COS-———-ZCOSL —+ n—zsnz - = 8/z,p \/Pcos2z

d’ot ’on tire

Zsmt2 2y — o, Ecosz2 =(8h,p) Vp.

Pour le cas de p = 49 —1, on trouve de méme

2hx

cos——st ni? == — inT co P 8]z,p \/Pcosz;’,,

cos—-—Zcosz 2% 4+ sin __Zs =(8h,p) Vp sin’_;j.’f :
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d’ou I'on tire
2 sin §? = (8%,p) Vp, 2 cosz’ 2hx

Dans ces formules on peut remplacer (8%,p) par (ak,p). En effet,
d’aprés la notation précédente on a

p—I
2 . ahkx . 2kx p—1 2hx -~
2~ sin — sin2 —. . .sin‘——."— = (ak /p;
> 7 : p (24,p) Vp;
de plus, si dans ’hypothése de p = 4¢ +1, pour lequel le premier
membre de I’équation précédente renferme‘l? = aq facteurs sinus,

on transforme les ¢ derniers au moyen de 1’équation

sin(’%’l - )2ﬁ = sm[h7r (2041 —] =(—1)**'sin (21+1)

il prendra la forme

p—1
2 . hx . A . p—t k
a ? sin— sin2 =, .. sinf =" 2X(_q)FFig
2 T p

ou bien encore

(h,p) \/I—L(_ l)h*_"qa

d’ou, par conséquent, I'équation
(2h,p) = (h, p) (—1)FF'

Pour le casde p=4¢9—1, oup—:—‘ = 2¢ — 1, il suffira de transformer
les ¢ — 1 derniers facteurs du premier membre de I’équation dont le
deuxiéme membre est (ak,p) V/p, et 'on obtiendra ainsi

(ak,p)= (k, p)(—1)"+" 7.

Si dans ces équations on change successivement & en 2k et 4k, on
trouvera pour p = 49 41,

(4h, p) = (2h, p) (—1), (8R,p) = (4K, p) (—1Y,
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d’oti (8k, p) = (2h, p).

On obtient la méme équation pour p = 4gq —1.
Le changement de (8%, p) en ( 2k, p) donne les valeurs des sommes

.o 2hx . g 2hw N £ lus
sinzi? — sm?®—-—, SOus une iorme que nous retrouverons p us
P P

loin. De plus, dans le cas de p premier, (24, p) est +1 pour % résidu
quadratique de p, et —1 pour % non-résidu gnadratique de p; ainsi
I'on pourra, en employant la notation de Legendre, remplacer (24, p)

ar (%)
P Y
Pour prouver I’assertion précédente, partageonsla série 1,2,3... p—1

en deux autres :
p—1

1°. les résidus quadratiques a, ad,a...c 7

’:I'
2°. les non-résidus quadratiques b, &, b"... b( 2 ) .

1l suit des premiéres notions sur les résidus, que A étant résidu, la
suite des nombres

1.k, 2%k, 3%h,... (p—1)h,
divisés par p, produit la suite des résidus
=)
I T3
a, a, a,...a ’

chacun se trouvant répété deux fois, et que % étant non-résidu, on a,
au contraire, la suite

=)

4 2

b, ¥, b",... b ,

chaque non-résidu étant répété deux fois.

Les sommes
. eo2hw v . Bk
sini*— = ¥ sin — a7
sini* =% = 3 sin - o,

.9 2R i*h
2, cos z“—,;f = Zcos 7 27

ne peuvent donc prendre que deux valeurs +o, + V/p. Or les valeurs
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4oet4-V ;J répondant évidemment au cas de A = 1, répondent au
cas de % résidu; il reste 2 démontrer que pour le cas de % non-résidu
on a nécessairement des valeurs de signe contraire.

T.’équation PP i, xxr+41=0
donne nécessairement
<2hx . 2hx
CcOSlg— —+ sini— \/ —1= —1
2 P 2 Iz ’
ou bien encore
.2hx . .2k
e COSL— = O SiNi— == 0.
Z P ’ P

Or h, 2k, 3k,... p— 1.k divisés par p, donnent la suite 1,2,3,...p — 1,
ou bien 'ensemble des deux suites a, a’, a”,... b, b, b”,.. . ona donc

h A
1 +Zcosa2;z+2cos bnT"=o,

Zsinaz—ﬁ—'-+zsinb3;'—’=o.

1°. Soit p=4g+1,
ona I+22005a&=(2k P)Vp;
P H / 2
donc

2hx 2hw 2% 2% =
Ycosa - ) cosb -P———ZCOS ah--— > cosbh;_ (2k, p) Vp.

Le changement de % en non-résidu ne fait que changer le signe du pre-
mier membre, donc il changera aussi celui de (24, p).

2°, Pour p=44— 1,
on al'équation 2 zsin a 3;1'— =(ak, p)Vp,
d’ou

. h . Y/ —
Zsma %’- —_ ZSlDb 27—" = (ak,p) Vp,

qui conduit 4 la méme conséquence.

LRI I t " ' [ o Con + SRR R RN LR R AN LA R RN |
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Ainsi pour % résidu quadratique, on a

b= =),

et pour A non-résidu quadratique, on a

(2h,p)=—1=(§>.

On en peut voir une autre démonstration i 'endroit cité du troisiéme
volume du Journal de Mathématiques.

il.
Dans ce paragraphe, nous retrouverons les valeurs précédentes de
. .a2h .o 2k . . ,

Zsmz" 2p—7 , Zcosﬁzp—” par le moyen de la sommation de certaines sé-
ries, que M. Jacobi a données sans démonstration, & la page 186 de ses
Fundamenta nova Functionum ellipticarum. Nous obtiendrons ainsi les
sommes pour le cas de p pair, qu'il serait peut-étre difficile de déduire
du paragraphe précédent.

Considérons les deux suites

[ —z? 132, J=—g*2? N I—Z’.l—q’z’...l—(["""‘zz’I
6(z*)=1—¢q " T 4. g™ ...,
(n)s )= l—q’+q l—q’.x-—q‘+ 7 1— g% I g7 o
[ 22 1— 22, 1—g32® 2R —g22? L Ne— g 22
3} — G —— 4 +._'° —+ (1)
(@(Z) q 1 |—q‘ ]_q’.l-—q" =9 I-—qz.l——qé...l—q""

Sil'on pose
S(@)=8(z)+ (=),
on trouvera facilement cette équation de définition

S(2)=(1+2) /(g2

On a en effet

(1+32) f(g3)=0(g"2*) + 20(¢*z*) +2[6(¢*2* )+ 0(g°2") ],
puis

() =0(g's)+ Fo(s). o()= (g5 )+ olg's" ),

Tome V. — Fevrier 184o. 8
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d’ou I'équation f(z)=(1+2) f{gz), qui donne de suite
(9) S(2)=/(g"2) (14 2)(14+g2)(14-¢"2). . .(14+¢"'z).
Pour m= o et g< 1, onaura donc
S (&) =f(0)(1 +2)(1+gz) (1 +¢2)...,

en admettant qu’aucun facteur du second membre ne soit nul et que
J (2) reste convergente quand on y remplave 2 par 5, 42, §°2. . .
Comune la supposition z = 1 donne f(z) =1, il en résultera

1=f(0) (1+¢)(14+¢*) (1+¢").. .,
et par conséquent ’élimination de /(o) donnera

142 1-qz 1-4-¢%2
(l‘) f(z)=|+q'l+q"l+q’""

Si dans cette formule on change 2 en — 3, on obtiendra f(—z), et

comme l'on a

S@D)+f(=5)=28(z), f(z)—f(—2)=1220(2).

il en résultera )

9(”,)_1 142 149z 1-4¢% _|_l 1—3 ]—yz'l-—q’z'

B T A B ALl = AR ar A

(s (‘z‘,)__q_l-i-z 14gz 1-=~g*z _ 9 1=z 1—gqz 1—q?*z .
QL ST idg g 2 T g T—g T—g7

formules données par M. Jacobi.
La supposition z=¢ réduit la premiére 4
(1—q 1—q* 1—¢3

- L =1.!
I—q-+q q+..._2+2l+q.l+q,.|+q3 ...... ’

ou bien encore

1=9 1= =g - A ‘0 -+ T
-+q'|+q":|:%§" =1~—39+a¢'—ag-2g't. .. kag™ ...
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qui, par le changement du signe de ¢ devient

(1) LHL 1+ 1+d

1—g 1—¢* "1 —g®

co=I1+4 20+ 2¢"42¢° 4 2¢'°. . . 42¢™+...,

qui conduit &4 divers théorémes sur les nombres carrés.
Nous examinerons ici le cas particulier ou le nombre de termes des
fonctions 8(z?) et ¢(2*) devient limité, ce quiarrive pour z= g™ ".
Dans cette supposition I'équation (¢) devient

—m -t —amte alem @ [ b2 g g2
g T T I T el 4T A
'_q 1—gq? 1 —qt 1 —g* 1—q i—gq
() _ [ —gm L—g~» [—g-3nta R ‘__q—zm-f-z 1—g —
~=g—(m+¥1) _..qé g9 . ..otyg (m—1) .
g q l-..q [._.ql l__q4 + 1 __q l'—qé I—-q

=f(E1) 1xe™) (1kg™H). . . (1kg7),

et par le changement de signe de ¢

'—q""; § l—q—u l——q""“"” ! —q~ W ey —z

g = T T4 +-.. g T
(") “L'(—I)" —(m-l-x)[ + Al—-q—ﬂl Lo 1—g™2® l—q"""‘"’¢__ +q(m+1)"_q zm.“l_q 2
q q q '_-qz Tq . '-—q . x—q“ - l—q’ [—q_zm

car f(xi1)=1=x1.
Si dans cette équation on pose m~-1=p, elle deviendra, pour le

cas de p impair, en prenant le signe supérieur et supposant de plus
qm-l- L qp —q:

1 e g P T = (1 — g (1) [0

1l est & remarquer que

A
q= (wos----—i--eunf;’-E \/—1

donne

y . LAk
g** =cos U;' +sm4p’r V=i,

et par conséquent dans la supposition de % premier a p, on ne pourra
avoir ¢**=1, qu’en posant £ = p =m-+1, ainsi I'équation () ne prend
8..
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pas de dénominateurs nuls et 'indétermination ne s’introduit point.
Si I'on observe que

(1207 [ g == =y 5 q=0=D 2 g =i g=r (g~ — g,
le signe supérieur étant pour i pair et 'inférieur pour i impair, on aura

—I —1\
-0—2_ :;P— }

I+q+q‘+-~-+q"’“)’=(q‘—q“)(q"—q*’)---(q_ g 7/,

qui pour le cas de p=4q + 1 se réduit a

—1
Zcosi’ﬁ::-I-ZSin i’ahr—z ’)_’-sin 2hx sinzﬂm sin?—. 21'"—-(911 N
~ = > R > =hPV

etpour celuide p=49g—1 2

. 2hx . 2hx — —_— . 2hm | p—1 2hw

cosi* — E sini* 2 /=1 =V —1.2 ? sin—...sin —

Z P + P V- r 2 P
=V =1.(24 p)Vp»

comme on le trouve de suite au moyen de la formule

—_— A
q"—q—"=aV —1.sinn>=.
p
sy . . .q2h .2k .
De 1a se déduisent les valeurs de Zsmz’z—w et Zcosz 12~ données
P P

plus haut.
Maintenant, dans I’équation () posonsm - 1 = p et encore impair et
¢"*' =-1: en prenant le signe inférieur, on trouvera

14q+q¢*+.. .+q(”—')’=o.

s - k . h —
D’ailleurs, comme g°—=—1 donne ¢*=1etg =cos — +sin"2y/—1, on
’ 1 7 P P

verra encore que dans I’hypothése de %z impair (premier & 2p) on ne
peut avoir g** = 1 sans avoir & multiple de p; ainsi aucun des dénomi-
nateurs de I’équation (s) ne devient nul : ona

. .02k .q 2k
Zsmt";—;=2cosz’-;f=0,
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les sommes étant prises de i=o0 4i=p —1; en les doublant on aurait
les mémes sommes prisesdei=o0 4 i=2p — 1.
Le nombre 2 p est de forme 4g-+2; on voit donc que pourp=/4g+-2,

ona
Y X g 2hx
Esmz’—= zcos i'~—Z=o,
P P

les sommes étant prisesde o p — 1.
On peut parvenir directement a ce résultat, en considérant la somme

14 gd-g' 4. oglP
car en posant
q_cosT-i-sin——\/—I,

il en résulte
4

P =coshm 4 sinkr. V= 1=—1,
dans Uhypothése de p pair et % impair.
Mais
+i B
( ) —q(>9"'q ~(=1)' °q
on a donc

14 g 4gt4... 4¢P ™) -—[1+q+q +q(" )] [1+(—1)h£].

P
‘a

Si‘; est impair aussi bien que %, le facteur 1 4~(— 1) *deviendra nul,

"

et 'on aura, comme on I’a déj trouvé,

Esmz’ —-Ecosz —;{T-—o

Dans tout autre cas, les sommes Z sin §22%7 > 2 cosi? 2% prlses deoa

p—1 sont doubles des mémes sommes prises de o él L —y.

Supposons enfin m+ 1 = =p pair et posons ¢" ! =_—1= ¢”; en pre-
nant le signe supérieur, nous aurons
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14+ g+ g4t ¢ T =(1 — ) (1) (14-¢2). [14-g7 0],

ici ¥ =1, d'ou
2hx €in 2k
q= GOG;;-!- \/ ~ ¥,

et ’'on voit encore qu’en prenant % premier a p, I'indétermination n’est
pas a craindre.

Pour transformer le second membre, on remarquera que
(1xg=)[1 g~ ]=xg~ £g P+ =x(¢"" —¢)
le signe supérieur étant pour i pair et I'inférieur pour i impair, si 'on
pose p=ap’, il faudra avoir égard au facteur moyen 1 % ¢” et comme

h—1

—

) q-P'z_—COSh———smff —1—(—1)2 v -1,

on trouvera, réduction faite, pour 2p = 4p’ = 8p” + 4,

P
32k 2hx . 2hx
ECOSL —+Esml —1=a’ sm—smnT ..

h

....sin‘—’ ( 1)_l+ \/_]

en doublant les deux membres, pour prendre les sommes de 1 a ap—1.
Pour ap = 4p' = 8p”, on trouvera de méme

p
'3 ’.l’ 2"1’
zcosz -—+25 ‘M — 1=23%sin —;sm 2—7

.mn—.——[1+(—1 \/""']

Maintenant prenons I'équation 2 — 1 = o, on plutit en divisant par
ai—1,
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B i T L W By L (x’—-zxcosz;’—r | )(x’—z.:c COS%-}-I). ..

T )
x’—zxcos——;—--}q ;

1a substitution & == 1 donnera

I—-,

2P __ %
2 p

—p—a" 15in? Zsin%2 2 sin?3 <. . .sin
P P P’
T . P _ .
Multipliant le second membre par sin® T.- = 1, puis par 4 les

deux membres, et extrayant la racine carrée, il viendra, a cause de
K 2%

') 3

P’
4 2 "
« . Yo, 2
Vap=2%in>sin2 2 sin32 .. sinf. Z,
2p 2p ap 2" 2p°
Sil'on change w en 7k, ce qui évidemment introduit le facteur (4, p),
pour p=49-+1,

on trouve

20051 +Es h,p)[(-—l +\/—-1]\/2p,
d’ot1 'on tire

Zsini’%rz(h,p) Vap,
A1
.o 2k - —
Zcosz’% = (A p)(—1) * \Vap;

et pour p=4q —x

h—z
Zcosi’-z%-hzsini’%? — 1 =(I¢,p)[l+(-—1) V:l] Vzp,

d’onr Yon tire
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i At
dsini*Z=(k,p) (—1) * Vap,
Y
Zcosz’%:(h,p)\/ ap.

h—1
Pour lecasde A=1,0na(—1)? =1, et (%,p) égale 1, comme on
P'a vu plus haut; on a donc dans ce cas

zsin i? 2;; =Y cosi? :—; Vap,

2p étant un nombre pair divisible par 4. Ce qui s’accorde avec les résul-
tats connus.

On voit donc par quelle régle on peut fixer le signe des deux sommes
dans tous les cas possibles, % étant premier a p. Dans le cas ot % et p
auraient d pour plus grand commun diviseur, en posant 2 = d¥,

LY

p=dp, i=kp'+ i, Varci? Tdevenant(/t:2 Pt akpli i) — 7

2h'x ’
pourra se réduire a ' —— = et Pon aura

. .o 2h . .o 2R
Zsmz”%’:dZsml’?};,

la premiére somme étant prise dei=o0 a i=p — 1 et la deuxieme de
i=o0 ai{=p'. La méme chose a lieu pour toutes les sommes analogues.
On a aonc, par ce qui précéde, les sommes

. .q 2k .q 2hT
Zsmz’%’f, 20051’—,

quels que soient % et p, et comme sin™z et cos™z s’expriment au moyen
des sinus et cosinus des arcs multiples, on pourra former immédiate-
ment les valeurs générales des sommes

. .q 2H .q 2h7T
> sin™i? P—', 3 cos™i? ==,

pour toutes les valeurs de ket p.
On pourrait aussi former les sommes

i + i 21!-: i + i 2/!1:'
sin™ CcO!
2 P 7 ? 2 P 2
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mais elles seraient moins simples a cause des lignes trigonométriques
qui s’introduisent dans le résultat.
Nous allons donner, pour le cas de p premier, les formules

. o 2hw .o 207
sin”i2 _—~ et cos " —,
2 > 2 >
III.

Nous venons de voir que si I'on représente par p un nombre pre-
mier qui ne divise pas z, on a, pourp=/4g+1,

. . 20w . 2k h —
sini? —=o cosi? — = (—)
2 P 2 P P Vp,
et pour p=4g—1,

. .o 2hx k - v 20w
smz2—=<~> cosi?—=o
2 J2 P 2> P ’

. .. . sy A .
ces sommes étant prises depuls i=ojusquair=p—1, et <1—:> repre-
sentant -+ 1 quand /% est résidu quadratique de p, et — 1 quand £ est
non-résidu quadratique de p.

De ces formules de M. Gauss on déduit de suite les formules analo-
gues pour les sommes des mémes puissances : il suffit de remarquer
qu'en posant (1+1)" =1+ M, + M, +...+ M,,, de sorte que 1,

. . . - m M e—2
M,, M,, etc., soient les coefficients binomiaux 1, =,
I

s €tCc.,ona
pour m pair

. 1
2"l cos "z = cosmz 4-M,cos(m—2 ) z24-M, cos( m=—4)z . . .+; M,, cos 0.z,
1

ne

. 2 .
(—1) 2™ sin"z=cosmz—M, cos (m—2)z~-m, cos(m—4f)z—. . il; M, coso.z;
Py

et pour m impair

2™~ 08"z =cos mz M, cos(m —2)z - M.cos(m—4)z 4=.. == Mm— cos z,

2
m-—1

{(—1) * amtsinmz = sin mz—M, sin (m—2)z24-M,$In(m == 4) ... =M, sin 7,

2
Tome V. — Fevrizr 184o0. 9
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qui, au moyen des formules précédentes, donnent immédiatement,
dans le casde p=4g + 1, 1° pour m pair

2=t Peos w"%’ = [(”1'7")+Mx(m—2'h)+...+M,_,,_‘(2;">+ém ,..\/,5:] Vo,

P

m
— ; m—x‘-‘ 3 m':g_}z— I_ﬂﬁ S M.h e 1’—1>—_‘-l ‘
{(—1) 2 ‘:‘sm i - _|:<2> M,( > >-|—""+M'I'_:._"_,<p 2M'L:‘/}_, v
et pour le cas de m impair

S = () (S () |5

2

m—3

. . 2hx
(=1) B ogmer Esm"v’-P—::o;
2°. Pour p=/(q — 1, et m pair
- . msg 2hE 42hT 1
om—1 in ™2 20% . gm—4 m;3 4
an - 2 Ecos (] > 2pM,§,
et pour m impair

a 2.
a™=! ¥ cos™i? M _» ,
P
m—I1

2 — . —tt . R
z---zsin-e?ﬁ_. — —M m—2.h )+M~("’ e ) M Vp
P P

m—l’

Au moyen de ces formules on trouvera trés facilement les équations
/27T, 2%

dont les racines sont les sinus ou cosinus des arcs a;, a Py etc.,

en représentant par a, a, a’, etc., les résidus quadratiques de p, et de

A . . N 7w
méme celles dont les racines sont les sinus ou cosinus des arcs b’;, s

K4 21 b ", etc., en représentant par b, ¥, &', etc., les non-résidus qua-
drathues dep.
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Pour léquation au sinus, comme deux valeurs de i* donnent le
méme résidu, il faudra diviser les sommes par 2; et comme i*A est ré-
sidu ou non-résidu quadratique en méme temps que %, on voit que le

changement dussigne de V/p suffit pour passer de I’équation relative aux
o 2 R . 27 27
arcsa —, a =, etc., a celle relative aux arcs b =, ¥ —, etc.
P P P P
. . \ . 2% .
Pour I’équation au cosinus, a cause de la racine cos o =1 il fau-

dra diminuer les sommes de I'unité, puis les diviser par 2. D’ailleurs le
passage d’une équation a l'autre se fera par le changement de signe du

radical \/p, si ce n’est pour le cas de p = 4g — 1, car le radical ne
se présente point dans les sommes de racines; en voici la raison.

Pour ce cas, quand a est résidu, — a ou p — a est non-résidu. Or la
série des nombres

oh, 1.h, 4.h, 9.k,...(p—1)h,
quand on en retranche les multiples de p, ce qui n’altére point la va-

. . . .o 2R . \
leur des lignes trigonométriques de I'arc 12277 , revient a
o, ah, ahk, ah...,

ah, dah, a'h,...;

car chaque résidu se répete deux fois. Or quand on change le signe des
arcs, les cosinus ne changent pas : on peut donc remplacer la seconde
ligne par :
(p—a)k, (p—a)dh, (p—a’lk, etc,
ou par

bh, bh, bh...
On a donc la suite compléte
o, hy, 2k, 3k...(p—1)F,
et comme % est premier 4 p, on peut la remplacer par

o, 1, 2, 3...p—1,
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de sorte que I'équation 4 laquelle on parvient n’est autre que celle dont
les racines sont

2 2x 2% 2% 2%
C0S0—, €OS-—, COsSa—, cos3—...cos(p—1)—,
P P P P P
équation connue i coefficients rationnels.
Ainsi donc, le cas précédent excepté, si I’on représente par
P4 AP - P4+ Q=0=X
I’équation dont les racines sont les sinus ou cosinus des arcs

2w L, 3% (p_,)z_"
p7 P’ P"" P,

la quantité X prendra la forme Y? — pZ? =X, Y et Z étant des fonc-

tions entiéres de x.
Ce théoréme est analogue i celui relatif 4 I'équation

P11 =X=0
. 2kx . 2hkx = d .
Comme les racines cos — + sin —= v/ — 1 sont de deux sortes :
2 » —_— 2 . 2 —
I°cosa—7—r+smai)—"\/—1, etz"cosb?’r —+ smbf\/— 1, la somme

des m* ™ puissances des premiéres sera
) § m —
-+ 3 (;) \/Py

2°, pour p=4q—l ..... —; +é(;) \/‘——7’

I
2

1°. pour p={4q +1..... —

et l'on voit de suite que la somme des miémes puissances des secondes

ne différera des précédentes que par le signe de V/p. Ainsi, dans le pre-
mier cas on trouvera X = Y? — pZ?, et dans le second X = Y* + pZ*,

ce qui est le théoréme de M. Gauss.
La méthode précédente pour le calcul des fonctions Y et Z a été don-
. . 3
née par M. Legendre. 11 en résulte que 'emploi du signe (;) permet de

trouver des valeurs générales de Y et Z. Pour plus de détails on peut
voir le Journal de Mathématiques, tome II1, page 128.
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Pour donner un exemple de ’emploi des formules précédentes, on
peut prendre I’équation

— 16_‘7 1 I19 u_ﬂl_ 10, 23__5 8, 56! 6_§ 357 S 5[ 2 17
A T T T s T B T B el ogs” T ERAT6

=o,

0 . . 2 ’
dont les racines sont les sinus des arcs multiples de?%r ;oron aen gé-
néral

S e () =],
SZsinza%’ = :(
—3225in”a-2)£—r = ‘<

12825in*a %’r = [(P — 8(9) ~+ 28 <4> — 56 (;) -+ 35 \/f—’] \/[",

P

etc.;

les sommes des puissances impaires étant nulles, puisque p = fg—+1.
Pour le cas particulier de p = 17, comme on a

G)=G)=G)=xG)=-

en représentant pour abréger les sommes des puissances 1°, 2%, 3°... des

racines par /,, /,, f;,... il viendra
h=f=fi=fi=o,

, R . . 2
de sorte que I'équation dont les racines sont les sinus des arcs a. 1—: ou

2r 27 27 27
IT? 22—, [I"‘v Th?
7 17 7 17
et
2 2% 2% 2!
6=, 15 3 z

17’ '1‘7‘7 I ,_77 9'[—7a
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sera
zt— é(w—t/ﬁ) 16+3L2(3..7_7.v 17)»':“-—(%4(17-2—7- 17)a
+ == (17— 4.V 17) =0,

comme on le trouve facilement au moyen des relations qui donnent
les coefficients d’'une équation en fonction des sommes des puissances
des racines. Pour cet exemple, on peut consulter le n° 364 des Recher-
ches arithmétiques de M. Gauss.

Je finirai ce petit Mémoire en proposant deux problemes dont je dois
dire d’abord que je n’ai pas la solution.

1. Peut-on déduire des équations en sina >~ et cosa >~ (a est un ré-
sidu quadratique quelconque), la valeur du produit 1 cotang a ==?
P

Pour le cas p = 4n + 3, M. Stern donne I’équation —'——_—.Hcotanga 27:’

Vp
(Journal de M. Crelle, tome XVH, page 375); cependant le signe est
tantdt +- et tantdt —; par quelle régle peut-on le frxer?

2. M. Libri dit dans son Mémoire sur les intégrales définies aux dif-

xr=n

. . 23 . .
férences finies, que la.somme Z cosz—n—r peut s’obtenir en fonction de
r=0
a, le nombre a étant donné par I'équation indéterminée 4jn=a*+27b%;
il suit en effet de la théorie de M. Gauss que

'-—( 33x . 277w
Y (cos —= +sin— VY — 1
P P /

r=o
est racine de I'équation
3 —_— R
2’ —3pz—na=o,

en supposant a de forme 3a’+ 1, ce qui détermine son signe. Mais il se
présente ici une ambiguité du genre de celle qui a lieu pour les sommes

Esinzzr z, zcos 2—“:—5. On doit fixer le choix de la valeur de z: tant

n
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que cela ne sera point fait, la somme Y cos—— ne sera pas déter-

minée; quant 4 la somme Zsinz—z:?, elle sera toujours nulle. On de-
mande une régle pour fixer le choix de la valeur de z égale i
Zcosgizz?Onan:=3q+1.

On peut proposer une semblable question pour les sommes

Y cos ) > sin 2—?-75, dans Phypothése de » = 49 + 1.

n




