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Des lois géométriques qui régissent les déplacements d'un 
système solide dans l'espace, et de la variation des coor-
données provenant de ces déplacements considérés indé-
pendamment des causes qui peuvent les produire; 

PAR M. OLINDE RODRIGUE S. 

Idée générale de la translation et de la rotation d'un système solide. 

1. J'entends par système solide un assemblage quelconque, continu 
ou discontinu, de points invariablement liés entre eux, de telle sorte 
que trois de ces points étant donnés de position, non en ligne droite, 
ainsi que leurs distances à tous les autres points du système, la situation 
de ce système soit invariablement déterminée pour chaque changement 
de situation du triangle formé par ces trois points ; 

Ce qui doit être, en effet, puisque sur une base triangulaire donnée, 
avec des distances données, on ne peut construire qu'une seule pyra-
mide , identique ou superposable à une autre pyramide donnée. Ainsi 
donc, trois points d'un solide non en ligne droite étant fixes, aucun 
déplacement de ce solide n'est possible. 

Mais s'il n'y a que deux points donnés qui doivent rester immobiles 
dans le système , l'invariabilité des distances de tout autre point à ces 
deux-là entraîne d'abord l'immobilité de tous les points avec lesquels 
ils sont en ligne droite ; cette droite devient un axefixe, autour duquel 
tout autre point du système ne peut que tourner dans une circonfé-
rence concentrique et normale à l'axe; et comme tous les points du 
système sont invariablement liés à l'un d'eux et à l'axe fixe, la rotation 
de l'un implique la rotation de tous; et Y amplitude de cette rotation 
est égale pour tous les points du système. 

Tout déplacement d'un solide autour de deux points fixes se réduit 
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donc à une rotation d'égale amplitude et de même sens pour tous les 
points du système autour de l'axe formé par les deux points fixes. 

C'est ici le lieu de remarquer que toute rotation donnée peut être 
remplacée par une rotation de sens opposé, d'une amplitude complé-
mentaire de celle de la première à 4oo°. 

Des rotations différentes autour d'un même axe se composent en une 
rotation égale à leur somme, en ayant soin d'affecter de signes con-
traires les amplitudes de rotation qui s'effectueraient en sens opposés, 
l'ordre de succession des rotations restant d'ailleurs arbitraire. 

Si l'amplitude des rotations est infiniment petite, les arcs décrits par 
les points du solide déplacé à distance finie de Taxe, se confondent 
avec leurs cordes, lesquelles sont diversement inclinées entre elles, 
selon les angles des rayons menés de Taxe aux points du système. 

Mais si Ton suppose que Taxe lié invariablement au système que Ton 
considère en soit pourtant infiniment éloigné, une rotation infiniment 
petite d'un ordre infinitésimal réciproque à celui de la distance de Taxe 
à ce système, aura pour effet défaire décrire à tousses points des droites 
finies égales et parallèles, de manière que le système n'aura fait que 
subir une translation, en désignant ainsi le déplacement d'un solide 
qui résulte du transport égal de tous les points parallèlement à une 
direction donnée. 

Ainsi donc, toute translation d'un système peut rigoureusement être 
considérée comme une rotation d'une amplitude infiniment petite au-
tour d'un axe fixe infiniment éloigné et normal à la direction de cette 
translation. 

On ne sera donc pas surpris de trouver ultérieurement toutes les pro-
priétés des translations comprises dans celles des rotations, comme les 
propriétés de la ligne droite dans celles de la circonférence ; et toutefois 
nous nous y arrêterons spécialement. 

Mais auparavant nous compléterons cet exposé général du déplace-
ment autour d'un axe fixe, par le théorème suivant, que l'inspection 
de la figure rend sensible et dont les conséquences serviront dans ce 
qui va suivre. 

Du transport de l'axe de rotation parallèlement à lui-même. 

La rotation d'un système solide autour d'un axe fixe peut être rem-
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placée par une rotation égale autour d'un autre axe parallèle au pre-
mier suivie d'une translation de ce système égale et parallèle à la corde 
de l'arc décrit par un point du second axe autour du premier, en vertu 
de la premiere rotation, ou , ce qui revient au même, sauf le sens de la 
translation qui est changé, à la corde de l'arc qui serait décrit par un 
point du premier axe autour du second. 

2. Revenons au déplacement par translation. 
Si deux situations d'un même solide sont telles, que les cordes qui 

joindraient chaque point du solide dans l'une de ces situations à son 
correspondant dans l'autre soient égales et parallèles, il est clair que ce 
solide, pour arriver de la première à la seconde situation, aura pu ne 
faire que glisser en quelque sorte parallèlement à lui-même le long de 
l'une de ces cordes, dont la grandeur et la direction mesureront la 
grandeur et la direction de la translation de ce système, et vice versa. 
Rien n'est plus simple que la translation d'un système solide selon une 
direction et une grandeur de translation données. 

Loi générale de la composition des translations successives 

Si le système subit plusieurs translations consécutives. différentes en 
direction comme en étendue, toutes ces translations se composent évi-
demment en une translation unique, égale et parallèle à la droite qui 
joindrait un point de la première situation à son correspondant dans 
la situation définitive du système; droite qui fermerait le polygone trace 
par les translations successives de ce point, et dont la grandeur et la di-
rection ne dépendent, comme on le sait, que de la grandeur et île la 
direction des divers côtés de ce polygone, quel que soit daillent s leur 
ordre de succession. 

Les projections de cette translation résultante sur trois axes coor-
donnés rectangulaires seront égales aux sommes des projections des 
translations données sur les mêmes axes et détermineront ainsi sa gran-
deur et sa direction , par un procédé analytique, indépendant du pro-
cédé graphique de la construction de ce polygone. 

Telle est la loi de composition des translations suecessi\es d'un s\s-
leine solide, au moyen de laquelle on peut réciproquement décomposer 
loute translation donnée en une suite de translations diverses en grau-
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<!eur et en directions, assujéties seulement à satisfaire à celte condition 
que la somme de leurs projections sur trois axes rectangulaires, ou plus 
généralement sur un axe (juelcoTique

}
 soit égale à celle des projections 

delà translation donnée sur le même axe. 
On peut appeler cette loi de composition loi du polygone des trans-

lations. 

Du déplacement d'un système autour d'un point fixe. 

5. Deux situations différentes d'un même système étant données 
autour d'un point qui, dans ce déplacement est resté immobile, 
qu'on choisisse arbitrairement dans ce solide un triangle dont le 
point fixe serait le sommet, et que l'on considère les deux situations 
correspondantes de ce triangle, et particulièrement les angles formés 
par les côtés correspondants des deux triangles partant du même sommet 
commun; si par ce sommet, on mène, deux plans qui, normaux aux 
plans respectifs de ces angles, les partagent également; il est évident 
que l'intersection de ces deux plans jouira de cette propriété que cha-
cun de ses points pourra être considéré comme le sommet commun de 
deux pyramides identiques ou superposables, ayant pour bases les deux 
triangles considérés, de manière que cette intersection supposée liée in-
variablement au système déplacé, sera nécessairement restée immobile 
dans le déplacement supposé. Ce déplacement lui-même se réduit donc 
à un déplacement en rotation autour d'un axe fixe, que l'on détermine 
par la construction qui vient d'être expliquée. 

Dans le cas singulier, que d'ailleurs on peut toujours éviter, où les 
deux plans bisséquants, dont l'intersection sert à déterminer l'axe de 
la rotation, se confondraient en un seul plan, l'axe n'est autre évi-
demment que la droite d'intersection des plans des deux triangles con-
sidérés. Toute autre droite que celle-là, bien qu'appartenant aux deux 
plans bisséquants confondus en un seul, forme avec les côtés des trian-
gles considérés, des angles trièdres symétriques non superposables. 

Ainsi donc, tout déplacement d'un système autour d'un point fixe 
revient à un déplacement par voie de rotation autour d'un axe fixe 
passant par ce point, ou plus généralement, peut être obtenu par une 
rotation égale autour d'un axe différent, mais parallèle au premier situé 
d'ailleurs comme on voudra, pourvu que cette rotation soit suivie d'un 
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déplacement en translation parallèle et d'une étendue égale à la corde 
de l'arc que le point fixe devenu mobile décrirait autour de ce nouvel 
axe, le sens de la translation étant opposé à celui de cette corde; 

Cette généralisation du déplacement autour d'un point fixe, étant 
la conséquence du théorème relatif au transport de l'axe de rotation 
parallèlement à lui-même (n° 1). 

Du déplacement quelconque d'un système solide dans l'espace. 

ί. Considérons enfin deux situations entièrement arbitraires d'un 
même solide, et cherchons à nous représenter de la manière la plus 
simple, le mode de déplacement qui a pu amener le solide de l'une de 
ces situations à l'autre. 

Par un point quelconque de ce solide dans la première situation, 
imaginons qu'on mène des droites égales et parallèles à celles qui. dans 
la seconde situation joignent le point coiTespondant de celui-ci à tous 
les autres points du solide déplacé; on aurait ainsi construit un assem-
blage de points, un solide entièrement identique à celui que nous consi-
dérons , mais dont la situation intermédiaire entre les deux situations 
données serait dérivée de la première par le moyen d'une certaine ro-
tation autour d'un axe fixe, passant par ce point choisi pour y rappor-
ter le déplacement du système, tandis qu'à son tour la seconde situa-
tion du solide serait dérivée de cette situation intermédiaire, au moyen 
d'une translation dont la direction et l'étendue seraient égales à celle 
de la droite qui joint le point choisi et son correspondant. 

Si, de plus, on observe qu'en vertu du théorème relatif au transport 
de la rotation autour d'un axe donné, à un autre axe parallèle à celui-
ci, rien n'empêche de supposer que cette situation intermédiaire du 
solide résulte d'une rotation égale et de même sens autour d'un axe 
passant par un point quelconque du solide, suivie d'une translation 
égale et parallèle à la corde de l'arc décrit par ce nouveau point choisi 
pour y rapporter le déplacement du système autour du premier axe 
dans la première rotation admise; comme cette translation , composée 
avec celle qui s'opère du solide intermédiaire à la situation définitive, 
se réduit à une translation égale et parallèle à la droite qui joint cette 
nouvelle origine à son point correspondant dans la situation définitive; 
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comme enfin, pour chaque origine du déplacement, il n'y a qu'un 
seul axe de rotation possible ; on se trouve enfin avoir démontré com-
plètement le théorème suivant, l'un des plus beaux, sans contredit, de 
la géométrie, et qu'on doit considérer comme la base fondamentale des 
lois géométriques du mouvement. 

Théorème fondamental. 

De quelque manière qu'un solide ait été transporté d'un lieu dans 
un autre, on peut toujours considérer ce déplacement comme résultant 
de deux déplacements consécutifs en rotation et en translation, la ro-
tation s'effectuant autour d'un axe fixe mené par un point quelconque 
du solide dans la première situation, parallèlement à une certaine direc-
tion , invariablement déterminée par les deux situations considérées du 
solide, aussi bien que le sens et l'amplitude de la rotation ; la translation 
s'opérant ensuite parallèlement à la droite qui joint un point de cet axe 
à son correspondant dans la seconde situation du système, la grandeur 
de cette droite mesurant celle de la translation. 

L'ordre de ces déplacements peut être interverti : la translation peut 
précéder la rotation, mais celle-ci s'effectue ensuite autour d'un axe 
passant par le point de la seconde situation correspondant à celui au-
quel est rapporté le déplacement dans la première situation. D'ail-
leurs la direction de l'axe de rotation, l'amplitude et le sens de rotation 
sont les mêmes pour tous les points du système, avant ou après la 
translation. 

Dans cette succession de déplacements onr remarque que la droite 
qui joindrait un point quelconque du solide dans sa première situation 
à son correspondant dans la seconde, c'est-à-dire la droite réellement 
parcourue par ce point, forme le troisième côté d'un triangle dont le 
premier, variable pour chaque point du système, est normal à l'axe de 
rotation, et dont le second, constant pour tous les points du système, 
mesure la translation du système relative à l'origine du déplacement. 

La projection de cette droite sur l'axe de rotation est donc constante 
pour tous les points du solide, et ne peut être constante que relative-
ment à cette même direction de l'axe de rotation ; car cette projection 
sur toute direction est la somme de deux projections, savoir, tie celle de 

Tome V. — Novembre 1840. 49 
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la corde de l'arc de la rotation, et de celle de la droite parcourue en 
translation. La première de ces projections est variable, la seconde est 
constante. Leur somme ne saurait donc être constante pour toute direc-
tion autre que celle qui rend nulle la première de ces projections, 
savoir , la direction même de l'axe de la rotation. 

Tous les points d'un système solide déplacé d'une manière quelcon-
que sont donc également transportés relativement à la direction de 
J'axe de la rotation. 

Si cette projection constante est nulle, le déplacement se réduit à une 
rotation sans translation autour d'un certain axe, facile à déterminer, 
puisque la droite parcourue par chaque point dans un plan normal à la 
direction commune de tous les axes de rotation se trouve être la base 
d'un triangle isoscèle situé dans ce plan, dont l'angle au sommet serait 
égal à l'amplitude de la rotation, et dont le sommet appartient à Taxe 
cherché. 

En général, cette projection constante est la mesure de la translation 
absolue du système, qui est un minimum entre toutes celles qui sont 
relatives aux diverses origines du déplacement; c'est la translation 
même des points du système qui seraient transportés parallèlement à 
Taxe de rotation. Pour tous ces points considérés comme origines du dé-
placement, Taxe de rotation, que nous nommerons, pour le distinguer, 
l'axe central du déplacement, est en même temps Taxe de la transla-
tion ; de manière que le déplacement du système rapporté à cet axe cen-
tral , se réduit à tourner autour de cet axe, en glissant parallèlement à 
sa direction, sorte de mouvement qu'on a comparé à celui de la vis dans 
son écrou ; expression la plus simple du théorème fondamental où les 
deux déplacements de rotation et de translation se trouvent effectués 
orthogonalement [*]. 

5. Mais il s'agit de trouver cet axe central, c'est-à-dire de déterminer 
les points du système dont le déplacement définitif se réduit à une 
translation parallèle à la direction de Taxe de rotation. Or c'est à quoi 
Ton arrive par la construction suivante. 

[*] Ce beau théorème de géométrie appartient, je crois, à M. Chasles , qui l'a publié 

dans le Bulletin universel des Sciences, tome XIV, année i83o. 
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Par 1111 point quelconque du solide, et dans le plan des deux axes de 
rotation et de translation relatifs à ce point considéré comme origine du 
déplacement, menez à l'axe de rotation une perpendiculaire égale à 
l'étendue de la translation projetée sur cette perpendiculaire ; sur cette 
perpendiculaire, comme base et normalement au plan des deux axes, 
construisez un triangle isoscèle, dont l'angle au sommet soit égal à 
l'amplitude de la rotation du système, ce sommet appartiendra à Y axe 
central, si d'ailleurs le triangle isoscèle est, relativement au plan des 
deux axes, placé dans le sens de la rotation. 

Car il est évident que ce sommet, tournant d'abord autour de l'axe 
de rotation relatif, puis décrivant une parallèle à l'axe de translation 
relatif, d'une grandeur égale à celle de la translation relative, arrivé à 
sa position définitive, se trouve avoir parcouru parallèlement à l'axe de 
rotation, une droite égale à cette même translation, projetée sur l'axe 
de rotation. 

Et réciproquement, si l'on considère par rapport à l'axe de rota-
tion, qui serait mené par ce sommet, le déplacement de l'origine des 
deux axes relatifs donnés, on voit ce point, en vertu delà rotation 
autour de Y axe central, arriver d'abord à l'extrémité de la base du 
triangle isoscèle ci-dessus indiqué, base qui mesure le déplacement de 
ce point perpendiculairement à l'axe de rotation central, puis, en vertu 
de la translation parallèle à ce même axe, arriver enfin à sa situation 
définitive, à l'extrémité de l'axe relatif de translation supposé. 

Et cette construction montre bien que tout le déplacement se réduit 
à une simple rotation autour de l'axe central, quand l'axe de transla-
tion relatif est normal à l'axe de rotation, puisque alors le sommet du 
triangle isoscèle revient en définitive à sa première position. 

Aussi toutes les fois que les divers points d'un solide, dans le dépla-
cement de ce solide, restent dans des plans parallèles, ce déplacement 
se réduit à une rotation autour d'un certain axe fixe normal à ces plans. 

Déplacement d'une figure plane dans son plan. 

Le déplacement d'une figure plane dans son plan se réduit donc 
toujours à une rotation autour d'un centre fixe dans ce plan, ainsi 
qu'il est aisé de l'établir directement. 

49.. 
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Si l'on considère le quadrilatère formé par la droite qui joint deux 
situations correspondantes d'un point du solide, l'axe central et les per-
pendiculaires abaissées de ces deux situations sur cet axe, on trouve 
que la droite qui joint les milieux du premier côté de ce quadrilatère et 
de celui qui lui est opposé, est perpendiculaire à ces deux lignes, pro-
priété qui donne une autre construction de l'axe central, étant don-
nés seulement deux points du système, leurs correspondants, avec la 
direction de l'axe de rotation. 

Par le milieu de chacune des droites qui joignent un des points don-
nés à sou correspondant, faites passer une droite parallèle à la direction 
donnée de l'axe de rotation et une normale à ces deux droites, les plans 
formés en chaque milieu par cette normale et la droite parallèle à l'axe 
de rotation se couperont au lieu même de l'axe central [*]. 

6. Nous avons à énoncer maintenant les principaux corollaires qui 
se déduisent du théorème fondamental, relativement aux déplacements 
particuliers des points, des droites, des plans d'un système solide. 

i°. Les distances qui séparent chaque point du solide dans sa pre-
mière situation, de son correspondant dans la seconde, se projettent 
toutes également sur la direction de l'axe de rotation ; cette projection 
commune est la mesure de la translation absolue du système ; 

■2°. Toute droite, partie du système déplacé, ne faisant que tourner 
quant à sa direction, autour de l'axe de rotation, il en résulte un rap-
port très simple entre l'angle que forme cette droite avec l'axe de ro-
tation et celui qu'elle forme avec sa position primitive, par suite de son 
déplacement et de l'amplitude de la rotation, savoir : 

Le sinus du demi-déplacement angulaire de toute droite, partie d'un 
système solide déplacé, est égal au sinus de la demi-rotation de ce sys-
tème, multiplié par le sinus de l'angle de cette droite avec l'axe de ro-
tation. 

Cette proposition, que l'inspection de la figure rend évidente, sert à 
établir de la manière la plus élémentaire l'une des propriétés les plus 
remarquables du mouvement de la Terre, qui est l'invariabilité pres-
que absolue des pôles du globe, le mouvement angulaire de l'axe ter-
restre étant infiniment moindre que celui de rotation de la Terre ; 

[*] Cette construction m'a été indiquée par mon ami M. Lévy. 
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3°. Toute droite parallèle à l'axe de rotation est transportée parallè-
lement à elle-même, tandis que le déplacement angulaire de toute 
droite normale à cet axe est égal à l'amplitude de la rotation ; 

4°. Toute figure plane invariablement liée au système déplacé, et 
dont le plan est normal à l'axe de rotation, est donc transportée dans 
un plan parallèle au premier, à une distance égale à la translation abso-
lue du système. 

Toute figure plane, parallèle à l'axe, est au contraire transportée 
dans un plan incliné sur sa position primitive, d'un angle égal à l'am-
plitude de la rotation. 

5°. Le milieu de la droite qui joint un point quelconque du sy stème 
à son correspondant, est le point de cette droite le plus rapproché de 
l'axe central du déplacement ; 

6°. Les milieux de toutes les droites qui joignent tous les points d'une 
figure plane à leurs correspondants, après un déplacement quelconque 
de cette figure, sont dans un même plan avec les milieux de toutes les 
droites qui joindraient tout point extérieur à cette figure plane, à son 
correspondant symétrique. 

Ce plan fait un angle égal avec les plans des deux figures planes, 
aussi bien qu'avec les droites correspondantes dans les deux figures, dans 
leur plan ou en dehors de leur plan, mais symétriquement inclinées; 

7. Après avoir exposé la loi géométrique fondamentale du passage 
d'un solide, d'une situation donnée à une autre également donnée d'une 
manière quelconque, nous devons rechercher la loi de composition 
successive de ces déplacements au moyen de laquelle, étant donnés les 
éléments de ces déplacements successifs, on puisse construire ou calcu-
ler les éléments de la situation définitive du solide, la position de son 
axe central définitif, l'amplitude de la rotation et l'étendue de la trans-
lation. 

Nous avons exposé déjà la loi de composition des translations, nous 
allons donner celle des rotations autour d'axes fixes différents, et enfin 
celle des déplacements quelconques, résultant chacun d'une translation 
et d'une rotation combinées. 

De cette loi de composition des rotations autour d'axes différents, 
nous déduirons une transformation importante du théorème fondamen-
tal , savoir : 
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« Tout déplacement d'un système solide peut être représenté d'une 
» infinite de manières par la succession de deux rotations de ce système 
» autour de deux axes fixes non convergents. Le produit des sinus de 
» ces demi-rotations multipliés par le sinus de l'angle de ces axes et par 
» leur plus courte distance, est égal, pour tous ces couples d'axes con-
» juguts, au produit du sinus de la demi-rotation du système autour 
» de l'axe central du déplacement, multiplié par la demi-translation 
» absolue du système. 

» Autrement, le volume du tétraèdre dont les arêtes opposées seraient 
» situées d'une manière quelconque sur chacun des axes conjugués et 
» dont les grandeurs seraient proportionnelles aux sinus des demi-
» rotations respectives, est constant pour tous les couples de rotations 
» conjuguées, propres à représenter un déplacement donné. » 

Ainsi donc, tout déplacement d'un système solide se réduit en défi-
nitive à tourner autour d'un ou de deux axes fixes. 

Dans le cas où l'un de ces axes est parallèle à l'axe central, il résulte 
de la loi de composition des rotations, que son conjugué est situé à l'in-
fini , que la rotation qui lui correspond devient infiniment petite et se 
transforme ainsi en une simple translation, ce qui conduit au premier 
énoncé du théorème fondamental, énoncé qui n'est plus qu'un cas 
particulier de celui que nous venons de donner 

De la composition des rotations successives d'un solide autour de deux 
axes convergents. 

8. Il s'agit maintenant d'exposer la loi de composition des rotations 
successives d'un solide autour d'axes différents. Commençons par ne 
considérer que deux axes convergents, et cherchons à déterminer l'axe 
résultant de ces deux rotations, celui autour duquel, en définitive, se 
trouvera avoir tourné le solide donné, pour arriver de sa première à sa 
dernière situation. 

Cet axe résultant, doit être placé de telle sorte, qu'accomplissant 
lui-même les deux rotations indiquées autour des axes convergents 
supposés, il revienne à sa position première. Si donc par chacun des 
axes donnés on mène un plan qui fasse avec celui de ces deux axes 
un angle égal à la demi-rotation relative à cet axe, l'intersection de ces 
deux plans sera l'axe résultant cherché, arrivant en vertu de la pre-
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niiere rotation à sa position symétrique par ι apport au plan des deux 
axes, et revenant par la seconde rotation à sa position primitive. 

On voit en même temps que l'angle de ces deux plans mesurera la demi-
rotation composée, puisque le premier axe, immobile pendant la pre-
mière rotation, ne se déplace que par la seconde et se trouve décrire 
autour de l'axe résultant, déterminé comme on vient de le dire, un an-
gle double de celui des deux plans. Observons ici que la demi-rotation 
autour de chaque axe peut indifféremment se mesurer par l'angle inté-
rieur ou par l'angle extérieur des deux plans qui passent par cet axe, 
le sens de la rotation étant seulement changé, selon que l'on adopte 
l'une ou l'autre mesure, puisque toute rotation accomplie dans un 
sens autour d'un axe équivaut à une rotation contraire d'une am-
plitude complémentaire de la première à 4oo°. 

Ensuite, relativement à l'ordre de succession de ces rotations, il 
arrive que l'axe symétrique de celui qui vient d'être déterminé par rap-
port au plan des deux axes donnés, correspondrait, comme axe résul-
tant, aux mêmes rotations accomplies dans un ordre inverse de celui 
qui est supposé autour des mêmes axes; d'où l'on voit que la valeur de 
la rotation résultante ne dépend pas de l'ordre des rotations, mais que 
la position de l'axe résultant en dépend essentiellement, et que dans la 
composition des rotations d'un système solide , l'ordre de ces rotations 
ne peut être modifié sans altérer la position de l'axe résultant et la va-
leur même de la rotation résultante, s'il y a plus de deux axes à com-
poser successivement. 

Telle est la différence caractéristique à signaler entre la composition 
des rotations et celle des translations successives. Il y a d'ailleurs entre 
ces deux sortes de composition l'analogie qui existe entre les propriétés 
du triangle rectiligne et celles du triangle sphérique; et si l'on compare 
les translations parallèles aux trois côtés d'un triangle rectiligne, aux 
sinus des demi-rotations accomplies autour des trois côtés d'un angle 
trièdre, les valeurs des translations et celles de ces sinus seront éga-
lement proportionnelles aux sinus des angles opposés aux côtés res-

' pectifs dans le triangle rectiligne et dans l'angle trièdre. 

Composition des rotations infiniment petites. 

9. Mais ces deux axes symétriques résultants correspondant aux 
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mêmes rotations dans deux ordres différents de succession , coïncident 
dans le plan des deux axes si les rotations deviennent infiniment petites, 
et il en résulte deux conséquences importantes : 

La première, c'est que l'ordre de succession des rotations infiniment 
petites autour de deux axes convergents, et, par suite, autour de tant 
d'axes qu'on voudra, est indifférent ; la seconde, c'est que l'axe et l'am-
plitude de la rotation infiniment petite, résultante de la succession de 
deux rotations infiniment petites autour de deux axes convergents, se 
déterminent de la même manière que l'axe et la grandeur de la trans-
lation qui résulterait de deux translations successives proportionnelles 
aux rotations données et parallèles à leurs axes; et comme, en éloignant 
infiniment les axes de rotation, on transforme les rotations infiniment 
petites en translations finies perpendiculaires à ces axes et inclinées 
entre elles comme ces axes mêmes, on comprend toute la généralité de 
la loi de composition des rotations finies qui, par l'intermédiaire des 
rotations infiniment petites, comprend aussi la loi de composition des 

translations. 

De la composition des rotations autour de deux axes parallèles. 

10. Tous les points du système déplacé par suite de deux rotations 
consécutives autour de deux axes parallèles, sont restés dans des plans 
parallèles normaux à ces axes. Le déplacement se réduit donc à une 
simple rotation autour d'un certain axe parallèle aux premiers. Cela 
étant posé, le mode de détermination et de construction de cet axe, qui 
a été exposé pour deux axes convergents, s'applique également à deux 
axes parallèles et donne pour résultat un axe parallèle aux premiers et 
une rotation composée égale à la somme ou à la différence des rota-
tions données, selon qu'elles s'effectuent dans un même sens ou dans 
des sens opposés. 

Couples de rotations parallèles. 

Mais ici se présente un cas bien remarquable, celui où les deux rota-
tions étant égales et de sens contraire, la rotation composée est nulle et 
J'axe résultant situé à l'infini, circonstance où le déplacement aboutit à 
une simple translation. En effet, par suite des deux rotations égales mais 
contraires, autour de deux axes parallèles, chaque point du solide 
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déplacé a parcouru définitivement une droite constante de grandeur et 
de direction pour tous les points du système ; la direction de cette 
droite fait avec la normale au plan des deux axes, un angle égal à la 
demi-rotation supposée autour de chaque axe en même temps qu'elle 
est normale à ces deux axes ; sa grandeur est égale au produit de la dis-
tance des deux axes par le double sinus de la demi-rotation. 

L'ordre de succession des rotations n'est pas indifférent; la position 
symétrique de la direction de la translation, relativement à la normale 
au plan des deux axes, correspond au changement d'ordre dans la suc-
cession des rotations. 

Tout cela résulte facilement d'une comparaison de triangles sem-
blables; et, lorsque les rotations sont infiniment petites, on voit encore 
que l'ordre de succession est indifférent, la translation s'opérant alors 
suivant la normale au plan des deux axes. 

Ainsi donc, tout couple de rotations parallèles équivaut à une simple 
translation, et réciproquement, toute translation peut être remplacée 
d'une infinité de manières par un couple de ce genre. 

Ces couples de rotations parallèles se composent donc et se décom-
posent, selon la loi des translations, dans un ordre de succession arbi-
traire pouvant occuper dans l'espace toutes les positions qui corres-
pondent à une même translation en grandeur et en direction. 

Compositions et décompositions qui s'obtiennent en substituant aux 
couples les translations qu'ils représentent. 

Ainsi se trouve généralisée pour les couples de rotations finies la loi 
de composition que M. Poinsot a, je crois, indiquée le premier pour 
les couples de rotations infiniment petites. 

li. Tout déplacement d'un système solide se réduisant à une rota-
tion suivie d'une translation, cette translation pouvant toujours être 
remplacée par un couple de rotations dont l'un des axes coupera l'axe 
donné de la rotation du système, les rotations autour de ces deux axes 
convergents se composant en une seule rotation, il en résulte évidem-
ment la démonstration de la transformation énoncée ci-dessus du 
théorème fondamental, savoir : que tout déplacement d'un système 
solide peut toujours provenir de la succession de deux rotations autour 
de deux axes fixes non convergents et d'une infinité de manières. 

Tome V.—Novembre 1840. 5 Ο 
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De la composition des rotations autour d'axes fixes non convergents 
en nombre quelconque. 

12. Il s'agit enfin de composer des rotations autour d'axes fixes non 
convergents en nombre quelconque. Prenons un point dans l'espace 
pour y rapporter dans leur ordre toutes ces rotations; nous avons vu 
que toute rotation autour d'un axe fixe pouvait être remplacée par une 
autre rotation égale, accomplie autour d'un autre axe parallèle au pre-
mier, suivie d'une translation égale à la corde de l'arc décrit par un 
point du nouvel axe autour du premier par suite de la première rota-
tion donnée. Nous avons vu aussi qu'une translation suivie d'une ro-
tation accomplie autour d'un axe passant par l'extrémité de l'axe de 
translation pouvait au contraire en être précédée, si l'axe de rotation 
passait par l'origine de l'axe de translation. Cela posé, si par le point 
choisi pour y rapporter toutes les rotations, on fait passer des axes pa-
rallèles aux axes donnés non convergents, le déplacement du système 
opéré successivement autour de ces axes, au moyen du transport des 
rotations aux axes convergents menés parallèlement aux premiers, et de 
l'échange successif des rotations autour d'axes passant aux extrémités 
des lignes de translation en rotations autour d'axes passant par leur ori-
gine, le déplacement du système se partagera en une suite de rotations 
respectivement égales aux rotations données, accomplies successivement 
autour des axes convergents parallèles aux premiers, suivies d'une suite 
de translations telles, qu'elles résulteront des cordes successivement 
parcourues par le point choisi autour des axes non convergents donnés 
dans l'ordre indiqué par les rotations. 

La composition des rotations autour d'axes convergents et celle des 
translations s'opéreront suivant les modes indiqués plus haut. Le dé-
placement du système se ramènera en définitive à une rotation et à une 
translation relatives à deux axes de rotation et de translation passant 
par le point choisi pour origine du déplacement. 

On voit par cette construction que les éléments de la rotation défini-
tive du système ne dépendent que de l'amplitude et de la direction des 
rotations, et nullement de l'écartement des axes de rotation ; tandis que 
la grandeur et la direction de la translation dépendent à la fois des ro-
tations , de leurs directions, et de la position des axes de ces rotations 
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composantes, attendu que les cordes successivement décrites par le 
point choisi pour y rapporter le déplacement du système varient de 
grandeur et de direction suivant les positions successives que prend le 
point déplacé relativement aux divers axes de rotation donnés. 

Si dans le système de ces axes il s'en trouve de consécutifs qui for-
ment des couples de rotations parallèles, il est évident que ces couples ne 
fourniront aucun élément dans la détermination de la direction et de 
l'amplitude de la rotation résultante, et qu'ils n'auront d'influence que 
sur la grandeur et la direction de la translation résultante, le point 
dont les rotations successives déterminent cette translation se trouvant, 
par suite de ces couples de rotations, lorsqu'il y arrive, décrire la 
translation équivalente à chaque couple respectif. 

Examen du cas particulier de deux axes fixes non convergent*. 

15. Si nous considérons deux axes non convergents et leur plus 
courte distance, et que nous prenions pour origine du déplacement 
l'extrémité de cette plus courte distance sur le premier axe de rotation , 
c'est-à-dire sur l'axe de la rotation qui doit s'effectuer la première, en 
faisant passer par cette origine im axe parallèle au second donné, on com-
posera les deux axes convergents en un troisième, qui sera Y axe de rota-
tion du déplacement relatif à cette origine, et l'on aura l'axe delà trans-
lation relative par la corde de l'arc que décrirait cette origine, en vertu 
de la rotation à effectuer autour du second axe donné. La projection de 
cette corde sur l'axe relatif de rotation, ainsi déterminé, mesure la 
translation absolue du déplacement; elle est égale à la somme des pro-
jections des deux côtés du triangle isoscèle dont elle est la base; chacun 
de ces côtés est égal à la plus courte distance des deux axes non con-
vergents donnés, et il est facile de s'assurer en outre que chacun de ces 
côtés est également incliné sur l'axe relatif composé. En effet, cette plus 
courte distance est normale au plan des deux axes convergents; or. en 
considérant l'angle formé par cette normale et par la droite symétrique 
de l'axe résultant relativement à ce plan, on voit que cet angle ne 
change pas lorsqu'on le suppose mobile et entraîné par la seconde rota-
tion qui amène la droite symétrique dont nous parlons, à se confondre 
avec l'axe résultant: mais, dans cette rotation, la normale s'est inclinée 

DO.. 
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sur elle-même dans un plan perpendiculaire au second axe, de manière 
à être parallèle au second côté du triangle isoscèle que nous considérons, 
et comme il est évident que l'angle de la normale avec l'axe résultant est 
supplément de celui qu'elle forme avec sa position symétrique, on voit 
qu'effectivement l'axe résultant est, ainsi que nous venons de le dire, 
également incliné par rapport aux deux côtés de ce triangle isoscèle. 
D'où l'on conclut enfin que la translation absolue d'un système solide 
provenant de la succession de deux rotations autour de deux axes fixes 
non convergents, est égale au double de la distance de ces deux axes 
projetée sur la direction de l'axe de la rotation composée ou résultante. 

Mais il est évident que le cosinus de l'angle de cette distance avec 
l'axe composé est égal au sinus de l'angle de même axe avec le plan 
des deux axes composants, lequel, par suite de la loi de proportion 
des sinus des demi-rotations à ceux des angles compris entre les axes 
opposés, se trouve être égal au produit des sinus des demi-rotations 
données par le sinus de l'angle des deux axes, divisé par celui de la 
demi-rotation composée; d'où l'on arrive à compléter le théorème fon-
damental transformé ainsi que nous l'avons déjà énoncé, savoir, que 
tout déplacement d'un système solide peut toujours provenir, d'une infi-
nité de manières, de la succession de deux rotations autour de deux 
axes fixes non convergents, pourvu que le produit des sinus des demi-
rotations successives multiplié par la distance des deux axes conjugués 
et par le sinus de l'angle de ces axes, soit égal au produit de la demi-
translation absolue du système déplacé multipliée par le sinus de la 
demi-rotation résultante. 

De la composition des déplacements successifs d'un système 
combinés de rotations et de translations. 

14. Nous sommes maintenant en mesure de résoudre complètement 
le problème général suivant, où Ton considère la succession des dépla-
cements quelconques d'un même solide. 

Étant donnés les axes de rotation et de translation ainsi que l'ampli-
tude et l'étendue de ces rotations et translations pour chaque déplace-
ment successif d'un système, on demande de construire les axes de 
rotation et de translation de ce système relatif à une origine donnée. 
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La solution de ce problème est évidemment la même que celle du pro-
blème précédent, où il ne s'agissait que de rotations autour d'axes fixes, 
puisque les translations peuvent être remplacées par des couples de 
rotations autour d'axes fixes. Nous l'avons indiqué nettement dans le 
dernier paragraphe du n° 12. Il n'y a donc pas lieu de s'y arrêter da-
vantage. 

Examen du cas particulier des déplacements infiniment petits 
successifs. 

Cette solution se simplifie notablement lorsqu'on ne considère que 
des déplacements infiniment petits ; d'abord en ce qui concerne les 
rotations données et leur résultante, parce que l'ordre de ces rota-
tions est indifférent, et que leur composition en nombre quelconque 
autour d'axes convergents s'opère comme celles de translations pro-
portionnelles à ces rotations et parallèles à ces axes; ensuite, en ce qui 
concerne la translation composée, parce que l'ordre des rotations et des 
translations successivement effectuées par l'origine du déplacement est 
également indifférent, et que chacune de ces rotations et translations 
peut être établie directement et séparément, comme si le point à déplacer 
ne se déplaçait qu'alternativement et non successivement, ce qui tient à 
ce quel'espace parcouru pour chacun decesdéplacementsestinfiniment 
petit ; la composition de ces translations partielles résultant de l'écarte-
ment des axes donnés, ou des translations mêmes qui sont jointes aux 
rotations, s'opère suivant la même loi que celle des rotations. 

15. Il nous faut maintenant appliquer le calcul aux lois géométriques 
que nous venons d'exposer relativement aux déplacements quelconques 
d'un système solide, et en déduire d'abord les formules de la variation 
des coordonnées d'un système solide, qui tiennent une si grande place 
dans la mécanique analytique. 

Détermination des formules de la variation des coordonnées d un 
système solide, provenant d'un déplacement quelconque. 

Soient x, y, ζ,..., χ Αχ, y -+- Ay, ζ + Δζ, les coordonnées 
de deux points quelconques correspondants dans les deux situations 
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du svsteiue déplacé; soient de plus χ, Y, Z, les coordonnées du milieu 
de la droite qui les joint, en sorte que l'on ait 

X = x~-+- \Δχ, Y — y ζ = ζ· + {Δ:; 

soient enfin g, h, l, les angles formés par la direction de l'axe de rota-
tion avec les axes des coordonnées, θ l'amplitude de la rotation, t la 
grandeur de la translation absolue, X, Y, Z, les coordonnés d'un 
point quelconque de l'axe central du déplacement. 

Si l'on considère le triangle rectangle dont l'hypoténuse est formée 
par la droite de jonction des deux points correspondants et dont les 
deux autres côtés sont donnés, l'un par la corde de l'arc décrit par le 
premier point en vertu de la rotation β, et l'autre par la droite parcou-
rue en translation par ce même point après la rotation effectuée; il est 
clair que les variations Δχ, Ay, Δζ, seront respectivement égales aux 
projections respectives de cette hypoténuse, c'est-à-dire à la somme des 
projections des deux autres côtés de ce triangle rectangle sur les axes 
des coordonnées respectifs. Or le côté égal et parallèle à la translation 
absolue t, donne les trois projections t cos g, t cos h, t cos l ; l'autre côté 
est égal à zut&ng^Q, u désignant la distance de l'axe central à ce côté 
même qui lui est perpendiculaire. Cette distance est évidemment la 
même que celle du point (χ, Y, Z) au même axe central, comme la di-
rection de ce côté est la même que celle d'une droite qui serait menée 
par le point (Χ, Y, Z) perpendiculairement à l'axe central et à la distance 
de ce point à l'axe. Appelons G, H, L , les angles de cette droite avec les 
axes des coordonnées, nous aurons d'abord les expressions suivantes · 

Δχ = t cos g iu tang ̂  β cos G , 

Ay = t cos h -I- ·ιιι tang \ β cos η , 
Δζ = t cos I -+- iu tangi β cos l ; 

et comme on a nécessairement 

cos g cos G -4- cos h cos H -t- cos I cos l = ο, 

on en déduira, comme cela résulte aussi de la figure, 

Δχ cos g -t- Δ j cos h -t- Az cos/ = i, 
Δχ1 ■+■ &jr2 -h Δζ·2 — t'1 4"2tang2|0 
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Les premiers termes t cos g, t cos h, t cos l, représentent la partie des 
variations qui provient du déplacement absolu en translation; les se-
conds termes, celle qui est due à la rotation opérée par le déplacement. 
En comparant ces premiers et seconds termes entre eux, relativement à 
chaque axe coordonné, on trouve que les premiers qui, relativement à 
chaque axe coordonné, mesurent l'effet ou le moment de la translation 
du système, ont pour valeur les projections de cette translation sur cha-
que axe des coordonnées, tandis que les seconds termes, qui représen-
tent pour chaque point l'effet ou le moment de la rotation du système 
relatif à chaque axe coordonné, ont pour valeur la projection relative 
à chaque axe coordonné d'un triangle ayant pour sommet le milieu de 
la droite, définitivement parcourue par le point considéré, et pour base 
une droite comptée sur l'axe central d'une étendue égale à 4 tang ^ 9. 

Dans le cas d'un déplacement infiniment petit, ce milieu et le point 
lui-même se confondent, et il en résulte que pour un point du système 
infiniment peu déplacé, l'effet de la rotation, relatif à une direction 
donnée, est égal au double de la projection relative à cette direction 
d'un triangle dont ce point est le sommet et dont la base prise sur l'axe 
central est égale à la rotation du système. 

Ceci fait comprendre comment la théorie des projections se rattache 
par les projections linéaires aux lois de la translation, et par les projec-
tions des aires à celle de la rotation des solides. Poursuivons. 

La corde 2u tang^â étant normale à la fois à l'axe central et à la 
perpendiculaire abaissée du point (χ, ν, z) sur cet axe, laquelle est 
égale k u, on aura 

u cos G = (Y — Y) cos l — (z — Z) cos h, 
M cos H = (z — Z)cosg— (x—X)cos/, 
M COS L = (x — X) cos h — (Y — Y) COS g, 

et par suite, 

Δχ = t cos g -h 2«tang{0cosG = A -h ρ γ — ni, 
Δγ = tcosh, -+- autang|âcosH = Β + mi - pu, 
Δζ — icos/ -+- aw tang·^Θ cos L = Γ + RX - m γ, 

A, Β, T, m, η, ρ, désignant six constantes qui dépendent de la position 
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de l'axe central du déplacement, de la grandeur de la translation et de 
l'amplitude de la rotation, ainsi qu'il suit : 

A = t cos g -1-2 tang Q (Z cos h — Y cos Z ), 
Β = tcosh 2tang-^ô (XcosZ — Xcosg), 
Γ = t cos Z -+- 2 tang y S (Y cos g—Xcos A), 

m = 2 tangy9 cosg, η — 2tangy0cosA, ρ = a tang^flcosZ. 

Si l'on désigne par α, ζ, y, les variations des coordonnées de l'origine 
des axes coordonnés, on aura les relations suivantes : 

a — A — ny), 

£ = Β -t- i {my — pa), 

y = Γ -+- \ {na — m£), 

au moyen desquelles on remplacera, quand on voudra, les constantes 
A, Β, Γ, par leurs valeurs en fonction des variations a, £, y; et l'on 
aurait ainsi 

Ax = a -+- 2 tang^G [(τ —y£) cos Z — (z — ±y) cos A], 
Ay = ζ ι tang4-0 [(ζ — |>) cosg — (ι-^β) cos Ζ], 
Az = y -4-2 tang^O [(χ — |α) cos A— (γ — y£) cosg], 

dont les premiers termes a, £, ^ , expriment les moments de la 
translation relative à l'origine des coordonnées dont la valeur est 
\A.a -+- Ç2 -f- y2, et ceux affectés de la rotation expriment les mo-
ments de cette rotation autour de l'axe relatif k l'origine. Nous aurions 
pu établir directement ces formules, comme celles qui précèdent, et 
que nous avons construites sur l'axe central. 

Équations de l'axe central. 

16. Les équations de l'axe central se déduisent à leur tour des 
formules ci-dessus, avec la plus grande simplicité ; car pour tous les 
points de cet axe, l'effet de la rotation étant nul, on a Ax = t cos g, 
Ay = t cos A, Az = t cos Ζ; les coordonnées x, y, z, appartiennent à 
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cet axe, et en supprimant le trait on a les équations cherchées, ex-
primées au moyen des éléments des variations, 

2 Pf — m (Arn 4- Bn -+- Tp) m (etm -J- Cn -+- yp) nz A — t cos g = — — — — /w* -f- /?’ H- p% 

2 Pf — m (Arn 4- Bn -+- Tp) m (etm -J- Cn -+- yp) nz A — t cos g = — — — — /w* -f- /?’ H- p% 

2 Pf — m (Arn 4- Bn -+- Tp) m (etm -J- Cn -+- yp) nz A — t cos g = — — — — /w* -f- /?’ H- p% 

et plus simplement encore en éliminant les constantes A, Β, Γ, 

cot y δ (β cos /-y cos h) y - j =- γ coty· 9(y cos g-u cos ί) ζ- y y-y cot ^0(a cos h-£ cos g,cot y δ (β cos /-y cos h) y - j =- γ coty· 9(y cos g-u cos ί) ζ- y y-y cot ^0(a cos h-£ cos g,p2, 

équations dans lesquelles les coordonnées soustraites des coordonnées 
générales χ, γ, ζ, sont précisément celles du sommet du triangle isos-
cèle normal au plan des deux axes relatifs de translation et de rotation 
passant par l'origine des axes coordonnés, élevé sur une base perpendi-
culaire à l'axe relatif de rotation, coupant par la moitié l'axe delà trans-
lation relative et d'une grandeur égale à la translation projetée sur sa 
propre direction, l'angle au sommet étant égal à l'amplitude de la rota-
tion θ ; ce qui s'accorde bien avec la construction donnée précédemment. 

Ces équations peuvent encore s'écrire ainsi qu'il suit, en y introdui-
sant la rotation et les inclinaisons de l'axe de rotation : 

cot y δ (β cos /-y cos h) y - j =- γ coty· 9(y cos g-u cos ί) ζ- y y-y cot ^0(a cos h-£ cos g, 

Equation générale de l'axe central. 

Mais on peut représenter ces trois équations des projections de l'axe 
central par une seule équation à coefficients indéterminés, savoir, 

cos αΔχ -t- cos bh.j -+- cos càz = t cos(t,a,b,c), 

dans laquelle 

cos [t., a, b, c) — cos a cos g ■+■ cos b cos h -+- cos ccos /, 
Tome V. — NOVEMBRE 1840. 5l 



402 JOURNAL DE MATHEMATIQUES 

a, b, c, désignant trois angles arbitrairement formés par une direction 
quelconque avec les axes coordonnés. Cette équation unique, à cause 
de l'indétermnination de ces angles a, b, c, se résont nécessairement 

dans les trois autres Ax = t cos g. Ay = t cos h, Az = t cos l, et elle 
exprime la propriété la plus générlae du déplacement des points situés 
sur l'axe central, qui est d'être, relativment à une direction quel-
conque, égale à al translation absolue du système sans rotation estimée 
suivant cette même direction. 

Examen du cas des variations infiniment petities. 

17. Si l'on ne considère que les variations des coordonnées du sys-
tème solide, provenant d'un déplacement infiniment petit où les cons-
tantes a, c, y, 0 soient des infiniment petites du même ordre que les 
variations mêmes si le signe A se change dans le signe usité a, et 
qu'on négligie dans les formuls données ci-dessus les termes du second 
ordre, on aura pour expression des variations. 

xx = a + py - nz, ay = C + mz - px, ax = Az = y + nx - my 
xx = a + py - nz, ay = C + mz - px, ax = Az = y + nx - my 

et pour équation de l'axe central, 

xx = a + py - nz, ay = C + mz - px, ax = Az = y + nx - myxx = a + py - nz, ay = C + mz - px, ax = Az = y + nx - my 

18. Revenons aux formules générales 

Ax = A + py - nz = a + p (y - 12C) - n (x - 12 y), 
Ax = A + py - nz = a + p (y - 12C) - n (x - 12 y), 

Ax = A + py - nz = a + p (y - 12C) - n (x - 12 y), 

dans lesquelles 

Ax = A + py - nz = a + p (y - 12C) - n (x - 12 y), 

on en tire 

Ax = A + py - nz = a + p (y - 12C) - n (x - 12 y),Ax = A + py - nz = a + p (y - 12C) - n (x - 12 y),Ax = A + py - nz = a + p (y - 12C) - n (x - 12 y), 
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equation qui exprime que la corde décrite en rotation autour de l'axe 
relatif passant par l'origine est égale au double de la tangente de la 
demi-rotation multipliée par la distance de l'origine au milieu de cette 
corde, estimée perpendiculairement à l'axe de rotation, distance égale 
à celle des milieux des droites parcourues définitivement par le point 
considéré et par l'origine. 

En partant de cette propriété, que la figure rend sensible, de l'égalité 
des projections de toutes les droites parcourues définitivement sur la di-
rection de l'axe de rotation et de l'invariabilité de la distance d'un point 
quelconque à l'origine, on aurait immédiatement les trois équations 
suivantes, d'où l'on déduirait facilement les valeurs trouvées déjà pour 
les variations Aœ, Ay, Az, savoir: 

ι ix-*'-,-+-(A.r-£)i-(-(Az-yj,=4 tangï^x{(x-Ta)2+(Y^£)*+(z^*,Mx-Tit)cos;!r-t_ÎY-i=) cosA4-(z-4y;e<w/ j'}, 
;ΔΛ· — α) cos g -f- (Ay —■ C) cos h H- (as — γ) cos / = ο, 

[Αχ — β) (χ — -j·*· + (Ay — S) (γ — τ£) + (4* — ν) (ζ — τν) — °· 

Mais arrivons enfin à exprimer ces variations en fonctions des varia-
bles zc, y, z, en éliminant les coordonnées χ, ï, z, au moyen de leurs 
valeurs respectives œ~\-\Ax, y-+-^Ay, z-y\Az. On aura, par cette 
élimination , 

AX — et = 2 tans-i-i* y cos/ — z cos A) -H tang76 [(A/ — £)cos/ — (AZ — γ) cos Λ], 

Δν— C = 2taiigY (zcosg — .reuse? ' -t- tang-ji [('Δζ— yjcosg—(Ax—tt) COS /J, 

ΛΖ —y = 2 tang τ 4 (je cos/1—y cos g) tang 4. & [fix—7.; cos A—(A y—% cosg'j, 

d'où enfin ces formules définitives 

Α.τ — a. -4- sin 5 ' > cos I — χ cos h : -+- 2 sin * y <1 [cos g (χ cos g -t- y cos h -)- s cos t) — .τ ?. 
AI· = £ -f- sin 5 ( z cos g— r cos/) + 2 sin 6 [cos h (r cos g-\-y cos h -h z cos /; — » ·. 

Δζ — y -H sin ί , χ cos h— ν cos g·) -ι- 2 sin *7 6 [cos I (χ cos g -J- r cos A -4- ζ cos /, — r i. 

dont les premiers termes seuls sont à conserver lorsqu'on passe des va -
riations finies aux variations infiniment petites. 

5i.. 
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Expressions des variations finies en jonctions rationnelles des six 
constantes arbitraires a, ζ, y, m, n, p. 

Si l'on conserve dans ces formules les constantes primitives m, η, ρ, et 
qu'on tire directement les valeurs de Δχ, Δγ, Δζ, des équations 

Λχ = α + ρ(3Γ+\ϊγ — \ζ) — η{ζ + \άζ -{>), 

AJT = £-+-m(z Η-|ΔΖ — \y) — ρ{χ + ±αχ — {a), 

Δζ = > + re (χ | Δχ — I α) — m{j->r\tsjr — | £), 

on aura les expressions suivantes en fonctions rationnelles des six cons-
tantes λ , Ç, y, m, η, ρ, 

W2 — -I- — (/w.r -J- -f- — (/na -H ri1 —W2 — -I- — (/w.r -J- -f- — (/na -H ri1 — 

W2 — -I- — (/w.r -J- -f- — (/na -H ri1 —W2 — -I- — (/w.r -J- -f- — (/na -H ri1 — 

W2 — -I- — (/w.r -J- -f- — (/na -H ri1 —W2 — -I- — (/w.r -J- -f- — (/na -H ri1 — 

Conséquence importante relative aux formules de la transjormation 
des coordonnées rectangulaires. 

En comparant ces expressions à celles que l'on obtiendrait par la 
considération de la transformation des coordonnées rectangulaires, 
ainsi que cela est indiqué au n° 26, on obtient un mode de réduction 
des neuf coefficients qui entrent dans les formules de cette transforma-
tion à trois variables indépendantes m, η, p, entièrement dégagé de ra-
dicaux, ce qui, je crois, n'avait pas encore été donné. En désignant, 
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suivant l'usage, ces neuf coefficients par a, b, c, a', b', c', a", b", c", et 
par cos [χχ'), cos {y y') etc., les cosinus des angles des axes an-
ciens et nouveaux, on trouve facilement 

A + COS 5XX4° + 1 + M2 - N2 - P2 4 1 + M2 + N2 + P2 4 A4 + COS 5YX4° + MN - P2 1 + M2 + N2 + P2 ? 

B + COS 5XX4° + 1 + M2 - N2 - P2 4 1 + M2 + N2 + P2 4 A4 + COS 5YX4° + MN - P2 1 + M2 + N2 + P2 ? 

A + COS 5XX4° + 1 + M2 - N2 - P2 4 1 + M2 + N2 + P2 4 A4 + COS 5YX4° + MN - P2 1 + M2 + N2 + P2 ? 

A + COS 5XX4° + 1 + M2 - N2 - P2 4 1 + M2 + N2 + P2 4 A4 + COS 5YX4° + MN - P2 1 + M2 + N2 + P2 ? 

A + COS 5XX4° + 1 + M2 - N2 - P2 4 1 + M2 + N2 + P2 4 A4 

et réciproquement, 

4 — , + fl c'" 4 — I +β_L.4 , + +4 — , + fl c'" 4 — I +β_L.4 , + + 

H-a+6'+c"' i + e+i'+c r ι-ha-h b'+c"H-a+6'+c"' i + e+i'+c r ι-ha-h b'+c" 

En éliminant m, η, ρ, des valeurs des coefficients a', A, c', a", //', c, 
on obtiendrait les formules de Monge, en fonctions irrationnelles, des 
trois constantes a, b', c" [*]. 

19. De la considération géométrique du déplacement d'un système 
solide nous avons d'abord déduit les propriétés caractéristiques ou lois 
générales de ce déplacement qui se réduit toujours à une rotation et une 
translation consécutives, ou même à un seul couple de rotations autour 

[*] Lacroix, tome I, page 533. 
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de deux axes fixes parallèles ou non parallèles, le déplacement se rédui-
sant dans le premier cas à une simple translation, si, de plus, les rota-
tions sont égales et de sens contraire. De ces propriétés nous venons 
de conclure l'expression analytique des variations finies ou infini-
ment petites des coordonnées d'un système solide déplacé d'une ma-
niéré quelconque. 

De l'expression de ces variations nous allons déduire maintenant les 
lois de composition des rotations et des translations que nous avons 
d'abord exposées svnthétiquement, puis enfin nous établirons direc-
tement , et suivant trois procédés analytiques distincts, ces mêmes 
formules de la variation des coordonnées d'un système solide , en 
les déduisant uniquement de l'invariabilité des distances des points de 
ce système. 

Lois de la composition des translations et des rotations successives, 
analytiquanent déduites des formules des variations des coordon-
nées du système déplacé. 

Désignons par les signes Δ', Δ", les variations successives des coor-
données du solide déplacé, par le signe Δ les variations composées 
résultant de la succession des déplacements, par Χ', Y', Ζ', Χ", Y", Z", les 
coordonnées des milieux des droites parcourues successivement par 
le point {χ, χ, 2), et toujours par χ , γ, ζ, celles du milieu de la droite 
définitivement parcourue par ce point, en telle sorte qu'on ait 

Χ'=Λ+{Δ'Λ:, Y '=y+±A'y, z' — z + ̂ A'z, 

x"=x-\- A'x-\-jA"x, Y" —y-+- Δ'^'-T--IA"y, z"= ζ -T-Δ'Ζ -+- ̂ A"z, 

χ=χ+\Δχ, γ =y+±Ay, ζ =ζ + |ΔΖ, 

Αχ = Α'χ+Α"χ, Αχ =A'y+A"y, Αζ = Δ'ζ+Δ"ζ. 

Désignons de plus par t, t', θ, 9', g, h, l, g', h', V, les translations 

absolues, les rotations et les inclinaisons des axes de rotation de cha-

cun des deux déplacements consécutifs que nous considérons, et par T, 
Θ, G, H, L, les éléments analogues du déplacement définitif ou com-

posé. 
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Examinons séparément la composition des translations simples, et 
celle des rotations sans translation. Supposons d'abord que les déplace-
ments se réduisent à des translations, on aura 

A'y = tcosg, A"X = V cos g·', ΑΧ = Τ cos G = t cos g-y- /'cos g', 
A'y — lcosh, A"y — t'cosh', Ay = Τ cos II = t cos h -t- /' cos Λ', 
A'ζ = t cos I, Α''ζ—t'cosl', ΑΖ = Τ cos L = t cos I -t- /' cosl', 

par où l'on voit que la translation résultante de deux translations 
successives n'est autre en étendue et en direction que le troisième côté 
du triangle formé successivement par le parcours d'un point du système 
en vertu de deux translations données, on généraliserait facilement ce 
mode de composition en passant du triangle au polygone des transla-
tions. 

Supposons maintenant qu'il s'agisse de composer deux rotations sans 
translation autour de deux axes convergents à l'origine des coordon-
nées; on aura successivement 

A'.r — 2 rang | S (Y' COS î — x'cos h), A" χ = 2 tang} δ'(γ" cos/' — ζ" cos//'}, 
ÎA'y = 2 tang}6(z' cos g — χ' cos /} , A"y — 2 tang} !/(z" cosg' — χ" cos/'}, 
A'ζ = 2 tang } fl (x" cos Α — ν" cos g), A"z = 2 tang} Ô'(χ" cos Λ' — γ" cos g',: 

Αχ ~ Δ'χ -t- Α"χ = 2 tang } 0 (Y cos L — ζ cos Η}, 
Ay = A'y -+- A"y — 2 tang } Θ ( ζ cos G — χ cos L }, 
Αζ — Α'ζ -+- Α"ζ = 2 tang}0(xcosH — γ cos G). 

Il faut déterminer les éléments Θ, G, H, L, en fonction des élé-
ments donnés θ, g, h, l, Θ', g', h', pour chacune des rotations 
à composer. 

Or il convient d'abord, au moyen des relations données ci-dessus, 
d'éliminer les variables X', Y', 7/, Χ", Y", Z", de ces relations; on con-
clut facilement, en effet, 

x' = x - 12 A'' x, x' = x - 12 A'' x, 

x' = x - 12 A'' x, x' = x - 12 A'' x, 

x' = x - 12 A'' x, x' = x - 12 A'' x, 
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et ensuite 

Δ'χ = 2 tang] β γ cos / — ζ cos Α ) 4 - tang ] δ (cos Λ Δ"ζ — cos / Δ», 
Δ" χ = 2 tang] β' Υ cos /' — χ cos Α') - - tang ] 6' (cos l'Δ'y — cos h'Δ'χ) 
ύ!χ = 2 tang] δ ζ cos g — χ cos / ) Η h tang ] β (cos / Δ"χ — cos g Δ"ζ), 
Δ" y = 2 tang] δ' ζ COS g χ cos /') -Η tang ] δ' (cos ̂ 'Δ'ζ — cos / ' Δ'χ), 
Δ'ζ = 2 tang] 6 χ cos Λ — γ cos g) -I- tang ] A (cos g à"y — cos Α Δ"χ) 
Δ" 3 = 2 tang ] θ' χ cos Λ' — γ cos g1) -- tang ] 6' (cos A 'Δ'-r — cosg^V); 

d'où l'on déduit les valeurs suivantes pour les variations partielles Δ'Χ, 

Δ" χ , a'y, A" y, Δ'ζ , A"Z, 

2 tang Y β (Υ cos / — ζ cos A) 4- 2 tang Y 6 tang y δ' [χ cose — cos g·'(χ cos g·-!- Y COS A 4- ζ cos/)] 

„ 2 tang y ί'(γ cos /'— ζ cos A') 4- 2 tang y β tang y β'[χ cos ν — cos g (χ cos g'-h Y COS A'—t— Ζ cos /')] 

et semblablement pour les autres, ν représentant l'angle des deux axes 
de rotation [*] ; de ces expressions on forme par l'addition les variations 
complètes Δ/Γ, Ay, az, et par la comparaison des termés avec leurs ex-
pressions en fonction des éléments cherchés Θ, G, H, L, on arrive aux 
relations suivantes : 

^ tang y θ cos g 4- tang y δ' cos g' H- tang y β tang y δ' (cos A cos /' — cos / cos A' ) 

_ Tl tang y β cos A 4- tang y δ cos A' 4- tang y δ tang y δ' (cos / cos g' — cos g cos / ' ) 

tang y δ cos / 4- tang y 6 ' cos/' 4- tang ] β tang ] δ ' (cos g cos A'—cosAcosg·') 

d'où l'on tire enfin, pour la valeur de la rotation résultante, 

cos~ Θ = cos 10 cos 10' — sin |0 sin|0' cos o, 

et pour les inclinaisons de l'axe résultant 

sin y Θ cos G = sin y β cos y β' cos g 4- sin-] δ' cos-] δ cos g'-h sin] δ sin ] β' (cos A cos /'— cos I cos A 

sin ] © cos H — sin ] ί cos ] β ' cos A 4- sin ] β' cos ] '3 cos A'4- sin ] G sin ]' t ' (cos / cos g'— cos g cos / 

sin ] Θ cos L = sin ] 6 cos] 6' cos / 4- sin ] δ' cos] δ cos /' 4-sin] δ sin] 6' (cosgcosA'— cos A cos g 

[*] On a cos ν = cos^ cos g' 4- cos A cos A' 4- cos/cos/' 
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On remarque d'abord danscesformulesqueTordredesuccession des rota-
lions 0, 0' est indifférent pour l'amplitude de la rotation résultante, 
mais qu'il ne l'est pas pour la direction de l'axe de cette rotation, car 
la transposition des éléments 9 0', ghl, g'h' l', qui n'altère pas la valeur 
de la rotation , altère celle des cosinus des angles de son axe en chan-
geant le signe des termes du second ordre par rapport à ces rotations, 
dans l'expression des cosinus, à moins que ces termes ne disparaissent 
pour des valeurs infiniment petites de 0, 0'. 

Ensuite, l'expression de cos^0 convient bien à l'angle d'un triangle 
sphérique dont l'arc opposé serait égal à ν et les deux autres angles à 
|0, -V0'. Pour préciser davantage la position de l'axe résultant par rap-
port aux axes composants, supposons, ce qui est toujours possible, 

cos l — cos l' = o, cos h = o, cosg = i, cosg'= cosv, cos h' = sine, 

on aura 

sin ~ Θ cos G = sin i 9 cos\ 0' -+- sin τ 0' cos \0 cos ν, 
sin \ Θ cos Η = sin 0' cos \ 0 sin ν, 

sin jr Θ cos L = sin \ 0 sin \ 0'sin v. 

Dans le cas du changement de l'ordre des rotations, le signe de cos L 
devient négatif, et c'est la seule altération que ce changement produise 
dans ces formules, d'où l'on voit que le nouvel axe résultant de ce 
changement dans l'ordre des rotations est placé, relativement au plan 
des deux axes donnés, dans une position symétrique de celle du pre-
mier. 

Si l'on désigne par H' l'angle formé par l'axe résultant avec l'axe de 
la rotation 0', on aura 

cos Η' = cosH cos h' -+- cosG cosg- = cos Η' = cosH cos h' -+- cosG cosg- = 

on a d'ailleurs 

= sin *4- 0 sin 2p (sin -i· 0 ' cos - 0 -t- sin 10 cos y -3 ' cos v)2 = sin *4- 0 sin 2p (sin -i· 0 ' cos - 0 -t- sin 10 cos y -3 ' cos v)2 

Tome V. — NOVEMBRE 1840. ^2 
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et par conséquent 

Sin 2 G = cos Η' = cosH cos h' -+- cosG cosg- = 

équations qui établissent la proportionnalité des sinus des demi-rota-
tions à ceux des angles formés par l'axe résultant avec les axes compo-
sés inversement correspondants, et qui conduisent ainsi à la construc-
tion que nous avons indiquée d'abord pour la composition des 
rotations. 

Les termes du second ordre relatifs aux rotations rendent très compli-
quées les formules que l'on obtiendrait en suivant une marche analogue 
pour la composition des rotations autour d'un nombre quelconque 
d'axes convergents; nous ne nous y arrêterons donc pas. 

De la composition analytique des rotations autour d'axes non 
convergents. 

20. Quant à la composition de rotations autour d'axes non conver-
gents, et généralement à celle des déplacements quelconques succes-
sivement donnés d'un système solide par des variations telles que A'x, 
A"X, A'"X, etc., dont la forme analytique est connue, on aura généra-
lement 

Ar = A'x -\- Δ"χ -)- A" χ A -+- 2 tang 7 ® (Y COS L — ζ COS H), 

Ay — Ay -\- A"y -+- A"y Β -h ι tang 7 Θ ( ζ cos G — χ cos L) , 

Αζ = Αζ -+- Α" ζ -+- Α" ζ -+-...= Γ -+- 2 tang \ Θ (Χ cos Η — Υ COS G). 

Les constantes A, Β, Γ,... se trouvent déterminées en fonction de cons-
tantes analogues A', Β', Γ', A", Β", Γ",. . . propres à chacun des dépla-
cements consécutifs à composer, et des autres éléments de ces déplace-
ments. Mais il est évident que les éléments Θ, G, H, L, de la rotation 
définitive ne seront fonctions que des éléments rotatifs de ces déplace-
ments, ainsi que nous l'avons vu d'abord , par des considérations géo-
métriques. Prenons pour exemple de calcul la composition des rota-
tions autour de deux axes fixes non convergents, l'un confondu avec 
l'axe des χ et l'autre normal à l'axe des ζ et coupant cet axe à une dis-
tance de l'origine égale à u\ désignons toujours par ν l'angle de ces deux 
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axes de rotation, par 0, 0', les amplitudes des rotations respectives. Un 
aura d'abord, pour l'amplitude de la rotation et la direction de l'axe 
résultant, les valeurs données ci-dessus, et soit pour compléter les 
variations des coordonnées, soit pour fixer la position de l'axe central, 
il n'y aura plus qu'à calculer les variations de l'origine des coordonnées 
λ, ζ, y. Or celles qui proviennent de la première rotation autour de 
l'axe des oc sont nulles ; il suffit donc de calculer celles qui proviennent 
de la rotation 0', pour laquelle on a généralement 

λ',τ = α -)- a tang-0'[(γ" — {β) cos V — (ζ" — |y)cos/T|, 

Δ"y = € -h % tang|0' [(ζ" — iy)cosg' — (χ" — et) cos /' j, 

Δ"Ζ = y A tang|0'[(x" — \a)cosh' — (Y" — |£)cosg']; 

ces variations doivent être nulles pour tous les points de l'axe de la ro-
tation 0', pour lequel on a 

cos/'= o, cos h'— sine, cos g' = cos e, Y "= x" tang e, ζ ' —u. 

Il en résulte pour et, ζ, ■>, les valeurs suivantes, qu'on déduirait facile-
ment par la construction même, 

a. = u sin e sin 0', Ê = —«sine sin 6', y = iu sin 2 ̂ 6'. 

d'où Ton tire pour la valeur Τ de la translation absolue résultant des 
deux rotations autour des deux axes fixes non convergents, 

T = a cos G + C cos H + y cos L = cos Η' = cosH cos h' -+- cosG cosg- = cos Η' = cosH cos h' -+- cosG cosg- = 

conformément aux théorèmes du n° 13. 
Ainsi Taxe résultant et les deux axes divergents donnés approchent 

d'autant plus d'être parallèles à un même plan, que la distance qui 
sépare les deux derniers est plus grande par rapport à la translation 
absolue du déplacement composé. 

Les équations de Taxe central s'obtiennent en substituant pour a. . 6 . 
y, Θ, G, H, L, leurs valeurs données ci-dessus dans les équation-

5-2. 
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générales 

r-4-«-4-cot 4-0(6 cosL-y coati) /~4 S~r Cl)t τ θ (ν cos cosL) failli oot 7 θ (a c»s H-C cos G' 

Dans le cas des rotations infiniment petites ces formules se simpli-
fient beaucoup, et il se trouve que l'axe central est parallèle au plan 
des deux axes composants et rencontre leur plus courte distance. On a 
effectivement dans cette hypothèse, en négligeant les infiniment petits 
du second ordre , 

.r 6 ' sin c « 6 ' ( 6 ' + 6 cos v) .r 6 ' sin c « 6 ' ( 6 ' + 6 cos v) 

Θ = 02 4- 0'2 -+- 209' cos ν, 

α = u0' sin ν, β = — u sin 9' cos ν, y = ο, Τ = ^S1" 

et pour équations de l'axe central, 

.r 6 ' sin c « 6 ' ( 6 ' + 6 cos v) .r 6 ' sin c « 6 ' ( 6 ' + 6 cos v) 

Composition des rotations successives autour de trois axes 
rectangulaires. 

2t. Nous terminerons ce sujet en donnant les formules suivantes 
pour la composition de trois relations successives 0,0', 0", autour des 
trois axes coordonnés des x,j,z; les éléments de la rotation composée 
Θ, G , H , L, sont ainsi exprimés : 

cos-i Θ = cos ~ 0 cos | 9' cosL 9" — sin | 0 sin \ 0' sin |0", 

. „ ,, ι —cos6'cos6" . ,ττ ι — cos6cos6" +sin6sin6'sin6" . „T 1 cost) 1:0s6'. „ ,, ι —cos6'cos6" . ,ττ ι — cos6cos6" +sin6sin6'sin6" . „T 1 cost) 1:0s6' 

Ces formules ne deviennent symétriques, par rapport à chaque axe 
coordonné, que lorsque les rotations étant infiniment petites, le terme 
sin 0 sin 0' sin 0" s'évanouit dans sin 2H, hypothèse qui rend d'ailleurs 
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l'ordre de ces rotations indifférent et pour laquelle on trouve , suivant 
la loi de composition des rotations infiniment petites, 

Θ2 = θ'2 + 9"2, cos G = cos H = , cos L = ζ. 

Le problème inverse de celui que nous venons de résoudre et qui au-
rait pour objet, étant donnée une rotation finie et son axe, de la décom-
poser en trois rotations autour des axes coordonnés, reviendrait à tirer 
des équations ci-dessus les valeurs de 9, θ', S", en fonction des éléments 
donnés©, G, H, L, opération inextricable pour des rotations finies et 
d'une entière simplicité pour les rotations infiniment petites. 

De la composition des déplacements infiniment petits successifs 
d'un système solide. 

22. Nous allons maintenant considérer directement et avec une 
étendue spéciale , les lois de la composition et de la décomposition des 
déplacements infiniment petits successifs, tirées de l'expression analy-
tique des variations infiniment petites des coordonnées d'un svstème 
solide. 

Ces variations sont généralement exprimées de la manière suivante 

fx — Ct -t- py — nz, fy = ζ mz — px, fz = y nx — m γ, 

en fonctions linéaires des éléments infiniment petits du déplacement, a, 
€, y, m, η, ρ ; il en résulte que les variations provenant de plusieurs 
déplacements successifs infiniment petits se composent par l'addition 
des variations qui seraient dues séparément à chacun de ces déplace-
ments successifs, rapporté à la situation première du système. Les élé-
ments du déplacement composé ou définitif se forment parla somme des 
éléments analogues des déplacements partiels. 

C'est ainsi que la différentielle complète d'une fonction de plusieurs 
variables se forme par l'addition des différentielles partielles relatives à 
chacune de ces variables, différentielles partielles qu'il est indifférent 
de prendre sur la fonction primitive même, ou sur cette fonction aug-
mentée successivement par les accroissements infiniment petits de cha-
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cime de ses variables, puisqu'on néglige les infiniment petits du second 
ordre. 

Si donc on désigne par α', ζ', y', m', ri, p', a", y",m", η", ρ 
χ", S"', y'", m'", η", p", etc., les éléments des déplacements successifs 
que l'on doit composer, et pour chacun desquels, considéré séparé-
ment , on aura 

S'x=ri-\-p'y—ri z, S'y=&+ m'z—p'x, <f" z = y' -\-n'x— m'y, 
S"x— ά" -\-p"y— ri'z, S"y = é"-h m"z—p"x, S"z=y" ri'x— m'y, 
etc. , 

les éléments du déplacement définitif du système, représentés par A. 
B, C, M, Ν, P, seront respectivement les sommes des éléments partiels 
donnés ; on aura 

Λ. = τ! α' ν.'" = Σ« , Β = Σί. <J Σγ, M =; Σ/η, Ν = Σ//, Ρ = Σρ , 

et pour expressions définitives des variations des coordonnées du sys-
tème 

Sx = A 4- P/ — Mz = A -t- Θ (y cos L — ζ cos H ), 
Sy — B -+- Mz — P.x = Β -+- Θ (' z cos C — χ cos L), 
J z = C -t- NJT— My — C Θ {χ cos H — j'cos G), 

en introduisant la rotation et les inclinaisons de son axe ; et récipro-
quement, on pourra considérer tout déplacement donné et infiniment 
petit d'un système solide, dont les éléments seraient A, B, C, M, Ν, P, 
comme le résultat de déplacements successifs dont les éléments α', ζ', 
y', m', n', p', etc., 11e sauraient être assujétis qu'à la condition d'être 
égaux, en somme, aux éléments respectivement donnés A, B, C, M, N, 
Ρ, l'ordre de succession de ces déplacements étant d'ailleurs tout-à-fait 
arbitraire ; et par conséquent il devient évident que la rotation Q, dont 
les composantes relatives aux axes coordonnés sont égales respective-
ment à τη, η, p, résulte des rotations successives m, n, p, comme la 
translation t, parallèle à l'axe de rotation, peut aussi être considérée 
comme résultant de trois translations successives t cos g, t, cos h, t cos l, 
parallèles aux axes coordonnés. 
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25. Ces rotations successives m, η, ρ, sont désignées en mécanique 
sous le nom de rotations élémentaires, et considérées comme simulta-
nées dans le passage des lois géométriques aux lois mécaniques du dépla-
cement des corps, bien que la géométrie n'en puisse rendre compte 
qu'en les supposant successives ; car il est évident que le système, en 
tournant autour de l'axe, dont la rotation est ô et les angles avec les 
axes coordonnés g, h, /, n'accomplit pas en même temps les trois rota-
tions m, η, ρ, autour de ces axes coordonnés, ce qui impliquerait 
quatre axes de rotation au lieu d'un seul (Mécanique analytique, t. I, 
page 52). Nous touchons ici un point fondamental de la philosophie 
des mathématiques, celui qi.\i sépare la géométrie de la mécanique, et 
dont ce Mémoire a pour objet de constater toute l'importance. 

La rotation θ résulte de la composition successive des rotations ôcosg, 
Û cos h, θ cos/, parce que la variation due à cette rotation θ est pour 
chaque axe coordonné la somme des variations qui seraient dues sépa-
rément à chacune de ces rotations élémentaires. En effet, si le système 
11e tournait qu'autour de l'axe des χ avec une rotation θ cosg, on aurait 
pour ce déplacement, 

S'x = o, ef Q' = â Ζ COS g , cT'z=r — Qjc os g; 

s'il ne tournait au contraire qu'autour de l'axe des γ avec une rotation 
6 cos h, on aurait pour le second déplacement, 

<$"'x == 9 ζ cos h, A "y = ο, cf'z = ô ζ cos h ; 

et enfin la rotation S cos ί autour de l'axe des z, considérée comme 
étant la seule , donnerait 

J'"x = 9j cos /, é"'j = — θ x cos/, S'" ζ — ο. 

La somme de ces variations composées relatives à chaque axe donnera 
donc pour le déplacement composé, effectué définitivement par la ro-
tation θ autour de l'axe (g, h, /), les expressions suivantes : 

Ex == θ (y cost — ζ cos h), «t>· — 0 (ζ cos g — χ cos / ), iz = ίι (χ cos h — > cos g). 

24. Revenons à la composition des déplacements ou des variations 
quelconques successivement donnés pour un même système. Les for-
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mules des variations peuvent s'écrire ainsi, conformément au n° 15, 

A,r = ι. -+- θ (j· cos l — ζ cos h) = t cos g Q u cos g , 
sTy — ζ + >' ( z cos g—oc cos Γ) — t cos h -t- Qu cos h , 
Sz = y -+- S(oc cosh—jcosg) = t cos l Su cos L , 

dans lesquelles u désigne la distance du point (oc,y, z) à l'axe central 
du déplacement, G, H, L, les angles formés avec les axes coordonnés 
par la direction de Y arc infiniment petit uQ, décrit en rotation au-
tour de cet axe central. 

On aura généralement pour expression du déplacement relatif à une 
direction quelconque Ô', faisant avec les axes coordonnés les angles a, b, c, 

à s = tcos(t,s) -+- Su cos(lu, s), 

en désignant par cos [t, s), cos (Su, s), les cosinus des angles de cette 
direction avec l'axe central et avec l'arc de la rotation infiniment petite Θ. 

Mais deux droites étant données dans l'espace, on sait que la distance 
d'un point de l'une à l'autre est réciproque au sinus de l'angle formé 
par la première avec le plan qui contient la seconde et le point consi-
déré, ou, ce qui revient au même, que le produit de ce sinus et de cette 
distance est constamment égal au produit de la plus courte distance 
de ces droites par le sinus de leur inclinaison. Si donc on appelle D la 
distance de l'axe central à la droite qui serait menée par le point du sys-
tème que l'on considère dans la direction s, et par ν l'angle de cette 
direction et de Taxe, on aura 

u cos (Qu, s) — D sin ν et <fs = I cos ν -t- Dô sin ν. 

t cos ν est le moment de la translation du système relatif à la direction .s; 
D θ sin ν est celui de la rotation du système relatifà la même direction [*]. 

Si maintenant on considère les déplacements successifs du système 
autour d'axes centraux dont les éléments seraient t, t', t", Q, Q', Q', 

[*] Ce moment est aussi la mesure de toute translation qui serait effectuée par un point 
quelconque de l'axe central sur cet axe même, et d'une étendue égale au produit de la 
rotation θ par la distance de ce point à la droite s, cette translation étant estimée ou pro-
jetée ortkogonalement à cette droite s, c'est-à-dire sur une droite menée par le point 
considéré normalement au plan qui contient ce point et cette droite. 
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81 h 1 1·> g'i h', V, g", h", l", etc., et qu'on désigne par «TS le déplace-
ment composé et résultant d'un point du système relatif à cette même 
direction s et par Τ, Θ, G, H, L, les éléments de l'axe central résul-
tant, on aura 

SS = Σ t cos e -1- Σϋθβχηο = TcosV -+- ©IPsinV, 

9 désignant la distance de l'axe résultant à la droite s, menée par le 
point z). 

Cette équation, à cause des indéterminées a, b, c, qu'elle renferme 
et parce qu'elle doit avoir lieu pour tous les points du système, équi-
vaut aux six équations suivantes qui donnent la position de l'axe cen-
tral du déplacement, la translation et la rotation résultantes, 

Σα — Τ cosG -+- ΘΥ cosL '— Θζ cos H = ο, 

Σζ — Τ cos Η -Η Θζ cos G — Θχ cosL = ο, 

Σ
7 — Τ cos L -ρ Θχ cos Η — ΘΥ cos G = ο, 

Θ cos G = SGcosg, Θ cos Η = Σάοοβ4, ©cosL = Σ θ cos Λ, 

desquelles on tire 

Τ = ΟΟΒΟΣΑ -Η COSH2£ -+- COSLX^, 

χ, γ, ζ désignant les coordonnées d'un point quelconque de l'axe cen-
tral résultant ; car on a 

S = cos a Σ Sx cos -+- cos cΣSz, 
cos Y = cos a cos G -t- cos b cos H cos c cos L, 

3D sin V = cos ο [(y— τ) cos L — (z — z) cos H] -f- cos b [(ζ—ζ) cos G — (χ — χ) cosL] 
-+- cose [(χ—χ) cos Η — (y—τ) cos Gj. 

On pourrait rigoureusement ne considérer que des rotations dans 
cette analyse, puisque les translations t, t', peuvent toujours être re-
présentées par des couples de rotations, et poser simplement 

Tome V. —Novembre 1840. 

tf S = T cos Y* ©3D sin V= e o d sin v. 
53 
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Pour transformer une translation t suivant la direction g, A, Ζ, en 
un couple de rotations, il faut résoudre les trois équations suivantes : 

t COS g = U, t, COS G, -+- «, 0, COS G, = 0, [(jr—τ) COS /, — (z — ζ) COS A,] 
+0, [(/ Y7) COS /, — (ζ — ζ') COS A

a
], 

t cos h = u, 9, COSH, -+- «, 0, cos H, r= 0, [(z —z) cos g, — (χ— x) cos /, ] 
-+- 0, [(z —z')cos g, — (.r —Χ') COS/, ] , 

f COS I =11,0, COS L, ■+· «, 0, COS t
a
 = ê, [(χ—χ) cos A, — (y—Y) cosg,] 
+ 0,[(A;—X')C°SA, — [y—Y')COS£,], 

dans lesquelles χ, τ, ζ, χ', τ', ζ', etc., représentent les coordonnées des 
axes de rotations, et g,, Λ,, Ζ,, g

3
, A

a
, Zj, leurs inclinaisons. Ces équa-

tions doivent être satisfaites indépendamment des variables x, y, z, et 
donnent ainsi les six équations suivantes : 

ô, cosg
t
-\-9

3
cosg

a
=o, fl

4
cosA

4
-|-ôa cosA

a
 = o, fl

4
cosZ,-HÔ

s
cos/

a
=o, 

t COS g = (z COS A, — T COS /,) Ô
4
 + (z ' cos A

a
 — Y' COS Z

a
) θΐ , 

t cos A = (χ COS Z
4
 — Ζ COSg

4
)0

4
 -+- (x' COS Z

a
 — z' COS g

a
) , 

ί cos Ζ = (τ COSg
4
 — X COS A

4
)Ô, + (τ' COSg

a
 — x' COS A

a
) θι , 

d'où l'on tire 

θ,, = — Ô,, cos g
4
 = cos ga, cos A

4
 = cos A

a, cos Z
4
 = cos /

2
, 

t cos g = Oa [(z — z') cos Z
4
 — (τ — τ') cos Z,] etc., 

équations qui conviennent exclusivement à deux axes de rotation pa-
rallèles dans un plan normal à t, la distance de ces deux axes étant 

égale au quotient ~j. Revenons à l'équation 

cf S = T cos y-t-Θυ sin Y = Σ θ D sin ν, 

il en résulte que, relativement à une direction quelconque s, la com-
position des rotations Ô, ô', ô", autour d'axes fixes, se résout en une 
rotation Θ, et en une translation ou couple de rotations dont le mo-
ment T cos V est égal à l'excédant de la somme des moments de ces 
rotations partielles, sur le moment résultant de la rotation composée, 
ces moments estimés relativement à un même point. 
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Pour un point quelconque comparé à l'origine des coordonnées, 011 
aura 

ePS — cPSo = 2ÔD sin ν — 20D
0
 sin v

0
 — ©sin V (Ρ — JD„). 

Ainsi donc, la différence des moments composés d'un système solide 
assujéti à subir successivement des déplacements infiniment petits par 
rapport à deux points de ce système, est égale à la somme des diffé-
rences des moments résultant pour ces deux points de chacune des 
rotations successives du système, tous ces moments étant estimés rela-
tivement à une même direction. 

On sait que ces moments ne désignent rien autre que 1 'effet du dépla-
cement du système sur le point auquel ils sont rapportés; la translation 
étant commune à tous les points ne peut, ni dans les déplacements 
partiels, ni dans le déplacement composé, altérer leur situation relative. 
Il était donc évident à priori que tout déplacement relatif, partiel ou 
composé, d'un point quelconque du système par rapport à un autre 
point de ce système, ne pouvait dépendre que des rotations partielles 
ou composées de ce système. 

Conditions ^'équilibre de plusieurs aéplacements successifs infiniment 
petits. 

24. Nous sommes conduits à rechercher à quelles conditions de-
vraient satisfaire les éléments des déplacements successifs indiqués 
pour un système solide, pour que ce système passant successivement 
par les diverses situations infiniment voisines, correspondant à ces élé-
ments, revînt à sa position primitive, ce qui constituerait un état dé-
finitif d'équilibre ou de neutralisation pour ces déplacements successifs. 
Or il est évident que toutes les conditions dont il s'agit sont comprises 
dans une seule équation décomposable en six autres, à cause des indé-
terminées qu'elle renferme, savoir : 

«fS = o, 

puisque cette équation exprime que chaque point du système est revenu 
à sa position primitive. Les six équations renfermées dans l'équation gé-

53.. 
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nérale ifS = ο, sont 
sxo= Σ» = o, 
cTjTo = Σ ζ = ο, 
S z0 = "S.y = o, 

Σ θ cos g = ο, SdcosA = ο, 20cosi = ο, 

en désignant par J\r„, jy
o

, cTz
0

, les variations complètes des coor-
données de l'origine; les trois premières expriment Vimmobilité de 
l'origine des coordonnées, et les trois autres qu'aucune rotation n'a 
lieu définitivement dans le système déplacé : double condition qui exclut 
la possibilité d'un déplacement définitif quelconque. Cette double con-
dition ressort immédiatement de la relation, 

sS = Τ cos Y + 0jP sin V = ο, 

relation qui ne peut être satisfaite pour un point quelconque qu'autant 
qu'on ait 

Τ = ο, Θ = o. 

Or Θ = ο implique forcément les trois équations suivantes , 

20cosg = o, S9cosb = o, Σ 9 cos / = o, 

et l'équation fondamentale (n° 15 ), appliquée à l'origine, 

«TarJ + H- JX = i1 -+- 9au% 

lorsque la rotation est nulle avec la translation, donne les trois autres 

ifa?
0
 = o, ày0 = o, = o. 

Ainsi donc, les conditions à'équilibre d'une suite de déplacements 
successifs infiniment petits d'un même solide sont au nombre de six, 
dont trois expriment que le déplacement du système n'admet aucune 
translation et les trois autres excluent toute rotation. 

Ces six équations d'équilibre sont analytiquement comprises dans 
une seule équation qui exprime de la manière la plus simple la loi gé-
nérale de cet équilibre, savoir, 

Σ 9 D sin ν = o, 
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qui exprime que le moment résultant pour un point quelconque du 
système de l'addition de tous les moments produits en ce point par 
les rotations et les translations ou couples de rotations successivement 
imprimées ou subies par le système, soit nul par rapport à une direc-
tion quelconque. Mais l'équilibre de ces déplacements infiniment petits 
successifs, toutes conditions restant égales, continuera d'avoir lieu, 
quelque rapide que puisse être supposée la succession de ces déplace-
ments : en passant aux limites, on arrive à l'identité des lois de l'équi-
libre des causes successives de déplacements infiniment petits avec celle 
de l'équilibre des causes simultanées de déplacements infiniment petits. 

Ainsi donc l'équation 
20D sin V = ο, 

exprime la condition générale de l'immobilité d'un système invariable, 
sollicité par des causes quelconques agissant simultanément à décrire 
autour d'axes fixes donnés les rotations infiniment petites 0, 0', etc. 

Analogie de ces lois de composition et d'équilibre avec celles de la 
composition et de l'équilibre des forces appliquées à un système 
invariable. 

26. L'analogie de cette loi générale avec celle de l'équilibre des forces 
appliquées à un système invariable est frappante. Les forces appliquées 
suivant les axes des rotations et supposées proportionnelles à ces rota-
tions , le moment d'une force de ce système est identiquement propor-
tionnel à celui de la rotation correspondante, chaque translation est 
remplacée par un couple de forces appliquées suivant les axes du cou-
ple de rotation équivalent à la translation ; mais l'analogie s'étend aux 
lois de la composition comme à celles de l'équilibre et peut s'énoncer 
ainsi : Un système de déplacements successifs étant donné à composer 
en un déplacement définitif, et en même temps un système de forces 
proportionnelles aux rotations successives données pour chaque dépla-
cement et appliquées suivant les mêmes axes que ces rotations, les 
translations des déplacements successifs, si on ne les suppose pas im-
plicitement comprises dans les rotations au moyen de leur représentation 
par des couples de rotations, étant alors représentées dans le système de 
force considérés par des couples de forces dont les moments seraient 
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égaux à ceux de ces translations, relativement aux trois axes coordon-
nés, le système de déplacements successifs aboutira à un déplacement 
définitif composé d'une rotation et d'une translation absolue relatives à 
l'axe central de rotation ; de même que le système de forces se résou-
dra par la composition successive de ses éléments en une seule force et 
à un seul couple de forces si'ué dans un plan normal à la force résul-
tante. Cette force résultante sera appliquée à l'axe central du déplace-
ment définitif, lequel sera en même temps l'axe central du système 
statique; elle sera proportionnelle à la rotation résultante, et le mo-
ment du couple normal à cette force sera proportionnel à la translation 
absolue du système qui s'opère parallèlement à l'axe central. Lorsque 
les axes des rotations à composer sont tous parallèles et passent par 
des points déterminés, l'axe central résultant leur est aussi parallèle et 
passe par un certain point qui correspond au centre des forces paral-
lèles, toujours le même, quelle que soit la direction des axes de ro-
tation , et qui n'est autre que le centre de gravité des points déterminés 
sur les axes de rotation composants lorsque toutes les rotations sont 
égales [*]. 

En effet, les équations de l'axe central résultant de la composition 
des axes fixes de rotation, se réduisent dans ce cas à 

Γ cos L — Ζ cos η Η—- = Ο, Χ cos η — Y COS s Η 7 = ο, 

et l'on a 

Τ = ο, Θ = 20 = Σα = Σ 0(Ζ cos h — Υ cos Ζ ), etc., 

Χ, Υ, Ζ, désignant les coordonnées de l'axe de la rotation 9, l'axe 
résultant passe donc par le point dont les coordonnées sont 

* = -χΓ' S =ΤΓ> ζ =Τ7·* = -χΓ' S =ΤΓ> ζ =Τ7· 

[*] Et comme toute succession de rotations infiniment petites en nombre quelconque 
effectuées par un solide autour d'axes fixes différents se réduit d'une infinité de ma-
nières à deux rotations conjuguées, de même tout système de forces appliquées à un so-
lide peut être représenté d'une infinité de manières par deux forces conjuguées, dont le 
produit multiplié par la distance qui les sépare et par le sinus de leur direction est 
constant. 
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De la détermination des variations des coordonnées d'un système 
solide dues à un déplacement quelconque de ce système, analytique-
ment déduites des conditions de l'invariabilité de ce système. 

27. La considération du déplacement des axes coordonnés supposés 
liés invariablement au système déplacé, conduit immédiatement à 
l'expression algébrique des variations des coordonnées de ce système, et 
il ne s'agit plus que de réduire au moindre nombre les constantes ar-
bitraires qui se présentent dans le calcul, ainsi qu'on va le voir. 

En effet, si l'on désigne par a, b, c, a', b', c', a", b", c", les coeinus 
des angles que forment avec leurs directions primitives les axes coor-
donnés déplacés avec le système, les coordonnées χ -+- Αχ, y -h Ay , 
ζ 4- Az, d'un point du système après son déplacement, rapportées à la 
situation première des axes coordonnés , s'exprimeront en fonction des 
coordonnées de ce même point déplacé, rapportées aux axes déplacés 
et qui seront les mêmes que elles du point considéré dans la première 
position, rapportées aux premiers axes suivant les formules connues 
pour la transformation des coordonnées rectangulaires*, on aura donc 
les trois équations suivantes : 

χ 4- Ax = « + α J + + t'2, 
y 4- Ay = ζ 4- a'x 4- b'y 4- c'z, 
z 4- Az = y 4- a"x 4- b"y 4- c"z, 

au moyen desquelles Ax, Ay, Az, se trouvent généralement expri-
mées , quel que soit le déplacement du solide, en fonction linéaire des 
coordonnées x,y, z, comprenant douze coefficients arbitraires qui 
réellement se réduisent à six constantes, car les trois premières a, ζ, y. 
expriment la variation des coordonnées de l'origine, et les trois autres, 
a, b', c", au moyen desquelles on élimine les six autres cosinus par les 
formules de Monge, définissent le changement de direction dans l'es-
pace des axes coordonnés primitifs. 

Mais la réduction de ces douze constantes â six peut s'opérer plus 
simplement encore, sans l'emploi des formules de Monge, compliquées 
de radicaux, et par une voie qui, relativement aux variables χ. y. z, 
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conduit aux expressions analytiques les moins compliquées pour bx, 
by, bz. En ëffet, introduisons dans les équations ci-dessus les coordon-
nées χ, γ, ζ, du milieu de la droite qui joint les deux situations corres-
pondantes du point x,y, z, en sorte qu'on ait 

χ = X — ±bx, y = Τ — \by, ζ = Ζ — |ΔΖ; 

puis pour réunir ces trois équations en une seule, multiplions-les suc-
cessivement par trois facteurs indéterminés μ, ν, ττ, et additionnons-
les , nous aurons à considérer l'équation unique 

12 Ax (au +a'» -4-a" χ -I-c"x -f- x) 
= αμ-hSr -Hyx (aft -f-a't -f-α"χ—^)x-h(bf*-{-b'r-hb"r—^Y-hCp+t/t -+-e'V—τ)ζ, 

Pour déterminer bx, il faut, dans cette équation, donner à μ, r, -π, 
des valeurs qui annullent les coefficients de by, Δζ, c'est-à-dire poser 

bμ b'v -f- b"7Γ -+- f = ο , cμ -+- c'y c"tr -h 7r = ο , 

d'où l'on tire 

(« = (ι + ù') (ι -H c") — c'b", ν — a"—b (n-c"), <n-=-bc'— c{i-yb'). 

Or entre les neuf cosinus a, α', a", ό, ù', ù", c, c', c", il existe, comme 
on le sait, les relations suivantes : 

a = b'c" — c'b", a' = cù" — bc", a" = ùc' — cb', 
b = c'a" — a'c", b' = ad' — ce", ù" = ca' — ad, 
c — c'b" — b'd', c' = bed — alf, c" — ab' — ba', 

lesquelles se déduisent de ces six autres : 

a1 + a'J + a"a = ι, ù* -+- b'* -+- b"* = i, c' + c's + c"® = ο, 

ab-\-a'b'-\-cdb"=o, ac+a'da"c" = o, bc-y-b'c'y- b'd' — o, 

qui expriment que les axes-primitifs et les axes nouveaux sont rectangu-
laires. L'ambiguïté des signes qui se présente dans la déduction dont il 
s'agit, est résolue par cette autre condition tout-à-fait nécessaire, dans 
la considération du déplacement d'un système solide, savoir : que le 



PURES ET APPLIQUÉES. 4a5 
système des nouveaux axes coordonnés provenant lui-même du dépla-
cement du système des premiers axes, reste toujours avec le premier 
dans des conditions de superposition possible pour chaque axe respectif 
et son correspondant. 

Cela posé, il est clair qu'au moyen des relations ci-dessus on a 

μ = ι a -k- b' c", ν — a' — b, π = a" — c, 

d'où l'on tire 

ci'μ —H ci'y -+- ο."ττ = ι -+■ ci —t— b' -+- c" ytt, 

ce qui donne 

» [(* - T-) («"-*)- (T - 4-e) (C'-*·)]» [(* - T-) («"-*)- (T - 4-e) (C'-*·)] 

on aura semblablement, 

» [(* - T-) («"-*)- (T - 4-e) (C'-*·)]» [(* - T-) («"-*)- (T - 4-e) (C'-*·)] 

» [(* - T-) («"-*)- (T - 4-e) (C'-*·)]» [(* - T-) («"-*)- (T - 4-e) (C'-*·)] 

formules identiques à celles du n° 15, en posant 

m — ) + e + jr^i n — ι + α-t-b'-hc" Ρ ~ i +m — ) + e + jr^i n — ι + α-t-b'-hc" Ρ ~ i + 

28. Dans le cas des déplacements infiniment petits on a directement, 
en négligeant les déplacements angulaires du second ordre 

« = b' = i, c" = ι, 
ce qui donne 

£χ— α -4- by-\-cz, £y = Ç-ya'x-{- c'z, ίζ = y-μ (fx -+- b"y ; 

et comme à cause de l'invariabilité de la distance d'un point quel-
conque à l'origine entraînée dans le déplacement du système, on a 

χ (Jx — a) -+- y (dy — β) -+- ζ (<fz — y) = o, 

Tome V—NOVEMBRE 1840. 54 
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quelles que soient x, y, z, il existera nécessairement entre les cosinus 
infiniment petits du premier ordre b, c, a c', a", b", les relations 
suivantes 

b -4- a' = o, c -j- a" = o, c' + b" = o, 

on aura donc finalement 

Sx = α ρ y — nz, Sy — ζ -μ mz — px, Sz =y -+- nx — my, 

en posant 

m = c' = — b", η = a" = — c, ρ = b = — a'. 

29. Mais il est intéressant de parvenir à ces mêmes formules des 
variations finies ou infiniment petites des coordonnées d'un système so-
lide par une voie purement algébrique, indépendante de toute consi-
dération géométrique, en partant de l'expression algorithmique des 
conditions du problème, c'est-à-dire de l'invariabilité des distances des 
points de ce solide. 

Soient donc 

X0, X, , X^, X, foi y nXi Z01 Z, 

les coordonnées de quatre points invariablement liés entre eux et faisant 
partie du système que l'on considère, les trois premiers spécialement 
choisis pour y rapporter tous les autres ; les distances de ces quatre 
points devant rester constantes, quelles que soient les variations de 
leurs coordonnées, par suite d'un déplacement quelconque du système, 
cette condition exprimée algorithmiquement donnera entre les varia-
tions de ces douze coordonnées, les six équations suivantes : 

(x1 + Ax2 - x0 -Ax0(S.-F- AZ,-*»- ■"„)'= (χ,-χ,,)1-!- (y,-y
0
 *»)*, 

(χ,+ΔΧ,-Χο-ΑΧ.)2-!- (y.+AT.-Jo- ΑΤο)'-|- ΔΖ
2
-Ζο~ Αβο)*= (χ, - χ„)ι+ {yx-y

o
y+ (i>- Zo)% 

(X
I
-^-MI-X,-ÀX

L
)''-\-(Y^^Y

T
-Y,-IKY,Y-+-(*>+-Δ«,-Ζ

Ι
-Δ»,)

1

=(Χ1-Χ,)
,

-Ι-(^>-^Ι)
2

-·-(
Ζ
»-

Ζ
·)'» 

(Χ -ΗΔΧ -x„—AX
0
)
2

—H (y 4-I/ -y»-ày
a
)*+(z +AI -z

a
- hz

0
)1— (x -XO)*+(JR -y

0
)*4-(* -«»)*> 

(x y-Δχ -χ,-Δχ,γ+ζ? +*y-y
x
-*y,)*+(z -4-ΔΖ -Ζ,-ΔΖ,)»=(Χ -Χ,)*-!-(y -χ,γ+(ζ -ζ,)', 

(χ -ΗΔΧ -x^-AxYy-hiy -+-AJ -y
2
-&y

2
y-+-(z + Δζ -ζ

2
-ΔΖ,)"= (χ -x,)'-+-(r -?*)*+(ζ ~ζι)'· 
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Ces six équations serviront à déterminer a χ , δ^, az, en fonction des 
variations des coordonnées des trois premiers points qui devront se 
réduire à six constantes par suite des trois équations qui les lient entre 
elles. 

Il s'agit de résoudre effectivement ces six équations, qui, bien que du 
second degré par rapport aux variations αχ, Ay, Az, deviennent li-
néaires lorsqu'au lieu des variables χ ,y, ζ, on introduit celles-ci : 

χ = α -+- {αχ, y = y -h {Ay, ζ = ζ ■+■ {az, 

et de même pour les autres points : le système des six équations ci-dessus 
peut dès lors s'écrire ainsi : 

(x — Xo) (Δζ — Δζ„) -I- (y — γ„) (Δχ — Δχ
0
) (ζ — z

0
) (Δζ — Δζ„ί — ο. 

(χ — Χ„) (Δζ, — Δζ„) -4- (γ — Υ») (Αγ, — Δγ„) -+- (ζ — Ζ„) (Δζ, — Δζ„) 

-+- (Δζ — Δζ
0
) (χ, — χ

0
) -+- (Δγ — Δγ

0
) (υ, — υ

0
) -h (Δζ — Δζ„) (ζ, — V — ο, 

(Χ — Χο) (Δ.ζ, — Δ.Γ„ι + (γ — γ„) (Δχ, — Δχ
0
) -+- (ζ — ζ„) (Δζ, — Δζ„) 

-Η (Δζ — Δζ
0
) (χ, — χ<>) -+- (Δχ — Δγ

0
) (Υ, — γ„) -t- (Δζ — Δζ„) (ζ, — ζ„) — ο, 

(χ,— Χο) (Δζ, — Δζ„) -+- (υ,— Υ„) (Δγ, — Δγ„) -Η (ζ,— ζ
0
) (Δζ, — Δζ„) = ο, 

(χ,— Χο) (Δζ, — Δζ
0
) -+- (γ,— Υ„) (Δγ, — Δγ

0
) -ι- (ζ,— ζ

α

) (Δζ, — Δζ„) = ο, 

(χ,— Χο) (Δζ, — Δζ
0
) + (*ι— Υο) (Δ.)', — Δγ

0
) -μ (ζ,— ζ„) (Δζ, — Δζ„; 

-+- (Δζ,— Δζ„) (x
2
— Χο) + (Δχ,— Δχ

0
) (γ,— γ„) -f- (Δζ,— Δζ„) (ζ,— ζ„" — ο. 

En multipliant ces six équations successivement par les facteurs indé-
terminés μ2, μ.ν, utt, i'2, 7τ2, ΐ'ττ, et en les ajoutant, on forme l'équa-
tion complexe suivante, qui comprend le système des six premieres: 

ι μ(\ — x„) -t- » (χ,— Χο) -4- W (χ* — χ»)] [μ (Δζ — Δζ„)-"- ► (Δζ, — Δζ„(. -+■ χ(Δ.»·, —Δίο) j. 
-(- [^Κ(Γ—Γ

0
) -Η »(Υ,—Υ

0
)-+-«·(Υ,—γ

0
)][ρ(Αγ—Δγ„)-|- » (Δγ,—Δγ„)-«- *(Δν,—Δ.ΥΟ)] — <> 

-ι-[μ(7. — z„)-t- »(ζ, — ζ
0
) -I- sr(z,—ζ„)\[μ{Δζ —Δζ

α
) -+- ν(Δζ, — Δζ„( -4- a-ιΔζ, —Δζ„ :11 

En choisissant μ, ν, 7Γ, convenablement, on réduit successivement 
cette équation à ne contenir que Δ χ, A y, A z, et on en déduit les va-
leurs de ces variations de la manière la plus simple. En effet, posons 

μ (t — Yo) <(ï. — Y..i *■(*', — *o) = *>. 
u (ζ — Z„) ->- * (ζ, — ζ„· -1- π (ζ, — z„ ,ι ~ o; 

Λ·4· 
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l'équation générale se réduit à 

Ο (Χ—Xo)—T- » (Χ.—Xe)-Hr(Xi— X«)] [/«(Δχ—ΔΧ„)4- » (Δχ,—Δχ„)4-*(Δ,χ—Δχ
ο
)]=0 . 

Or le premier facteur de ce produit ne peut être nul sans que le second 
le soit également, ainsi que nous le démontrerons ci-après; on aura 
donc simultanément 

μ (Δχ — Ar„) + » (Δχ
χ
 — Δχ„) 4- π (Δχ

α
 — Δχ

α
) = ο, 

μ(τ — ι
0
) 4- » (fx — τ») -+- (ζ, — ζ

0
) = ο, 

μ (ζ — ζ„) 4- » (ζ, — ζ„) -+- * (ζ, — ζ„) = ο, 

équations qui se transforment évidemment en celles-ci : 

Δχχ — Δχ„ = Ρ (τ, — To) — η (Ζχ — ζ„), 
Δχχ — Δχ„ = ρ {τ, — τ

0
) — η (ζ, — ζ„), 

Δχ — Δχ„ = /> (χ, — χ
0
) — η (ζ — ζ„), 

Λ et ρ étant deux constantes liées aux variations des trois premiers 
points par les deux premières de ces trois équations. 

La même analyse donnerait , 

Δχ — Δχ
α
 = m'{ζ — z„) — p'(x — Xo), 

Δζ — Δζ
0

 - Λ' (χ — χ,,) — m' (y — τ„)} 

et comme on a 

(* — Xo) (Δχ — Δχ„) 4- (τ — Υ„) (Δ/ — Δ_χ
0
) 4- (ζ — ζ„) (Δζ — Δζ„) = ο, 

il s'ensuit que m = /n', η' = η, ρ' = ρ, et qu'on a enfin les formules 
générales suivantes 

Δχ = A 4- ρτ — m , 

Δχ = Β 4- mz — px , 

Δζ = Γ 4- /ix — mx, 

où les six constantes A, Β, Γ, m, η, ρ, sont fonctions des variations 

Δχ
0
 , Δχχ, Δχ, , Δ^ ο , Δ} *χ , Δχ χ, Δζ

0
 , Δζ,, Δι,. 

50. Mais il reste à prouver ce que nous avons avancé, que le 
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facteur μ (χ— x

0
) -h c (χ, — x0) -+- yr (xa — x0) ne peut être nul dans la 

question qui nous occupe, sans que le second facteur 

ft (Δχ — Δχ„) + » (Δχ, — Δχ
0
) -+- ΤΓ (ΔΧ

2
 — Δχ

η
) 

ne le soit également. En effet, les trois équations simultanées 

ft (x — x„) -Η » (Xj — X») + *■ (χ, — Xo) — ο, 

ft (y — τ
0
) 4- V (γ, — Y„) 4- π (y

2
 - Το) = o, 

μ(ζ — z0) -+- > (z, — z
0

) + — Zo) = °> 

donneraient par l'élimination des facteurs μ, ν, ττ, une équation finale 
entre les coordonnées x0, χ,, x2, χ, y0, τ,, Υ2 , τ, ζ

0
, ζ,, ζ

2
, ζ, expri-

mant que les milieux des droites parcourues par les quatre points que 
nous considérons sont dans un même plan ; mais cette condition singu-
lière ne peut être remplie qu'autant que ces quatre points eux-mêmes 
sont dans un même plan, ou qu'autant que les pyramides formées par 
ces quatre points, dans leurs premières et leurs secondes positions , se-
raient symétriques au lieu d'être identiques ou superposables. Cette 
seconde hypothèse n'est pas admissible dans le problème qu'il s'agit de 
résoudre; mais la première doit être examinée. Si donc les quatre 
points donnés sont dans un même plan, nous disons qu'on aura à la 
fois 

f«(x—XO)4-» (XI—XO)-HR(XV—x
0
)=o, μ (Δχ—Δχ0)-Η (Δχ,—Δχ

0
) »(ΔΧ

2
—Δχ

0
)=ο, 

et semblablement pour les variables τ, ζ, et les variations Ay, Az. 
En effet, si les quatre points considérés sont dans un même plan, 

ainsi que leurs correspondants, on aura simultanément, en distinguant 
par un accent les coordonnées de ces derniers, 

g(x—xo) -t- A(a?
t
—x„) -+- /(x

x
—Xo) = o, g'(x' — x,) -f- h'{.r\ —x',) -t- l'(x\ —x'

0
)= ο, 

g {y—jo) + Κχι—y«) s'(x' —y'») -t- *'(/,—y',) +i'{y't—y'») = «, 
g (Ζ—Zo) + h(z

t
 — z

0
) -H l(z

x
— z

a
) = o, g'(s' — z',) -h h'(z\ — z\) -+- l'(z

t
 — z'

t
)= o, 

g, h, l, g', h', V, étant des coefficients à éliminer. Comme on a par 
l'invariabilité des distances 

(x — Xo)1 -i- (y — Jo)2 -t- (ζ — Z„Y = (χ' — xjj)2 -I- (y'—y',) -t- («' — z^)2, 
(x-x

<l
)(x

I
-x

0
)+(y-y

0
)(yry

a
)+(z-z

0
)(z

I
-z

0
)=(x'-x'

ll
)(x'

l
-x',)-+-(y'-y'

<>
)(y\-y'

t
)+-(z'-z'

ll
)(z\-z'

li
), otc., 
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et que les rapports - , —j, -, -j, sont fonctions identiques de ces mêmes 

quantités, il s'ensuit qu'ils sont égaux et qu'on peut supposer g' = g , 
h' = h, V — l, d'où l'on conclura, en introduisant les coordonnées 

des milieux χ = , etc., et les différences Δχ, Ay, etc., qu'on a 
aussi 

g (χ — χ») + A (x, — x„) + / (x, — x„) = o, 

g (χ — χ») -H A (τ, — *„) 4- / (γ, — Y„) = o, 

g (z — z») + Λ (ζ, — ζ„) 4- / (ζ, — ζ„) = ο, 

g {Αχ—Δτ
0
) -T- Λ(Αχ,—Δτ

α
)/(ΔΧ

2
—Δτ„) = ο, 

g· (Ar—Ατο) + Δ/ο) + / (Ar»—Afo) = ο, 
g (Δζ—Δζ„)-t- h (Δζ,—Δζ„) 4- / (Δζ,—Δζ

β
) = ο. 

Les trois premières équations, comparées aux trois données en u, y, ττ, 
montrent la proportionnalité des coefficients g, h, Z, à ces derniers, 
et enfin conduisent à l'équation 

u (Αχ — Ax
0
) 4- ν (Δχ, — Ax

0
) 4- Κ (Δχ

2
 — Ax

0
) = o, etc. ; 

ce qu'il fallait établir. 
31. Les deux méthodes analytiques que nous venons d'exposer pour 

déterminer les formules des variations des coordonnées d'un système 
solide, sont déduites de procédés purement algébriques. L'algorithme 
infinitésimal fournit encore une démonstration plus simple de ces for-
mules, se rapprochant de celle que Lagrange a donnée dans sa Méca-
nique, et comprenant dans la même analyse l'expression des variations 
finies et celle des infiniment petites. Voici cette démonstration. 

Si l'on désigne par d les différences infiniment petites des coordon-
nées d'un point du système à celles du point infiniment voisin dans le 
système non déplacé, puis par le signe Δ ou «Γ, selon qu'on considère 
un déplacement fini ou infiniment petit de ce système, les variations 
de ces coordonnées dues à ce déplacement même; il s'agira de déter-
miner généralement les variations Δχ, Ay, Δζ, au moyen de l'équation 
suivante, qui renferme l'expression algorithmique la plus simple de 
l'invariabilité des distances mutuelles de tous les points du système · 

A(dx3 4- dy1 4- dz3) = o. 
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Or en posant 

X = X -F- \AX , Y = y -+- }Ay, Ζ — z -h {Az, 

cette équation, au moyen de la règle de l'inversion de signes d, Δ , 
devient 

dxdAX -h άγ dAy -+- dz.dAz — o, 

à laquelle il faut satisfaire de la manière la plus générale. Dans ce but, 
considérons Ax, Ay, Az, comme fonctions des variables indépendantes 
χ, γ, z; l'équation ci-dessus fournira d'abord l'intégrale suivante, en 
supposant constantes dx. dr, dz, 

dAx dAz dAy dAz dAx dAz dAy dAz dAx dAz dAy dAz = constant 

traduction algorithmique de la propriété du quadrilatère, dont deux 
côtés opposés sont égaux, laquelle consiste en ce que ces côtés et les 
deux autres se projettent également sur la ligne qui joint les milieux de 
ces derniers. Mais l'équation 

dxdAx ■+■ drdAy dzdAz = o, 

lorsqu'on y substitue les différentielles partielles aux différentielles 
complètes, devient 

dAx dAz dAy dAz dAx dAz dAy dAz dAx dAz dAy dAz 

dAx dAz dAy dAz dAx dAz dAy dAz 

et à cause de l'indépendance des différentielles dx, dx, dz, donne ces 
six autres : 

dAx dAz dAy dAz dAx dAz dAy dAz 

dAx dAz dAy dAz dAx dAz dAy dAz 

Le système de ces six équations s'intègre aisément. Les trois premières 
montrent que les variations Ax, Ay, Az, sont respectivement formulées 
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indépendamment des variables respectives χ, τ, ζ. Il en est par consé-
quent ainsi de leurs dérivées, d'où il est facile de conclure que ces six 
dérivées sont des constantes égales deux à deux et de signes contraires, 
ce qui produit enfin les expressions auxquelles nous sommes déjà 
arrivés , 

Ax = A -+- ργ — ηζ., Αχ = Β + mz — px, As = Γ + m — /jiy . 

Nom ne reviendrons pas sur les transformations que subissent ces 
formules lorsqu'on y rétablit les variables χ, γ, z\ il nous suffit d'a-
voir montré comment la méthode des variations s'applique à la re-
cherche de ces formules et donne dans une même forme algorithmique 
les variations finies et infiniment petites des coordonnées d'un système 
solide, avec cette seule différence que les coordonnées des points dépla-
cés, sont remplacées dans le cas des variations finies, par celles des mi-
lieux des espaces parcourus en ligne droite par ces points. 

32. Il nous reste maintenant, pour terminer ce travail, à déduire 
rapidement de l'expression de ces variations les lois géométriques du 
déplacement des corps solides que nous avons d'abord exposées syn-
thétiquement, et prises pour point de départ de notre première analyse. 

Les formules 

Αχ — A χ- ργ — m , Αχ = Β mz ■— px,' As — Γ nx — mr, 

donnent immédiatement la relation fondamentale suivante : 

mAx -f- ηΑχ -+■ pAz - Am -H Bn -+- Γρ, 

d'où l'on voit que les droites réellement parcourues par tous les points 
du système, en passant d'une situation à l'autre, sont toutes également 
projetées sur une même direction (m, η, p). En désignant les angles de 
cette direction par g, h, Z, et par t cette projection commune, on aura 
pour tous les points du système déplacé , 

cos g Ax cos A Αχ -f- cos/ As ~ t
t 

et pour deux points différents, 

cos g (Ax — A>/) -h eosA(Ar — Αχ') -f- cos/(A* — As') xp ο 
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ΔΛ

1—ΔΪ', Ay—Ay' ,Αζ—As', mesurent les projections sur les axes res-
pectifs coordonnés de la corde de l'arc qui serait décrit par le premier 
point autour d'un axe de rotation mené par le second point (oc1, y', z'), 
parallèlement à la direction (τη, η, ρ'); ces deux points sont transportés 
ensuite à leur situation définitive, en décrivant deux droites égales 
et parallèles à celle qui joint le point (x', y', z') à son correspondant. 
Si l'on désigne par 0 l'angle de cette rotation, par u la distance de cette 
corde à cet axe de rotation , on aura évidemment 

(x-x')2-^(Y-Y')2-t-(z-z')a-[(x-x')cosgr-l-(Y-Y')cosA-t-(z-z')cosg·]2(x-x')2-^(Y-Y')2-t-(z-z')a-[(x-x')cosgr-l-(Y-Y')cosA-t-(z-z')cosg·]2 

«2 - (χ—χ')2 (γ—γ'γ -f- (z—z')2 — [(x—x') cos g -1- (Y—Y') COS A -+- (z—z') cos /]2; 

on a donc, quels que soient les deux points considérés, 

4tang2^G = m2 4- n2 4- ρ1. 

Ainsi le déplacement donné d'un solide, d'une situation à une autre, 
peut toujours résulter de deux déplacements consécutifs en rotation et 
en translation, ainsi que cela a été expliqué au commencement de ce 
travail. 

Soit de plus ν l'amplitude du déplacement angulaire d'une droite de 
ce solide, φ l'angle qu'elle forme avec la direction des axes de rotation 
x, y, z, x',y', z', les coordonnées de deux points de cette droite, on 
aura 

(Αχ—Δτ7) cos g 4- (ΔΥ — Δ**7 ) cos Λ -+- (Δζ — Δζ') cos /(Αχ—Δτ7) cos g 4- (ΔΥ — Δ**7 ) cos Λ -+- (Δζ — Δζ') cos / 

et, à cause de l'invariabilité des distances mutuelles des points de ce 
solide, 

(Αχ—Δτ7) cos g 4- (ΔΥ — Δ**7 ) cos Λ -+- (Δζ — Δζ') cos /(Αχ—Δτ7) cos g 4- (ΔΥ — Δ**7 ) cos Λ -+- (Δζ — Δζ') cos / 

L'angle φ reste le même avant et après le déplacement; quant à l'angle v, 
on a 

(x-y-x1) (x—x-yAx-Ax1) -y {y-y') (y-r' -y Ay-Ay') -y (z-z') (ζ-ζ'-Δζ-Δζ7)(x-y-x1) (x—x-yAx-Ax1) -y {y-y') (y-r' -y Ay-Ay') -y (z-z') (ζ-ζ'-Δζ-Δζ7) 

55 Tome V. — NOVKKRRK 1840. 



434 JOURNAL DE MATHEMATIQUES 

d'où enfin cette relation remarquable 

sin 12v =sin φ sin ^ 0, 

qui exprime le théorème énoncé au n°5. 
Les droites parallèles à la direction des axes de rotation sont donc 

transportées parallèlement à elles-mêmes. Entre toutes ces droites il ν 
en a une qui ne fait que glisser sur elle-même et pour laquelle les va-
riations Αχ, Ay, Az, doivent évidemment être proportionnelles aux 
cosinus des angles g, h, L Les équations de cette droite seront dont 

et comme on a 

Χ = χ -+- \AX, γ — y + TAJ, Ζ = ζ -+- ^AZ, 

on aura, comme nous les avons déjà données au n" 16, pour équa-
tions de l'axe central du déplacement : 

ρ y — nz -+- A = t cos g, 
m ζ — px R = t cos h, 
nx — my H— Γ = ^ cos /, 
etc. 

CONCLUSION. — Loi générale de la Statique. 

35. La Géométrie considère les déplacements finis ou infiniment 
petits des corps solides, occasionnés par l'action successive de causes 
ou de forces capables de les produire. 

La Mécanique considère les déplacements consécutifs des corps so-
lides , et plus généralement ensuite des systèmes quelconques de points 
occasionnés par l'action simultanée et prolongée de causes ou de forces 
capables de les produire. 

La Statique est cette première partie de la Mécanique où l'on ne 
considère que la possibilité des déplacements infiniment petits ou 
virtuels de ces systèmes, qui résulteraient de l'action simultanée et 
non continue de ces mêmes causes. 

Ax Ay Au 
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Ija Géométrie enseigne que le déplacement d'un corps solide se ré-
duit à tourner autour d'un ou de deux axes fixes. 

Il en résulte que si les forces qui agissent simultanément sur un 
système solide ne peuvent lui imprimer aucune rotation autour d'un 
axe fixe quelconque, ces forces se font équilibre ou se neutralisent . 
et le corps reste immobile. 

Ces forces, considérées séparément, ne peuvent agir que de deux 
manières, ou parce qu'elles tendent à faire tourner ce corps solide au-
tour d'un axe fixe, 011 parce qu'elles tendent à déplacer un certain 
point de ce système, ou plus expressivement à faire varier les coor-
données de ce point. C'est la manière la plus générale de considérer et 
d'examiner, en Mécanique, l'action des forces. 

Toutefois la loi de l'équilibre est identique dans ces deux modes d< 
considération, ainsi qu'on va le voir. 

Si des forces ou causes quelconques de déplacement, tendent succes-
sivement ou simultanément, en passant aux limites, c'est-a-dire en 
(lassant de la Géométrie à la Mécanique, à imprimer à 1111 solide des 
rotations élémentaires ou virtuelles 9, 6', θ",. . ., autour d'axes fixe-· 
déterminés, la loi de l'équilibre de ces forces consiste en ce que la 
somme des moments de ces rotations soit nulle par rapport à un a.xe 
quelconque ; 

L'équation 
Σ âl) sin c = ο, 

qui est la traduction algorithmique de cette loi, impliquant, a cause 
de l'indétermination de cet axe quelconque, six équations spéciales qui 
se réduisent à trois quand ce système solide se réduit à un point. 

Examinons maintenant ce qui arrive quand les forces qui agissent 
simultanément sur le solide tendent séparément a faire varier les co-

ordonnées de divers points de ce système. Tout déplacement se rap-
portant virtuellement à 1111 axe fixe de rotation, il suffira pour chaque 
point de considérer la variation qui peut résulter de l'action des forces 
qui agissent en ce point, sur la coordonnée de ce point orthogonale 
à ce même axe fixe, dont la résistance s'oppose à toute \ariation di-
ses autres coordonnées rectangulaires. 

Or il est évident que le déplacement infiniment petit d'un point 
55. 
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pent être considéré comme effectué successivement par rapport à 
chacune des coordonnées rectangulaires de ce point, la variation de 
chacune de ces coordonnées étant d'ailleurs égale à la projection du 
déplacement total sur la direction de cette coordonnée. Il en résulte 
que dans tout système où il se trouve un axe fixe, les forces qui agissent 
sur un point de ce système ne peuvent réellement faire varier que la co-
ordonnée de ce point orthogonale à cet axe fixe. 

D'un autre côté, à cause de l'invariabilité du système, il est évident 
que deux forces égales, dans leur action sur un même point, se font 
équilibre, 

i°. Si elles tendent à faire varier également ses coordonnées, mais 
en sens contraire ; 

2°. Si elles sont appliquées, mais en sens contraire, aux extrémités 
d'une droite invariable; 

3°. Si elles tendent à faire tourner en sens contraire une circonfé-
rence dont le centre est fixe, dans le plan de laquelle elles sont ap-
pliquées tangentiellement; 

4°. Si, plus généralement, elles tendent à faire tourner en sens con-
traire un cylindre droit dont l'axe est fixe, à la surface duquel elles 
sont tangentes orthogonalement à son axe. 

Il résulte de ces propositions que si l'on considère toutes les forces 
qui tendent à déplacer les divers points d'un système solide, où il se 
trouve un axe fixe, suivant des directions données, et à leur imprimer 
des translations virtuelles données, il y aura équilibre entre toutes ces 
forces si, en les supposant appliquées toutes à des points équidistants 
de l'axe fixe, ce qui est toujours possible, la somme des moments des 
translations virtuelles qui mesure l'effet de ces forces est nulle par 
rapport à cet axe. 

En passant d'un axe fixe déterminé à un axe quelconque, il s'en-
suivra nécessairement que l'équation générale 

SâD sin ν = ο 

est la traduction algorithmique de l'équilibre d'un système de forces 
capables de produire des translations virtuelles ou infiniment petites 
proportionnelles aux rotations Q, θ', 0",. ■ ■ , ces forces étant appli-
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quées sur les axes de ces rotations, positivement on négativement, selon 
Je signe de ces rotations. 

Ainsi s'explique l'analogie si remarquable des lois de l'équilibre et 
conséquemment de celles de la composition des rotations infiniment 
petites, avec les lois de l'équilibre et de la composition des forces con-
sidérées dans la Statique. 

Si l'on désigne généralement ces forces par les grandeurs finies Ρ, 
Ρ',. . ., proportionnelles aux translations virtuelles qu'elles tendent à 
imprimer, l'équation de leur équilibre sera 

2 PD sin ν — ο ; 

le ternie général PD sine exprime le moment statique de la force P, 
relatif à l'axe fixe, et est égal au produit de la distance du point d'ap-
plication de cette force à l'axe fixe, multipliée par la composante de 
cette force orthogonale à ce même axe. 

On comprend nettement par cette signification du produit PD sine, 
ce qu'il faut entendre en Statique par les moments qui tendent à faire 
tourner dans un sens ou dans un autre, ces moments, à un dénomina-
teur commun près, n'étant autre chose que les composantes orthogo-
nales des forces données, par rapport à l'axe de rotation, appliquées 
à une même distance de cet axe. 

Les conditions de l'équilibre des forces appliquées à un système so-
lide, que la considération secondaire, bien qu'admirablement ingé-
nieuse, des couples, réduit en termes finis à deux conditions, sont donc-
comprises dans une seule loi, également exprimée en termes finis, qui 
consiste en ce que la somme des moments ou des forces du système soit 
nulle par rapport à un axe quelconque. 

Cette loi est générale et s'applique, ainsi que celle du principe des 
vitesses virtuelles, qui n'en est que la transformation infinitésimale, à 
l'équilibre de tout système invariable ou non, pourvu que les condi-
tions de la liaison des points de ce système puissent être remplacées par 
l'introduction de forces qui permettent de regarder ces points comme 
entièrement libres, forces que l'analyse détermine et élimine ensuite 
des équations qui donnent l'équilibre de chaque point. 

Au moyen de cette introduction, la loi d'équilibre d'un point en-
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«'entire immédiatement celle d'un système solide; nous ne nous y ac-
célérons pas : nous remarquerons seulement que, dans ce cas parti-
culier. les forces introduites étant deux à deux égales et de signes 
contraires, la somme des moments de toutes les forces appliquées a 
tous les points, cpii doit être nulle pour l'équilibre, ne contient que 
cens des forces données, et exprime ainsi, sous une forme identique, 
la loi de l'équilibre d'un point ou de plusieurs points entièrement 
libres, et celle d'un système invariable. 

De l'équation des vitesses virtuelles. 

Si la force 1' tend à faire varier la coordonnée p. le produit PJ'p 
sera égal à PI) 9 sin e, DÔ sin e exprimant le moment de la rotation vir-
tuelle 6, dans Ehypotlicse d'un déplacement infiniment petit quel-
conque du svsteme, qui produirait dans les coordonnées de ce système 
des variations caractérisées par le signes. 

En effet, ce déplacement infiniment petit se réduisant forcément a 
une ou à deux rotations successives, doit virtuellement n'être consi-
déré que dans sa premiere ou son unique rotation , et dès-lors l'arc in-
finiment petit décrit par le point d'application de la force P, projeté 
sur la direction de cette force, se trouve égal à la variation même de 
la coordonnée p, suivant laquelle agit cette force, ce qui donne 

ap— 9l)sinc, Ρ Jp = OPDsine. 

I, equation générale de l'équilibre de ces forces. 

Σ I'D sin e = ο. 

se transforme donc en celle-ci 

2 Ρ J/, = ο, 

qui exprime que, desjorces étant en équilibre dans un système solide, 
si, par une cause quelconque, ce système vient h être dérangé infini-
ment peu de sa situation actuelle, la somme desjorces multipliées par 
tes espaces infiniment petits parcourus par les points de ce système 
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dans la direction de ces forces respectives devra être nulle, et récipm-
'/uement, ce qui est lénoncé du principe des vitesses virtuelles. 

Cette équation bien supérieure, algorithmiquement parlant, à la pre-
mière, n'a pas au fond plus de généralité : mais elle exprime le plus 
simplement possible la loi de l'équilibre de tous les systèmes dans les-
quels les conditions de liaison sont susceptibles d'être traduites par 
des équations linéaires entre les variations des coordonnées des divers 
points du système. 

bn effet, si ces conditions sont exprimées par des équations telles qui· 

JY. = o, JT/= ο, Τ ]," = o. 

«ni plus généralement par une seule équation telle que 

AcTl, A'J L' -4- A ifL ... ;= ο, 

dans laquelle A, A', A", sont des multiplicateurs arbitraires, et qu'on 
désigne par X, Y, Z, les coefficients des \ariations J*jc, S'y, J'z. dans 
cette équation; par r une grandeur linéaire dont la direction serait 
X, Y, Z) ; par R une force appliquée au point ( z), dans la direction 
de cette droite qu'elle tendrait à faire varier, égale à \/X2 -4- Y2 -\- /d 
011 aura 

Xbc 4- Wr + Zb Xbc 4- Wr + Zb 

et semblablement pour JV, ef/ etc., l'équation ci-dessus prendra 
la forme 

Rd> -4- R'dV -4- R'cf r". . . = o. 

et les deux équations 

2Pcfp = ο, ΣΡdp + RdY + R'dV -4- R dV ... = o. 

auront la même généralité, les variations étant limitées dans la pre-
mière par les équations de conditions, et complètement indépendantes 
dans la seconde. Or, dans ce dernier cas, l'équation 

ΣΡd> 4- RdY -4- R'dV -4- R"/;·".. .=0, 

exprime la condition d'équilibre de tous les points du système. dégages 
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de toute liaison, mais sollicités par les forces primitivement données 
Ρ, Ρ', P",. . et par d'autres forces R, R', R", qui ont statiquement 
remplacé les conditions de liaison supposées. 

L'élimination de ces forces R, R', R", dans les équations particu-
lières comprises dans l'équation précédente, fournira les équations dé-
finitives de l'équilibre des premières forces, telles qu'elles résultent de 
la liaison du système. Et réciproquement, si ces équations ont lieu, 
il y aura équilibre, car les forces R, R', R", se trouvent en même temps 
déterminées, et l'équation 

ΣΡ<Γρ + RJV -+- R'JV -h R'JV'... = o, 

a variations indépendantes, établit l'immobilité de tous les points du 
système, par suite de l'action des forces données et de celles qui, 
statiquement, équivalent à la liaison donnée entre les divers points du 
système. 

Quand le système que l'on considère est continu, les équations de 
condition renferment des intégrales définies qui représentent en quelque 
sorte un nombre infini de conditions linéaires entre les variations des co-
ordonnées du système ; les multiplicateurs arbitraires passent sous le 
signe de ces intégrales, dont il reste à obtenir les variations par un mode 
entièrement analytique et indépendant de toute considération statique. 
On y arrive aisément par la formule générale suivante 

JS'lWx.iteifirj. . . rir„=S"<£r
1
rf.r

1
. . . d^iVu-HU ( —-—- -+- ——-. . .-H -7—^"], 

U étant une fonction quelconque des variables indépendantes oc,, x
2

, 
χ j,..., x

n
, et le signe S" désignant une intégrale définie multiple de 

l'ordre n. 

5 décembre 1840. 


