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MEMOIRE
SUR LES INEGALITES SECULAIRES

DES ELEMENTS DES PLANETES;

Parx M. J. BINET,

Professear au Collége de France.

Les recherches suivantes sont principalement relatives aux inégalités
séculaires des excentricités, des inclinaisons, des longitudes des peéri-
hélies et des noeuds des orbites; elles exigent que P'on ait sous les yeux
les équations différentielles qui servent 4 déterminer ces variations. Je
vais rapporter ces équations, que 'on doit 4 Lagrange et 2 Laplace.
Pour les former, j’emploierai la méthode suivie par Lagrange, et qu’il
a déduite, comme application, de sa théorie de la variation des cons-
tantes arbitraires dans les problémes de mécanique. Dans cette nou-
velle exposition, Lagrange est parvenu a plusieurs résultats généraux
remarquables, et sur lesquels doivent s’appuyer les propositions que
Je me propose d’établir. Je supposerai toujours Papproximation bor-
née ala premiére dimension des forces perturbatrices.

1. Soient m la masse d’une planete,

2a le grand axe de son orbite,

¢ Pépoque de 'anomalie moyenne,

e Pexcentricité,

@ la longitude de son périhélie,

7 Yinclinaison de P'orbite sur un plan fixe,

9 lalongitude de son nceud sur ce plan;

on posera encore, pour simplifier les équations différentielles qui doi-
vent déterminer les quatre derniers éléments,

h = esmar, Il = ecosw;

p = ysind, q = 7 cosh.

Tome V. — Ocrosee 1340.
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e ety seron! regardés comme des quantités assez petites pour que I'on
néglige les puissances supérieures relativement aux inférieures. On dé-
notera, selon 'usage, par m’, a’, €, etc.; m’, a”, etc., les quantités
analogues relatives aux auties planetes.

Les équations différentielles dont dépendent les quantites h,ot, I,
', etc., p,q, p'y q', etc., exigent, pour leur formation, que I’on com-
pose en premier lieu deux fonctions distinctes de ces éléments, savoir :

H= %me’ {[a, a'}(k* + A’ + 2417 — zla, a’] (k' + 1t .

P =13 m il a1(p—p" +q— 7)),

( Mécanique analytique,tome 11, et Mécanique céleste, tome V, p. 332
Le signe sommatoirez s’étend, dans ces formules, 4 toutes les planetes

m, m', m’, etc., prises deux a deux; les symboles [a, a'], [a, a’] sont
des fonctions des demi-axes @ et a’, etc., auxquelles on a donné di-
verses expressions. La plus usuelle est celle dont Laplace fait usage :

pour la former on développe la fonction Va? —2aa’ cos @ + a’® en
une série procédant selon les cosinus des multiples de ¢, savoir :

(a* — 2aa’ cosp + a’*)’ = (a,a’')+ (a,a’);cosp + {a,a’), cos29 + etc ;
a I'aide des deux premiers coefficients (a, a’), (a, a’), de cette série,
on obtient les valeurs suivantes des deux symboles
aa’

YLy (a'7 a')c y

[a, a’] e (a”—a’)’

[a,a’ = —

J’ai reconnu que l'expression de ce dernier symbole pouvait étre sim-
plifiée par la relation qui existe entre trois coefficients consécutifs
(@, @' )iy (@y @' )ig 1y (@ a'); 1, de la série précédente; il résulte de
cette relation que

RW o

) {(a,a’'), {@*+ a”}+aa'(a,a’).

(al:_aa 2

Ve f e . (R EEREERT YRR AT Y I T R SR IR
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les deux symboles dont il s’agit peuvent étre fournis encore plus simple-
ment par le développement de la puissance — 3 du méme trinome
a* — 2aa’ cos @ + a’®. Lagrange a trouvé, en effet, qu’en posant

-3
F]

{a*—2aa’ cos@ + a'?) * = (a,a’) -+ (n,a’), cos @ —i—('a, r:’), cos 29 + ete.,

on a aussi
la, a’] = aTa’ (a,a’), et [a,d]= aT‘:, (a,a’).

(Mécanique analytique, tome I1, page 141). En rapprochant ces valeurs
des précédentes, il en résulterait les relations
(a’ a’)1 = - (a’* — a2 )2 <a’ a/)"
——— 15
(a, a’)2 = T ey (dy s

elles peuvent étre rattachées 4 un beau théoréme d’Euler, sur une es-
pece particuliére d’intégrales définies. A la suite de cet écrit on en trou-
vera I’énoncé et une démonstration nouvelle.

Les coefficients [a’, a"], [a’,a"], etc., se déduisent des précédents
par de simples changements d’accents; on doit y regarder a , a’, etc.,
comme des quantités constantes, parce qu’il a ét¢ prouvé que les grands
axes des orbites n’admettent aucune équation séculaire dans les deux
premiers ordres d’approximation. Cela posé, on aura les équations
différentielles suivantes, pour déterminer %, [, &', I, etc.,

4R m' \/ﬁ’(ﬂl—-i{E etc., |
n am‘——m, dr T di’? "'
v\ {a
—dl dH — dl’ dH
el _am Ll A ‘
mNva g = a m Va' =g ele;

on aura semblablement, pour déterminer p, ¢, p/, ¢, etc., les équations
différentielles

~dp _ dP . dp dPp .
— mn \/a Py —'{E, -_— i \/a E == Fq‘,, etc.. b
—dg _ dP N A o

m \/d 71; == 5, -in \/(1 —,7; = ;[7)7 3 etc.
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Puisque H est une fonction homogéne de deux dimensions en %, [,
k’, etc., le premier groupe d’équations sera de forme linéaire et a coef-
ficients constants; il en sera ainsi du second groupe. Ces équations se-
ront donc facilement intégrables, et c’est ce qui a été complétement
exécuté. Mais ces équations admettent plusienrs intégrales générales
qu’il convient de remarquer.

2. En effet, des équations (a), prises deux a deux, on tire

dH ‘H dH .,
a’b+—dl o, 'd—h,dh'-r-dT,dl =0, etc.

En ajoutant toutes ces relations, on aura

(IH

diz+ a’l+ dlz’ H o + etc. = o.

an’ dl’
Mais H étant une fonction des seuls éléments variables A, 1, #', U, etc.,
I’équation précédente revient a dH = o, d’ou l'on tire H =H,, H,

étant une constante arbitraire ou une valeur particuliére de H. On aura
ainsi, entre les éléments variables &, {, &', ', etc., ’équation

Ymm'{[a, a’ | (B + B> 4 12 4 1) —2 la,a’](Rh' + 1)} =2H,;
ou bien encore
me’{[a, a’J (e? + el2) _ 2[a’ al]eel cos (@./ _ @); — 2H,.

A Paide du groupe d’équations différentielles (&), en p, p’, etc., ¢,
q’, etc., on obtiendra pareillement I'égalité P = P,, ot P, est aussi une
constante arbitraire ; c’est-a-dire

me a,a’] {{p—p' )+ (g —q' )} = 2P, = constante.

Lorsque p, p’, 4, ¢’ sont de petites quantités, comme nous le supposons,

la fonction \/(p — p’)* + (¢ — ¢’)* exprime P'inclinaison mutuelle 1’
des orbites de m et de m’ ; en dénotant encore par 1” I'inclinaison des
orbites de m et de m”; par '1” Yinclinaison de I’orbite de m’ et de I'or-

' Ve v o L RN TR TN T P XN AT



PURES ET APPLIQUEES. 365

bite de m”, etc., I'équation devient
> mm'[a,a’].1? = 2P,

on prouvera ci-dessous que H, est une constante positive : cela est
évident pour P,. Celte observation, que Lagrange n’a pas faite, nous
semble propre 4 mieux préciser le sens et le caractere de ces relations :
elle va bientot nous étre utile.

3. La fonction H est homogéne et de seconde dimension, relative-
ment aux variables %, &', etc., I, I', etc. La propriété de ces sortes de
fonctions donne donc

2H-lz—+l’dh,+etc +l +l’ ,,+etc =2H,;

wais on tire immédiatement’ des équations (@), respectivement multi-
pliées par £, I',1”, etc., b, B', B, etc.,

-~ ldh — hdl —U'dh! — Kdl'
'n\/a z [ 4+ m \/a,l(llc Kdl

dt dr + etc.=
dH , ,
-de—h+l +lz,ﬂl+l ”,+et(‘ aH,.
dh — Izdl

A ’ a2
Or tang = = 2. conséquemment de — onah® 4+ [*=¢*;

.’ 12 4 p
ainsi {dh — hdl = e* dwr. L’équation que nous formons devient donc

— d — dz"
m \/ae? —df; ~+ m’ \/a’e”% -+ etc. = 2H,, (¢

formule donnée par Lagrange (Mécan. analyt. , tome 11, p- 148).
On tire du second groupe (b) des équations en dp, dq, dp’, dg', etc.,

— g dp— pd — g’ dp’ — ' dg’
m\/au.ﬁ_p_z_kmf\/a'g._ﬁ_i_q_q_etc_:
t dt
dP dp
“174"'1’ +qdq +pd,+erc Ik

P est homogene et de deux dimensions en P95 P q's p- ete.; et
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par smte

2P = «r dp ,dP ,dP te. — b,
P =p g TPy gy ete =2b:

on a d’ailleurs tang § = ’7] , et p*+4¢* = 9%;il en résulte

df — 19— prdq _ qdp —pdg -

P? + q? 72
partant ¢dp — pdy = 9* dfl; en transformant de la méme mamere
tous les termes de I’équation, elle devient

., db 5 p dY .
mVay® = 4 m'\a'y? — + etc. = — aP,. (dl

N . . df 14
Cette relation entre les vitesses

= o et des noeuds des orbites .

de ds' , " .
I etc., n'a pas ete remarquee
par Lagrange; elle a été formée par M. de Pontécoulant (i** volume de
sa Théorie analytique du Systéme du Mondz, page 371).

Avec les équations en dhk, di’, etc., dl, dl’, etc., on formera la
combinaison suivante :

analogue a celle qui existe entre

hdle 4 1d! hdh' + t'dl’
— m \/a -+ R Fe—
,dH

dH  ,dH . dH

m \,’Zz_’ -+ etc.

On voit facilement par la composition algébrique de
H= mm' [a, a'|(h* -+ A7+ 124 1) — 2 3 mm’ [a,a) (R+ U,

que le second membre de I'équation que nous venons d’écrire est nul;
’équation, devenue intégrable , donne donc
K, = * +{m Va S (k' =) m’ Va + (A" 4 2 ) m” \/;;—‘—etc.,

K, étant une constante arbitraire.
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Cette équation, plus simplement écrite , revient a
K, =e*m \/a “+e?*m' \a 4+ ¢*m’ Va '+ etc.; e

des équations en dp, dq, dp’, dg’, etc., on déduit semblablement cette
autre relation due, ainsi que la précédente, a Laplace,

L, =3*mvVa + v2:m' Va' + etc. (f

i. Remarquons que la fonction 2H est composée de termes de la
forme

mm’ {la, @’} (B* 4+ R 4+ 12 4 1) — » [Z—(—l—’] (RR 411}

et établissons que chacune de ces quantités est positive. Pour s'en
assurer , on observe que, d’aprés I'origine indiquée ci-dessus des
symboles [a, a’], et [a, a’], ces deux quantités sont positives: ¢l

Pon peut prouver que le rapport %g—]%/,—] = p est une quantité inférieure
& unité. Cette propriété importante a été reconnue par Poisson. Nous
en donnerons ci-dessous une démonstration différente de la sienne :
mais, afin de ne pas interrompre notre sujet, nous admettrons ici que
p<I.
Or (@, a”V(2* + A'*) — 2 [;,77] bt = {a, a’ Y (h* + k"> — 20hk’
= e, a’][(h — A"+ A2 (1 —02)),

quantité positive, puisque 1 — p*> >o0. Il en est ainsi de la partie
[a, a'}({* + 1) — 2 [a, a’] IV,

et par conséquent le terme de H que nous considérons est positif. Puis-
que H ne renferme que des termes de cette forme, multipliés par des pro-
duits positifs mm’, m'm’, etc., la valeur de H est posttive ; partant la
constante H, a aussi le méme signe. '

La fonction P, composée de termes

mm'|a,a’|[(p—p' )+ (9 —q')),

est positive ; car chaque coefficient [a, a’] est positif, ainsi que nous
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avons déja dit. Il s'ensuit que la seconde constante P, est positive.
5. Au moyen des équations (c) et (¢), on peut former le rapport

Y der’
mV ae -g—l—m’\/a_’e" —Z—t + etc.

mVae+m' Va ' + etc.

2H;

ef, selon ce qui vient d’étre prouvé, le second membre est ic1 une cons-
tante positive. Mais le premier a une valeur nécessairement renfermee
entre la plus grande des vitesses angulaires df', LI, etc., et la moindre

4 dt
de ces vitesses, parce que les coefficients m Va e*, m’ Va'e'?, etc.,
quoique variables, sont constamment positifs : c’est 4 toute époque une
sorte de moyenne entre les vitesses diverses des périhélies; cette
moyenne, d’aprés I'équation, est donc une grandeur constante et
positive. 11 s’ensuit, dans la formation de cette moyenne, que Veffet des
vitesses directes 1'emporte sur celui des vitesses séculaires rétrogrades ,
et que dans aucun temps, toutes les vitesses des périhélies ne pourront
étre rétrogrades : sur quoi il convient de se rappeler que nous n’enten-
dons parler que de la partie séculaire de ces vitesses, et abstraction faite
de la partie périodique, selon P'usage des géometres en cette matiere.

6. A FPaide des équations (d), (f), on formera aussi le rapport

b ds’
— ay? a2 ’ ’
r ¥y ‘/; —+ i vim ‘/; -+ etc. 2P, )

ymVa+y m Vd + etc. L,’

le second membre est ici une quantité négative; le premier est une

T . dé d¥ di”
moyenne obtenue en multipliant chacune des vitesses ) 7’{—, %

des nceuds des orbites, par un coefficient positif variable

, elc..

y'mVa, y*mVa', y*m' \Va', ec.,

et en divisant la somme des produits par la somme des coefficients des

vitesses: puisque cette moyenne est une quantité négative , on peut en

. dié d¢
0" 14 .
conclure qu’a aucune époque toutes les vitesses séculaires —-, —-, etc.,

des nceuds des orbites ne peuvent étre directes.
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On voit que ce résultat est la conséquence immédiate du signe re-

. . . d=
connu de la constante P,, comme celui qui concerne les vitesses =

14

w z . - ’
i ©tc., est la conséquence du signe de la constante H,. La considé-

ration des moyennes ne sert ici qu’a fournir un énoncé simple de ces
propositions, savoir : qu’entre les vitesses des périhélies on peut tou-
jours former une moyenne constante et positive, et entre les vitesses des

neceuds des orbites on peut obtenir 4 toute époque une moyenne cons-
tante et négative.

L’équationz mm’ [a, a’] I’ = 2P, fournit une relation entre les

carrés des inclinaisons mutuelles des orbites considérées deux i deux;
il existe une relation différente entre les mémes quantités que nous
allons faire connaitre.

7. Dans cette vue, nous reprendrons Péquation du principe des aires
relative au mouvement des planétes m, m’, etc., sous la forme que

Laplace lui donne (Mécanique céleste, 1% volume, page 315),

¢ =mVa(1—e*) cosy + m’' Va' (1— e’ cosy’ + etc.

+ X mm’ (= — =)y’ — ) —~ (r' = 7) (de’ — d=)

¥, 7, etc. sont ici les inclinaisons des orbites au plan des x, y, qui
peuvent avoir des valeurs quelconques; ¢ est une quantité constante.

La partie comprise dans le signe Z contient-des termes semblables i

ceux qui forment la premiére ligne, et auxquels on pourra les réunir;
mais ils seront d’un ordre inférieur, i cause des produits mm’, etc. Les

autres termes de ¥, seront périodiques, ou d’un ordre encore inférieur

a celui de mm’, et pour cette raison nous les négligerons. L’équation
ainsi réduite devient

c=mVa(1— e*) cosy-+ m’ \/E_(;_#_?i) cosy’ ~+ elc.:

ma* 1— e,

or m\/a(r — &%) =

Tome V. — OcrosrE 1840. 47
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et en désignant le moyen mouvement de la planéte m par n, on a

M+m,
—

par suite

- TR mn.a* \/l_— e?
"l\/a(l — e’) = —————,

\/M “+ m
et au degré d’approximation ou nous nous bornons, 'on peut écrire
simplement

mVa(i =) = mnat /22
Soit E la surface de I'ellipse décrite par la planete m; on a
E = 7w.a® V1 —é;
Véquation des aires pourra donc étre réduite 4 cette forme

¢ /M = mnE cos 3 + m’ n’E’ cosy’ + m’ n’E’ cosy” + etc. :

prenant la masse M du Soleil pour unité des masses, le premier membre
sera simplement 77 . c. Cette équation est relative a la projection des aires
sur I'un des plans des coordonnées. En désignant par € et par a les an-
gles que Vorbite de m forme avec les deux autres plans des coordon-
nées; par 2’, €', les angles analogues relatifs a orbite de m’, etc., on
aura deux équations semblables 4 la précédente , savoir :

c,# = mnEcos€ + m’'n'E’ cos&’ 4 etc.,
¢, 7 = mnE cosa + m'n'E’ cos a’ + etc.
Désignons, comme dans l'article 2, par 1 T’inclinaison de Porbite de m

sur Porbite de m'; par 'I” Pinclinaison de V'orbite m” sur V’orbite de m’,
et ainsi des autres; on sait que

cos I’ = cosa cosa’ <+ cos 6 cos 6’ + cosy cosy’,
cos'l” = cosa’cosz” 4+ etc.,

etc.
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on a de plus, entre les angles «, £, 9, relatifs 3 une méme orbite, I'é-

- quation
I = cos’a -+ C052€ -+ cos %y
)’7

Si, en ayant égard a ces relations, 'on compose la somme des carrés
de cor, c,, c¢,7r, données dans les formules précédentes, on aura
() =mn*E* 4+ m'*n?E”? + etc.
+ a2 2 mm’ nn'EE’ cos (1'V;
mais
, . o/1’ ” YA 1
cosl’”" =1 —2sin? —), cosl”"=1 — 25sin <) et
2 \ 2
D’apres cela, I’équation pourra étre ainsi écrite :
(mnE 4+ m'n'E 4+ m'n’E’ + etc.)?
. 1 ;
— 4 E mm’ nn'EE’ sm’_(;) = {4+ + 7t
N
En négligeant les puissances de e, e’, etc., supérieures a la seconde
P » €y ’
dimension, la somme
mnE 4+ m'n'E’' + etc. =7m\a(i — e*) 4+ 7xm \/a’\l_—.e’_ﬁ\ -+ etc..

est constante. En effet, par le développement de chaque radical, tel que

V1 — e, cette somme égale

- — 2 ‘ 7 o'
mva + m'\/a' + etc. — (m ‘2/;-{ + = ‘/; ‘

-+ etc. |,
mais nous avons vu que la somme

m \/Zz e 4+ m' \a'e? + ete. = K, = constante,

et la somme m \/a + m’ \/a’ + etc. est aussi une quantité cons-
tante, puisque l'on fait abstraction des termes périodiques de a.
a’, etc. Il s'ensuit que I’équation précédente donne

Y2 I
4 Z mm’nn’EE’sm‘(;/\ = constante,
N2

47..
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Dans le premier de ses termes le facteur .

13

hnn'BE sin L = 2 gran vi—ei—e) (T -

Voon 4_8"'6“");

cette quantité doit étre réduite 4 #* Vaa’.I’? quand on néglige les
termes de quatre dimensions en e, e’,I’; tous les termes renfermés

dans le ¥ ayant la méme forme, I'équation, divisée par 7, se réduit
2 mm'\aa .I* = constante,

qui doit étre considérée comme une intégrale des équations (b). Dans
le premier membre de cette égalité, on voit la somme des carrés des
inclinaisons mutuelles des orbites des planetes prises deux a deux, mul-
tipliées par les produits des masses et des racines carrées des distances
moyennes correspondantes; et le théoréeme exprime que cette somme
est une grandeur invariable. L’équation de Lagrange ,

2 mm'[a, a'|]I* = a2P,,

établit déja une relation entre les mémes carrés. Ces relations s’ac-
cordent entre elles pour établir que Vinclinaison 1’ est invariable
quand il n’y a que deux orbites.

Si I'on considére trois orbites, on a immédiatement, par ces deux
équations distinctes, deux des inclinaisons exprimées au moyen de la
troisieme, qui reste seule a déterminer en fonction du temps 2. Clest
ce que 'on peut faire de différentes manieres, et il n’est pas difficile de
réconnaitre que celle que Lagrange a employée dans la Mécanique
analytique ( deuxiéme volume), revient 4 prendre pour inconnue la
surface du triangle sphérique formé par les poles des trois orbites,
de maniere que chaque coté de ce triangle représente I'inclinaison de
deux des orbites. La méme variable entre aussi dans les formules élé-
gantes données, sur ce probleme, par M. Liouville (Journal des Ma-
thématiques, tome IV ).
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Note sur des relations employées dans le Mémoire precedent ,
et indiquées aux articles ¢ et 5.

On sait que la puissance d’un trinome
a® — 2aa’ cos@ + a’?

peut étre développée en une série procédant selon des cosinus multiples
de @, savoir:

(@® —2aa’ cosp+a'?) = = LA 4+ AL cos @ ...+ A cos(ip)+etc.;

les méthodes a suivre pour cet objet sont rapportées, depuis Euler,
dans plusieurs Traités, et particulicrement dans la Mécanique de
Laplace (tome 1, page 267 ), etc. On voit aisément que les coefficients
A" sont des grandeurs positives quand s est positif, c’est-a-dire quand
on développe une puissance négative —s du trinome. Lorsque I'on
suppose s = £, les coefficients %A(i_“’, A(%"“, Af%” , se changent dans les

symboles que nous avons désignés ci-dessus, article 2, par

(a, a’), (a, a),, (a, a’)n.
Si I'on prend s = — {, les coefficients + A©), A, A%, deviennent
2 2 2
les symboles que nous avons dénotés par
(a, a'), (a, a"),, (a, a’),.

On obtient d’ailleurs le coefficient général AY par une intégrale définie
au moyen du procédé de d’Alembert; pour cela on multiplie les deux
membres de I'équation précédente par cos (i9), et 'on intégre de ¢ =o
a @ =r; il en résulte

f”’ cos (ip) dp — AOT
o (a‘—zaa’cosep+a”)‘ * o

M. Jacobi a donné i cette intégrale une forme remarquable, et de mon
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coté je Iai traitée par une méthode qui a conduit a une expression dii-
férente (voyez le tome XV du Journal de Mathématiques de M. Crelle
et le Journal de UEcole Polytechnique, tome XVI).

En supposant a’ >a, on posera a = d'x, et Yon aura

(a* — 2aa’ cos@ + a*)~’ = a'~*(a’ —2acosP+1)"";
et si vous développez cette derniére fonction selon des cosinus, savoir ,
(1—a2acos@ —+o?)™ = 1b9 + b cos @ +. ..+ b cosi®. . .,
vous aurez Al = a-¥.b.

Cette fonction génératrice des coefficients 4", donnera aussi

o = L j )

) 2x Jo (1-—22c08¢ - a?)*
De cette valeur, ou encore de la considération directe de la série
1B 4 b cos @ + etc., provenant de la fonction génératrice
(1 — 2a cos@ + %)%, on déduit entre trois coefficients consécutifs
bt b9 p¢—, P'équation suivante, aux différences finies (Mecanique
céleste, tome [, page 268),

G b LT 4 (kB =0 ()

lLe développement analogue de (1 — 22 cos @ + «)*~*, qui ne differe
de la premiére fonction génératrice qu'en ce que 1 — s y remplace s,
donnera naissance 4 des coefficients 4{) ,, entre lesquels on aura pareil-
lement une équation aux différences; elle se déduit de la précédente en
remplacant s par 1 — s, savoir :

1 4+ a?

(i 4 8) b+ — B, 4+ (i— B =0 (s)

Posons

0y Stl+.f)(2+s)...(i—l+s) -~
B = (‘_3)(2-—-5)(3—5)...(i——s)'C :

£ sera une fonction de ~ et de i, qui satisfera 2 une équation aux diffé-
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rences finies que nous allons former ; ce sera, pour nous, une série dé-
lerminée procédant, comme 5P et b, selon les puissances «‘,
2°*2, etc., et de forme entiérement connue; lorsque i = o0, on devra
avoir simplement 5® = €®, En mettant i 41 et i — 1 dans la valeur
supposée de 5, on aura

[)(\V"""’): Sel + 8§24 So. . f— 1§ i~ s .GH“",

1—s.2—8.3—s. .. i—s'i4+1—35
b(i_"“— S.1+ 8245, 0i—1 45 i— s C(i_“
‘ T ot—s2—s.3—s. .. i—si— 1 ’

ces valeurs de /%9, b, =Y en EU+n L0 gu —1 . substituées dang
I'équation (s) donnent !a suivante , apres avoir écarté le facteur com-
S A4+ s5.2 4§, .0 — 1 + 5.

mun ; :
1—8.2—8§.3—5...i—s
{5 .. e i r 4 «? . i s .
T A r—g U T i.€® Ai—1 Lo —
e U ) p e +5).6 o,
ou bien
T4 =2

({4 s)€u+y —

— 6O (i — ). 60 =,

La forme de cette équation linéaire est identique 4 celle de Péquation (s
en b2 ; d’ailleurs les quantités 5 . et € sont des séries déterminées et
procédant I'nne et 'autre selon les puissances «’, a T alt i etey il
est facile de voir, d’aprés cela, que I'on doit avoir £ — b .S, en
dénotant par S un coefficient indépendantde i, et conséquemment

0 — i_(l—l—s)(z—f—s)...(i—;_;_s) ®
& 0—$@—@@—ﬂ”ﬁ_gb_~3

La valeur de S sera fournie par I'hypothése de i = o; il en résuitera
b\ = b .S; ainsi cette constante S sera le rapport de 5 i 1 .

Pour déterminer ce rapport nous aurons recours i 'expression

poy — L (7 do
T 2w Jo (1—2ac08p + a?)?’
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qui résulte de celle que nous avons donnée ci-dessus 4.; sous le signe [

de P'intégration définie nous changerons la variable ¢ en une autre ¢’ qui
sera liée 4 la premiére par la relation

(1 — 22 cos@ + a?) (1 + 2a cos @’ + a®) = (x— a’)?,

qui résulte d’une propriété de Pellipse; elle montre qu’aux valeurs
® = o, ¢ = 7, répondent® = o0, ¢ = 7.

On en tire
cos ¢ = (1+a*) cos @ —2-:’
I — 24 COS P + &
et par suite
sin @ = (1—«*) sing

1— 22089 + &

Mais en différentiant le logarithme de la relation de cos ¢ et de cos ¢/,
on a
dp sin ¢ _ dy’ .sin ¢’
1—a2xcosp+ a* 1+ 3zcos@ + a*

Cette équation, multipliée par celle qui la précéde, donnera sur-le-
champ

d¢ = (1— o) do’

1 +2ucosp’+a”

on multipliera encore celle-ci par I'équation

(I _¢:)u
(1 —akcosg + «?)°

= (1+2acos¢’' -+ a*)’;

cela donne

P (l —1’)"'d¢

o (1 — 2« cosp —+ a?)

= f' (1 —a*)dg¢ (1 +azcos @ + %) 7"
Puisque

(1— aacos ¢ -+ @*) U= = L B, + b, cos ¢’ + etc.,
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on aura, en remplacant ¢’ par 7 — ¢,
(1+2acos @ + )~ = LD — b cosp’ + etc.,
et en multipliant par d¢’ et intégrant de ¢’ = o, 4 ¢’ =7, on aura

A

fﬂ de’ (1 + 2 cos @’ + a’)y-! = ;-r b ..

L’équation que nous venons de former, et qui renferme les deux inté-
graleg définies, devient donc

i a2\ __ 7 T A X7
2(1 d) bl—z(\l d')b‘—n

et I'on aura
b(")
-~ § =

1

b(o) (I _ aa)u—x'

s

Substituant cette valeur de la constante S dans la relation de &% a b9,
on aura

oo T s(1+s) 2+ 8)(i—1-3) 50
R (el r [ sy e r L

ou on peut remettre 4 la place de &9 et %, leurs formes en intégrales
définies, savoir,

o cos (ig) dp . 1 s(148)..(i—1-+9) cos (ip).dp
,O (—;:za (,OS¢+A’:)‘ - (I—u’)“_’ ([—5)(9—_; (1_5) / (1_:)“ COS¢+¢’)’-5‘

cest le théoréme d’Euler auquel nous avons fait allusion, art. 2, et
dont une démonstration ingénieuse a été donnée par M. Jacobi (Jour-

nal de M. Crelle,'tome XV). On posera dans’équation s = 3, dou

?
2
I— 5= — ;, et a = :—, : en observant qu’alors le facteur
+8) (24 3). (¢ — 14} 3.5.5..(2i—1) (2i+1) _ R .
(r—s) (2—5) (3 &) i—s} T —1.1.3.5...(2i—=3) (2 l)(2l+') ?
on aura
' q‘—~ ““s “w)‘lw n m— (41.2_ l) f: { Ia_ ¢ 2 _;-
o /' | = ey ) cos(ip)dp(a’>-2aa’ cosp—+a*)”.
Jo o (@ —2dacosy | a?)

Pome. ¥V — Ocronse 180, 48
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Mais le premier membre représente le symbole (a, a’);, et I'intégrale
définie du second est aussi le symbole (a, a’); de Varticle 2; on a donc
entre ces quantités I’équation
- LI
(a,a’),. = - (,:“/f:: a;)-z fa, a’ ;.
tn donnant a i les valeurs i = 1, i = 2, on retrouve les rapports que
nous avions remarqués art. 2.

Le développement de (a* — 2aa’ cos @ + a)~*~* selon les cosinus
des multiples de @, aura pour terme général A'), cos(i@). Tl existe des
relations utiles entre les coefficients A et A¥,, que I'on déduit -
médiatement de celles que Laplace a rapportées dans le 1" volume
de sa Mécanique céleste, page 268. Ces formules ont la propriété de
conduire i desrésultats exacts, et que I’on peut former par des élimina-
tions, quand ony écrit —: 4 laplace de i, pourvu que A" soit remplacé
par A Si 'on exécute ce changement dans la premiére formule de la
page 269 de Laplace, on en déduit

(i 49 AY = s(@* + a 1A, — 25.aa’ AL

Eerivons ici —i —1 ala place de ¢, et remplacons tonjoursles A™ par
AY, il vient

(i + 1—8)AY = asaa’Al}, — s(a® 4+ a)All;

ajoutant et soustrayant ces formules, on a
Ut $)AD + (4 1 — ) AV = s(a’ 4+ af [AY, — AYE,
I AV — (41 — A =s(a’ — a)?[AY  + ALY

Nous avons déja rappelé que tous les coefficients A" sont positifs quand
$ >0j; si s est négatif et que 1+ s soit >0, le coefficient A seul est po-
sitif, et les autres A\, A, etc., sont négatifs.

Le terme —sAY+) de la premiere équation précédente, sera donc né-
gauf quand s est > o; mais dés que i~+1—s est positit, le premier
mewmbre de I'équation est nécessairement positif, et la différence
AL, — AYE" Je devient elle-méme. Ainsi, par exemple, si s =1,
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==\ —§ = [+ %, cette quantité étant positive pour toute valeur en-

1

tiere de i, il s’ensuit que les différences AT — AL, A1 — AU . etc..

sont positives. Mais ces coefficients AY ALY, ete., sont ceux du deéve-
2 7

loppement de

a’ —aaa’ cos@ + a”'}—:7 = (d, z{’) -+ (a, a'l, cosq -+ cte.:
on a done (a,—n7) > (&,—fi’)‘ > (;i, a’),, etc.

Nous avons donné ‘art. 2" une expression des symboles [a,a'). |, al.
de laquelle résulte pour leur rapport p

_ lea] _taid)
R N

d’apres U'inégalité ui vient d’étre établie, on voit que p est <1, con-
formément a ce que nous avons supposé art. 3. Par des moyens
analogues appliqués aux autres expressions des deux mémes symboles,
on arriverait au méme résultat.

L.a démonstration sur laquelle Poisson a établi que < 1 exige la trans-
formation des symboles en fonctions elliptiques, et deplus le dévelop-

pement de ces fonctions en séries procédant selou les puissances du rap-
7] A . .

port = elle nous parait moins simple que celle que nous venons dv
a

donner {vovez les Additions a la Connaissance des Temps pour 18340
page j1:.

!’Id .



