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v AAN A

MEMOIRE
SUR LES COORDONNEES CURVILIGNES;

Pir G. LAME.

Dans un travail publié par le Journal de I'Ecole Polytechnique, j ai
présenté les formules générales qui peuvent servir a transformer des
équations aux différences partielles, en coordonnées curvilignes ; mais
comme le but que je me proposais alors était purement analytique,
javais négligé d’interpréter géométriquement ces diverses formules.
Cette interprétation compleéte est le sujet principal de ce nouveau Mé-
moire. Je vais essayer d’en donner ici le résumé succinct.

Une fonction de trois coordonnées linéaires, égalée A une constante,
représente une infinité de surfaces de la méme famille , qui ne différent
les unes des autres que par la valeur numérique de la constante, qu’'on
peut désigner sous le nom de paramétre. Jappelle surfaces conjuguées
orthogonales, trois systemes de surfaces semblables coexistant dans Pes-
pace, et ayant entre eux cette relation de position, qu’une surface d’un
des systémes coupe A angle droit toutes les surfaces appartenant aux
deux autres. L’ensemble de ces surfaces offre un genre particulier de
coordonnées, car un point sera déterminé dans I’espace, si I'on con-
nait les trois surfaces conjuguées qui se coupent en ce point, ou les
valeurs numériques des trois parameétres qui particularisent ces
surfaces. )

Le nombre de ces coordonnées curvilignes est sans doute illimité ;
mais la condition d’étre orthogonales établit des relations constantes
entre les éléments des surfaces conjuguées, dont la connaissance est
nécessaire pour transformer et simplifier les formules analytiques ex-
primées dans chaque genre de coordonnées. Parmi ces relations, il en
est une qui indique que les intersections des surfaces conjuguées ne
sont autres que leurs lignes de courbure. Cette propriété remarquable
a été démontrée pour la premiére fois sur les surfaces orthogonales du
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second degré par M. Binet, et ensuite d'une maniere générale par M. Ch.
Dupin. Quant aux autres relations, les seules qui puissent servir a la
transformation des coordonnées, elles expriment les lois que suivent les
courbures des surfaces conjuguées.

La courbure d’une ligne ou d’une surface en un point et dans un
plan déterminé, étant totalement définie par la fraction dont le numé-
rateur est 'unité et dont le dénominateur est le rayon du cercle oscula-
teur, on peut appe]er cette fraction cogﬁfcient de courbure, ou simple—
ment courbure. D’apres cela, 4 chaque point de I'espace, découpé par
un systeme de surfaces orthogonales, correspondent six courbures, en
général différentes , appartenant deux 4 deux aux trois surfaces conju-
guées qui se coupent en ce point. Les trois lignes d’intersection de ces
surfaces forment en quelque sorte trois axes courbes dont le point con-
sidéré est l'origine.

Chacune des surfaces coordonnées a pour ligne de courbure les deux
axes qu’elle contient, et les centres de ses deux courbures sont situés
sur la tangente au troisiéme axe. D’un autre c6té, chaque axe étant
une ligne de courbure pour chacune des deux surfaces coordonnées
dont il est lintersection, cet axe doit étre considéré comme offrant
deux courbures différentes mesurées dans les plans tangents & ces sur-
faces. Les six courbures réunies des trois axes sont d’ailleurs les mémes
que celles des surfaces coordonnées.

Les variations que les six courbures éprouvent lorsqu’on passe d’un
point & un autre sur les axes courbes, sont soumises 4 des lois tres sim-
ples. Pour les énoncer, quelques définitions sont nécessaires. J'emploie
Pexpression de courbures conjuguées en axe ou en surface, pour dési-
gner les deux courbures d'un méme axe ou d’'une méme surface coor-
donnée. Jappelle plan d’'une courbure, celui de son cercle osculateur.
Enfin je donne simplement le nom de variation d'une quantité, suivant
une certaine ligne, 4 la limite du rapport de I'accroissement de cette
quantité 4 I'arc parcouru sur la ligne.

D’aprés ces conventions, les lois qui régissent les six courbures ex-
priment d’une part que la variation d'une courbure, suivant laxe nor-
mal & son plan, est égal au produit de sa conjuguée en axe, par son
excés sur sa conjuguée en surface, et d’autre part, que le produit des
deux courbures dune méme surface, augmenté de la somme des carrés
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de leurs conjugudes en axe est égale a la somme des variations de ces
deux derniéres courbures, suivant leurs arcs réciproques. Ces lois prin-
cipales conduisent 4 d’autres lois secondaires.

La classe des surfaces isothermes méritait d’étre étudiée particuliere-
ment. Lorsque les trois systémes conjugués appartiennent a cette classe,
les six rayons de courbure, en chaque point de Uespace, ont des gran-
deurs telles, que le produit de trois d’entre eux, pris dans un certain
ordre, est égal au produit des trois autres. Cette loi, que j'avais trouvee
pour les surfaces isothermes du second degré fait donc partie de la défi-
nition géométrique de tous les systémes de surfaces orthogonales iso-
thermes.

Ce Mémoire se compose de quatre parties. La premiére reproduit
toutes les formules de transformation citées dans mon ancien travail , «1
un grand nombre d’autres dont j'ai reconnu Putilité ;- elles sont ici
groupées suivant un ordre méthodique, et de maniere & en faciliter
Iemploi. La seconde partie contient Iinterprétation géométrique de
ces formules, ou la démonstration des théorémes qui viennent d’étre
énoncés. La troisiéme partie considére plusieurs systémes particuliers de
surfaces orthogonales, tant dans le but de vérifier les formules et les
propriétés générales, qu’afin de donner une idée exacte du grand nom-
bre de coordonnées entre lesquelles on peut choisir, pour atteindre un
but spécial. Enfin la quatriéme partie, qui formera un Mémoire sépare
transforme en coordonnées curvilignes les équations de I'équilibre
d’élasticité des corps solides homogenes; cette application était néces-
saire pour indiquer complétement I'usage des formules établies.

PREMIERE PARTIE.

Formules de transformation.

§ I

Lorsqu’un systéme de surfaces est donné par I'équation générale
p=f(x, 7, z), le parametre p a, pour chaque surface individuelle , une
valeur numérique indépendante des axes rectangulaires auxquels la
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surface est rapportée. En outre, les expressions

do \2 do N2 do 3 dyp . dy
VE @)+ @) @5+ 2)
composées des coefficients différentiels du premier et du second ordre
de la fonction p» conservent les mémes valeurs numériques pour cha-
que point d’une des surfaces proposées, quels que soient les axes co-
ordonnés. Jappellerai ces expressions les paramétres différentiels du
premier et du second ordre de la surface ou de la fonction p; je dési-

gnerai le second par le symbole A,p, et le premier, & cause de sa fré-
quence dans les calculs qui vont suivre, par la simple lettre %; ainsi

Yon aura
dp 2
+(%)

469

Par exemple, si les surfaces proposées formaient un systéme de sur-
faces isothermes, la fonction p devrait vérifier une équation de la forme

(5o 2 () + (3 + (2 1=

qui, d’aprés la notation introduite, pourra s’écrire ainsi :

dp\? d»p  d*p —
+(d_z)_k’ =+ 2 +dz’ Bap-

Ap— B .f(p), ou %: f(p)-

Ainsi I'on pourra dire que pour les surfaces isothermes, le rapport du
parametre différentiel du second ordre, au carré du paramétre diffé-
rentiel du premier, est constant sur chacune de ces surfaces.

§ 1I.

Il importe de remarquer qu’'une méme famille de surfaces pourrait
étre représentée par une infinité d’équations différentes, entre les mémes
coordonnées x, y, z. Car si le parametre p est constant sur chaque sur-
face individuelle,, une fonction quelconque de ce paramétre le sera pa-
reillement; et si 'on pose ¢ = F(p) =F[ f(x, 5, z)], cette nouvelle
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équation, au parametre ¢, représente les mémes surfaces, quelle que
soit la forme de la fonction F.

Lorsqu’on change ainsi de parametre intégral pour définir la méme
famille de surfaces, les valeurs numériques des deux parameétres diffé-
rentiels éprouvent aussi pour chaque point des modifications corres-
pondantes. Mais il existe entre leurs rapports et ceux de leurs différen-
tielles, des relations constantes qui, comme le principe de ’homogénéité,
servent de guide dans les calculs.

En effet, si 'on désigne par # et A,¢ les deux nouveaux parametres

. . . dF  d*F
différentiels et les deux fonctions A = par F’ et F/, on aura succes-

sivement
¢e=F, de =F .dp, n="F'.h;

dy

L=F LA FLh, B =Flyp+ PR

d’ou il est aisé de conclure, par I’élimination de F’ et F”,
' P

de _de dy Y dh Aap

y Ok’ de T k-

. . \ d .

D’ailleurs, on verra ci-aprés que le rapport TP est la distance normale de
. . . dh A,
- deux surfaces consécutives, et plus loin, que la différence (:1; - ;;( ) est
égale a la somme des deux courbures de la surface individuelle qui passe
au point que 'on considere; ces deux expressions doivent donc con-
server les mémes formes et les mémes valeurs numériques, en chaque
point de Vespace, dans tous les changements qu’on peut faire subir au
parametre intégral,, pour désigner la méme famille de surfaces; et les
deux relations précédentes ne font qu’exprimer cette constance de forme
et de valeur.

. , . d d . . ,

Il suit de I'équation = = %, que si dans une fonction ¢ de p et d’au-
] k7

. ; \ \ . d. d.
tres variables on passe du paramétre p 4 celui ¢, on aura » ® —r2. 1

ds dp
faut aussi remarquer que dans I’équation n = F’. %, les fonctions » et
peuvent varier d’un point a I'autre sur la méme surface, tandis que F’(p)
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reste constant; ainsi, dans ce genre de variation on aura dn = F'.d k;
&y h
W
A l'aide de ces diverses conséquences, on pourra facilement véritier
’homogénéité de toutes les formules établies dans cette premiere par-
tie, ces formules devant nécessairement conserver les mémes formes .
lorsqu’on change les parametres des surfaces coordonnées.

d’ou I'on conclut, par I'élimination de F’,

§ IIL

Trois systemes de surfaces représentées par les équations

v Sle.y,=r, fi(x,r 2)=p J2 (x5 75 2) = pa,

partagent 'espace en une infinité de parallélépipedes rectangles infini-
ment petits, il s’agit de trouver les relations qui doivent exister entre
leurs parametres.

On a d’abord entre leurs coefficients différentiels du premier ordre les

trois équations suivantes, qui expriment que ces surfaces se coupent
orthogonalement :

‘de dp. | dp ode. | dp dey

Zax Ty T aE %
4o,

l

dp, dp, | decde,
dzdz Ty dy T O
dp, dp | dp, dp | dp, dp

(2)

Zda Ty T A °

D’ou il suit que si 'on représente par £, k,, k,, leurs parametres dif-
férentiels du premier ordre, ou si’on pose

(2 +(5) + () =»
ww ) (] =

(£ o (2 + (%] = 1,

on aura pareillement les six équations transformées :
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et les neuf équations suivantes :

!
i
i

v /de \? 1 [dp,\? 1 (dp\?
F(dx>+/7<dx)+h (m:)*"
1 [do )’ 1 (dp1> 1 dp,)
Sl )+ -+ 5= =1
: (dy kY Ry \dy '
1 /dp\2 1 dp; 1 do,\? _
P+ (@) + 5@ =
1o dp dp ¥ dp dp, 1 de,dp, o
h?* dz dy hfz—@ lTZdz dy = 7'
1 dp dp 1 dp; do, 1 dp,do, o
hdrd: " hidz dz ' hids dz O’
1 dp dp 1 dp, dp, 1 dr, dp,
— T — —_ = 0,
Fhra TR Y e ;
dp h o (dp dp,  dp, dp,>
o TR\ G G @ &)
dF h dsy do, dg, sz \\
re p— s _rrs:
NS T <dx 4z ddz )’
dp _ 3 do, dp, dp, de, )
di T h ok \dydr dzdy )’
dps __ hs (dp, dp dp, dp ™
dz = hkh \ dz dy dy@,}’
2¢ case ﬁ: u _dﬁ‘ﬁ _@d_p
ly kb \dzr dz dz dzr /)’
de. _ h, (sz dp dp, dp
dz ~ hkh \dy dz ~ dr dy )’
sz — hy dp dp, dp d‘ox A
dx ~  hh, ;'—zdy _dyz-)’
dp, ko fdp dp, dp dp,
(3 1 — — LT
3¢ case dy = hh, (dx dz dz dx )’
dp, — hy (dP dp, dP dp,
dz ~ hk, \dy dz dz dy
§ IV.

Si I'on déduisait des équations (1) les valeurs de x, 7,

319

z, en fonction
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dey, py, pa, et qu’on les substituit dans
dpdp dp  dpy  dp, de dp,  dp,  dp,,

k, hnhn; g O & o dy ' @) ) 5, )

on n’aurait plus 4 considérer que des fonctions de p, p,, p,. Si donc on
désigne par ds, ds, , ds,, les premiers éléments des normales aux sur-
faces ¢, p,, ps, sur lesquels un seul des trois parametres varie, on aura
évidemment

dz __14dp .
dp = 7 2%

dx _1dp dr _1dp
—dp—zz;df, a—;dp—zt—i‘;ds, FP

do
d’ou, multipliant respectivement ces équations par dx, dy, dz, les
ajoutant, observant que dx? 4 dy* + dz* = ds*, et que

dp de dp _

dp
k
suite, les équations précédentes se simplifient, et I’on a le groupe sui-
vant :

7 A d I 2
on conclut ds = +-. On démontre de méme que ds, = ZP_’ ds,= il,f—; par

d dr ‘
opE, kol kg

dx - dy do’ dz do?
d dr dp dy 4 dz
5 f‘:'l= 2= 4 = ’l ﬁ— 2 7
(%) dx ki ds,’  dy h‘dP.’ dz =k do,’
By _pads do _pady  de _ g, ds
de = 2dp) dy T 2dp, dz T 2 4
ou celui-ci
dr __1dp dxr _ 1 dp, dz _ 1 dp,
&~ hdzx’ di,” hldz’ dp, hidx’
6) - dr_1d b Ldy dp 1 dpn
dp htdy’ dp, " Rldy’ dy — hldy’
d_td A d d e
dp — hrdi’ dp,” A’ de, ks’
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qui donne, par la différentiation, les formules

i de 1 dp, 1 de 1 dp, 1 dp 1 dp,
i d— 2! i Mditd — X il
hde R} dx dh'dy___dh: dy dh’dz _dbf dz
dp, —  dp doy T dp s, dp
1 dp, 1 dp 1 dp, 1 dp 1 dp, 1 dp
it . B S d-— - — £ — I =
D {"na ‘Bm Rdy  “Fdy Rk ‘hd
do T dp, o~ dp do T dp,
1 dp, 1 dp, v dp, 1 dp, 1 dp, v dp
— — d— d— d— d— =2
hfd.z____ k3 dx k2 dy: k2 dy Rl dz Al d:
dp, do, dp, dp, ’ dpa dp,

Soit F une fonction de x, 7, z, que 'on rapporte ensuite aux nouvelles
coordonnées p, p,, p2, on aura, d’aprés le groupe (5),

dFdy | dFdy | dFdp .
dxdx ° dy dy dz dz — dp ’
(8) dbdp, ( dBdp | dFde _ g 4dF
dr dx dy dyr dz dz dp,
dFdp, | dFdp, | dFdp, _ ., dF
dz dz ' dy dy ds ds ~  2dp,’

§ V.

Si Y'on différentie successivement, par rapport a4 x, ¥, z, les trois
équations (2), il est facile de voir que les résultats de cette opération
pourront, d’aprés les formules ( 8), étre mis sous la forme

a® p a % 2% a% a %
dx dz d d, dz dz
B2 A2 — he Ly 2 Y 2 2
Vg TR =0 RMigm s =0, R+ h p
(9) a4 a® 4% P 2 % 2%
9 52 dz g dx __ 2 dr 7o dy __ 2 ds . dz
& Thg =0 k & T hg, =0 a g
ddp, dﬁ_’ .d_P‘ dd_F’- diﬁ‘ ddp’
dx dx d d dz s
2 2 — 2 2 2 ey 2 _ @2 2  “4z
k3 dp, + R . h de, + A de & de, + A dp,

Si I'on substitue, dans les premieres équations de ces trois lignes,
Tome V. — Sepremese 1840, 41
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dp dp, dp ’ :
les valeurs de o I L données par le groupe (5), et si'on com-

bine la premiére ligne d’équations (6) avec la premiére équation (3), on
obtient le systéme suivant :

w s
2 3 I

i dp, +h & %
dh;d—” aw &

B p %,

(10) dp 2" dp, ’
di - 2 Z""

k; dP:Pl + i dp, b=,

(2] (5T + 0 =

Ces équations différentielles doivent étre satisfaites par la fonction x,
de p, py, ps, ainsi que par les fonctions y et z. Or le systéme des axes
rectilignes peut étre changé, sans que p, p,, pa; %, Ay, h, prennent
d’autres valeurs; la distance variable 2 d’un point de I'espace a un
plan fixe quelconque, exprimée en fonction de p, ¢, , p,, devra donc vé-

rifier les quatre équations (10), ou les suivantes qui ne sont que le déve-
loppement des premiéres :

d3x 1 dk dx 1 dh,ﬁ
dpdp, 'k dpcdp T ho dp dp
d3x 1 dh,dx 1 dh dz

. et TR hdn g
(IObls) dx 1 dh. dx Ldlz,d.r — 0
Tndes U hdp do, T hdp a7

W)+ (G ) uE) =
§ VI

Le développement des équations (7) donne, en ayant égard au
groupe (9), les formules suivantes, qui sont tres utiles dans la trans-
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formation des équations aux différences partielles :

dz 1 dh dp  h* dh, dp, iz 1 dh do k* dh, do,

case.
«,
I

dy 1 dhdo  h* dh, dp, dz;__n dh dp  h* dh, ds,
5 dp, hodo,dy R® dp dy’ dp, ~ hodp,dy R} dp dy’
ddp dp
ds v dhdp  h* dh, dp, dz 1 dhods  h* dh, dp,
dp, T h dp, dz kP dp dz ’ dp, h dp, dz k¥ do dz
a % ap
dz 1 dh,dp, k1 dh, dp, do _ 1 dhody,  hYdh do
dp, EZEE_IHZIE’ d ~ h, dpdr R dp, dx’
% ddP( df'!
(ro) 7, dy _ 1 dh,dp, k' dh, dp, dr __ vdhdp kY, dh dy
5 ) % T hdndy Ridd & hddr B o dy
ddp, ddp,
dz v dh,dp, R dh, dp, dz __ v dhydp, R dh o
do, ~ hodp, ds hidp, dz’ de  h, do ds K i, dz’
/ ddpz ddpz
dz 1 gﬁ,dp, /l_§ dh dp de v dh,dp.  h; dh, dp,
dpg ~ h, dp dx B do, de’ dp, %, [EF.T “ﬁ ., dr’
2 dpi ddnl'?
; __7'}: -t d_h’@ h_i dh dp Z 1 h, dp, kY odk, dp,
L) & T hdd  Bddy’ &, T hodedy  kids, dy’
a % a %
dz 1 dh,dp, hi dh dp dz v dh,dp, ki dhy de,

dp h, do dz~ B de,ds’ do, hyde, dz~ kPde, dz

On déduit immédiatement de ces formules et des équations (2, le
groupe suivant :

Hr..
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de, dp, dp,
dp 1z dp d?f dpd'd7

dr dp, dy db, dz dp, =9
o, dp, dpa
dp dr dp 1 dj + d dz —o:
i d T a &, = & = 93
dp, dp, dp,
dp,dd.z' dp,dgf dp,dz__
iz 4 T 4 T e %
(r2) d do d
a2 a2 a2

ﬂ dx dp, dy

& T A, T @ )

% % &
_a_i& dx d_p,_ dy d_Pi dz =0
dz dp, dy dp, dz  dp,; ’
g% dpr ps i
_d_P’_ ___. + d]’ + d_P"'. __iz_ P 0;

lequel ne comprend , & proprement parler, qu'une seule équation dis-
tincte et nouvelle; car les cinq autres se déduiraient de la premiere, en
différentiant par rapport & p, 7, ou p,, les équations (2), eten ayant égard
aux formules (g). Ce groupe est fort important par la conséquence
géométrique qui en sera déduite (deuxiéme partie), sur la nature des
courbes d’intersection des surfaces orthogonales.

§ VIL

On déduit encore des formules (11) des équations de la forme

I Y SR
dp da:+ dy  dp dz _ 4 dh
dx dp, dy dp. dz dp, — dp,’

qui ne sont que des conséquences des équations (2 bis); et d’autres
telles que celles-ci

e dp ap

L — d —

dp, 4 dx dp, 4 dz dp. dy ke dh,

(13) E_E A B E T T
dx do, dy dp, dz  dp, h, dp?
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qui se déduiraient aussi fort simplement des formules (g). A cette équa-
tion (13 ) correspond donc un nouveau groupe de six formules, qu’il
serait facile de composer.

Enfin le groupe (13), en vertu des équations (2), en donne un autre
comprenant six équations de la forme

I
(14) dp  dx dp  dy dp  dz __ k*dh,
! dz dp, dy dp, ds do, ~ h, dp’

qu'on peut établir directement d’une autre maniére. On a, en effet,
d’apres les formules générales (8),

dPx / dPl df’x dPx

{ — d 2= d —
d dx 1 dpy d dz dp, dx + dp, dx\;
do,  h? \dz dz- dy “dy & ds

R \dz dz dr dr a5 dr s

ddp, dp, dp,
1 dp;  dz @ dy do,  dz 1 d/a,.

d’ou il est facile d’établir les équations suivantes

dp,

dz 1 (dh.dp | dh.dp, | dh, ds,

do, dp dz ' dp, dz ' dp, dz )’
a %

(14 bis) dy _ 1 (dh, dp . dhy dp, . dhy dp,)
. o I L]

dp, ~ h\dp dy " dp; dy ' dp, dy

&1

dp,
1% 1 (dhodp | dh,dp, | dhy dp,\
\odp, _’Tr(d_PZ" Ef;,_?z'-z— dp, dz)’

et d’autres analogues, qui conduisent facilement au groupe (14).
§ VIIL.

Si 'on rapproche, dans les groupes (11) et (14 dis), les équations qui

donnent les valeurs des trois coefficients de la fonction (%) enp,c,, f1,
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ces trois équations pourront s’écrire ainsi :

v dp 1

TRz _ a0

dp,  ~ hydz " dp

v 22

hde _ 1 dpy o Ky

do. "~ hydz’ dp’

b ‘ '

h dx ldp,h % ldp,h %

d T hdz"'dp, ~ hydz ' dp,

Soit maintenant posé, pour simplifier,

T dp d dp .
i=H, B =X, BZ =Y, u¥% =z,
1 do, dp, dp,
h“=Hn qu—;=X47 H4£=Y|1 lﬁ'zzc;
1 d, d; dz
= Ha H, 3 = X,, H,é:Y,, H, % = Z,;

il sera aisé de conclure des équations précédentes, et d’autres sembla-
blesque 'on obtiendrait d’une maniére analogue, le systéme d’équations

_d_X_ 1 dH, dX_ 1 dH, dx_ X 1 dH X—I—ﬂ'
de. — "CH dp’ dp, T T'H dp’ dp - T M'HE.dp, H, Ao
(-15} aX, 1 dH, dX, 1 dH dX, 1 dH, X 1 dH,
: dp, — "*H,dp,’ dp ~ T H, dp,’ dp *H,dp, " H do’
d%, yx 148 dX, g 1 dB, dX, 4 1dH,_ o 1 dH,
dp 7 H.dp,’ dp, ‘B, dp,’ &, H dp 'H, s

lequel aurait encore lieu en y substituant Y, Y,, Y,,0u 2, Z,, Z,, 2
X, Xy, X,.
Or, pour que la fonction X de ¢, p,, £,, existe, il faut que ses coef-
d*X d*X d*X
doidp,’ dpnde’ dpde,
quelque maniére qu’on les obtienne par la différentiation des équations
(15). Ces conditions d’intégrabilité conduisent 2 des équations différen-

ficients différentiels aient les mémes valeurs, de
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tielles, que doivent vérifier les fonctions H, H,, H,, (ou +, —, —
AN R Y N

qu’il importe d’établir.
§ IX.

. . T d>*X (3.
Si Pon égale I'une a 'autre, les deux valeurs de T déduites par

la différentiation des deux premiéres équations (15 ), et qu’on substitue
ax,

. dX, ., .
dans le résultat les valeurs (15) de FAR il vient

1 dH, ‘ dldH,
1 dH, 1 dH, H d __ 1 dH, 1 dH, H d |
MR B G TN g SN g g T X g

or cette équation doit avoir lieu quelle que soit la position de I'axe aux
cosinus X, X,, X,, sans que les fonctions H, H,, H,, participent de
cette indétermination; il faut donc que les coefficients de X, et de X,
dans les deux membres de I'équation précédente, soient égaux; ce qui
conduit au groupe suivant, facile & compléter :

1 dH 4 L 4H
H, dp, _ + dH 1 dH, H, dp, _____ld_ ki d}i,
 dp, WM, dp, "H, dp,’ ds,  H, dp, M, ds,’
1 dH, 1 dH,
d — —_

(16) W & _ 1 dH, 1 dH H dp _ 1 dH, 1 dH,
& T & Wdn' i Edp B @
d_l_dH, deH,

dg _ 1 dH, 1 dH, H, dp, __ 1 dH, 1 dR
& W& B G 4 T H 4 W&

Ces six équations n’en comportent que trois distinctes, car les deux
situées sur une méme ligne horizontale sont respectivement identiques
a Pune des suivantes : .
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dH _ 1 dH dH, 1 4H dH,
dodo, — H; dp, dp, M, dp, dp.’
(16 bis) d*B, __ 1 dH, dH, + 1 dH, dH
dp,dp ~ H,dp, dp ' H dp dp,’
dH, _ 1 dH,dH 1 dH, dH,

dvdey, — H dp dp. H, dp, dp ~

Il est & remarquer que ces équations peuvent se mettre sous une

I 1 1
autre forme, car en y remplagant H, H,, H,, par 3, R elles de-
viennent

1 I

3 7%

dh; —— dh} -
J h? dP’P‘ + h? dp,P, = o,

1 1

d — d -~

(16 ter) < dh? d:, > o
A3 Z R ,23 p £ = o,

1 I

’h ‘%

aw — dh} =
bf'—dpl—'*‘h’ dPP' = 03

d’on il suit que les fonctions %, 7:—, I—:— , vérifient respectivement 'une
T 2

des trois équations différentielles du second ordre (10), auxquelles
satisfont toutes les fonctions du premier degré en x, v, z.

§ X.

a*X ,
Si on égale Y'une 4 Pautre les deux valeurs de T données par les
. . dX,
équations (15), et qu'on substitue dans le résultat les valeurs de -—-,
1 dH )
dX, dX, H, dPa - 1
o o, (15), % (16), on obtient une npuvelle relation en H,




PURES ET APPLIQUEES, 329

H,, H,, et des calculs semblables forment le nouveau groupe

dldH dldH,

ﬁ}dp,+ H do 1 dH 1 dH,
d, dp W dp, W d 07
1 dH 1 dH
- dal% 4L
(17) % ,"Hd 148 4B _
dp o, H, dp, H, dp, ~— '
.1 dH, 1 dH,
& — —— d———
H, dp, _ H, dp, 1 dH, 1 dH,
dp, ~ dp, H d "H &

Les équations (16) combinées deux & deux conduisent au résultat
suivant :

d(LE’E L".‘E) d(iti_ﬂ_z L d(Ldﬂx_;dm)

H & H &) °“\H & Hdn) " \B & H d.

(18) dp, - dp, o dp
\ (dHdH,dH, , dHdH, dH,

T HHH, (?1?1 “dp dp, T dp, dp, d—9>

1

d’ou il suit que, R désignant une certaine fonction de p, p,, p2, On 2

1dB 1 dB, __dR 1dH, 1 dH__ 4R 1 dH, *lit_{_ﬁ_z __ d°R
) H.dp,"H dp  dedp,” H dp “H,de,  dp,de’ B, dp, TH, dp, T dpod,
1
\ 9) i <dH dH, 44, dH dH, a’H,‘) __dR
HH,H, \dp, dp dp, dp, do, dp ) - ¢adp,dp,’

Les équations (17) ajoutées, apres avoir été multipliées respectivement
par H,, H,, H, donnent :

1 dHE, L dBH 1 dHE,
H 4 + H, dp, H, dg,
(20) ds dp, dp,
1 dH,; dH, 1 dH, dB 1 dH dH,

T Hdy dp T Bidp dp T Hode dp

Tome V. — SepreMeer 1840. 42
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§ XI.

Les équations (15) donnent, en prenant celles qui ne contiennent
que deux termes,

1 dH, 1 dX 1 dH, 1 dX, 1 dH 1 dX,
H dp .dp,’ H.odp, ~ X,dp,’ H,dp, X dp’
(21) 1dH, _ 1dX 1 dH _ 1dX, 1dH,_ 1 dX,
g ~Xd Edn—X & W =Xdpn

Ces valeurs substituées dans les trois équations (15) expriment que la
somme (X* 4 X? +4-X 1) est indépendante de p, p,, p,, ce que 1’on savait
déja, car cette somme est Punité, d’apreés les formules (3).

Si I'on substitue les valeurs (21) dans les équations(16), elles ne con-
tiendront plus que les fonctions X, X,, X,, qui penvent représenter
les cosinus des angles qu’une droite quelconque fixe fait avec les nor-
males aux surfaces p, £,, p,; et 'on aura

dld_xl deXz
X d _ 1 dX, 1 dX, X d _ 1dX, 1 dX,
T, T X A X, d. T X d X, &’
~ 4% PR
{22) X, &, _ 1 dX 1dX, X, do, _ 1 dX, 1 dX
dp T X, de, X dp’ dp, T X, dp, X, dp,’
o 9x LIS
X,dp, _ 1dX, 14X X,dp, _ 1 dX 1 dX,
T X KA & XKdn X &

ou bien les trois suivantes, seules distinctes les unes des autres,

d*X 1 dX dX, , 1 dX dX,

T =X O K dp @

. d*X, 1 dX, dX, 1 dX,dX

(22 bis) Tl K & X T a
d*X, _ 1 dX,dX 1 dX, dX,

Tk =X & & TXE &

Les mémes substitutions faites dans les équations (17) conduisent 2

RN TR S T T R RN I
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des équations que I’on retrouverait en combinant entre elles les rela-
tions (22 bis) et celle-ci :

{22 ter) X? 4+ X7+ X2 =1.

Ainsi les quatre équations précédentes sont les seules auxquelles doivent
satisfaire les cosinus des angles que les normales aux surfaces orthogo-
nales font avec un axe fixe , pris arbitrairement.

11 est 4 remarquer que ces équations peuvent se mettre sous la forme

1 dX aL X
1 X? dp, 1 X} dp,
—-— + —_— = 0,
X dp X1 dp
1 dX, a ! dxX,
e
(23) X: dp +X; &,
1 dX, d 1 dX,
i Y
P p =0,

X & X 4
X? 4+ X2+ X2 = 1.

§ XII.

Le groupe d’équations (4) conduit a des formules qui donnent les
paramétres différentiels du second ordre des surfaces orthogonales , en
fonction de ceux du premier ordre et de leurs variations. Si I'on égale
g
dz
données par les équations (4) (1™ case), on aura

. d, . . . ,
le coefficient de ;P— en x a celui de - en y, ces deux fonctions étani
y

/]

d
h (dlf’l doy,  d.do,  dp, d*, dp, dzP2> /R <f’ﬁ @ dp, d‘c?\\.

dy \dady Ay dz;
h

d —
: (d’e, dp _dpydp, | dpy dPpn dp dp —h‘h’("‘-”x de, oo

dr dz dz dx

dr* di  dedrdz ' dr dedx  dz dr ) dx

ou bien
ba..
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h_ (de, dp, .
ko ki <-d? Bypy — = 6:91) —+
a dex o, 2% dp, dps
A de _dz  dpy " dz  dp, " d do, dz dp, dz dp, " dz
bk, | \dz dz " dy dy ~ dz ds dz dz ' dy dy @ di dz
A h h A k h
d - _ . - A A -
ﬁ dpy Ay b, dpa d hoh, dp, db, h, dp, | dp. d hih, dp, dk, hy  dp, dlt. h,
dz \dz dz dy dy dz  dz dz \dz dz dy dy Az dz
D’apres les formules (5), cette derniére équation donne la premiére du
groupe suivant, qui se compléte en égalant successivement les deux va-
d* dp . X
leurs de—- et de Ay fournies par les formules (4).
o dp, A h
po | s, % w ) | w,, EE . CEE
——8a3p; ’_A:Pl_f‘h; — e -_ :"—‘—— P —5— J=0,
hoh, \ d dz dp, dp, dz dp, dz dp
sz dp; h h
d=2 i { — 2
h| & Brn by = Y B (__h'/’l dps s ‘Eh —
ok, \dy 77 dy * do, * dp, + dy "' do,  dy ' do, = o
ddp, dp, h h
h | dp, dp, , dz  “dr do, , hihy oy, hihy
p s =2 — —_ —_——h = o.
B \dz 0 T gt e — = g A T, ©
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Si Pon ajoute les trois équations précédentes, apres les avoir respec-
tivement multipliées par
p par o>

4,2
M

dp,
» E)‘,"

d.log

-+

dp,

dp,
E’ on aura,

bk
Ry

=07

toute réduction faite, et
en ayant égard aux formules (2) et au groupe (13),

Il
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Si, au contraire, on ajoute les mémes équations, respectivement multi-

liées par 2, &2 on trouver
P paros dr? dz’ ouvera
g
A, p, by
+a = 0.

- . . . R dp dp ds |
Enfin si on les ajoute, respectivement multipli¢es par -, Bz leur

somme donnera, d’apres les équations (2),

dp, dp. dpx dp, dp, dp,’
d— —_ d— d— - —_
(22 @ty afm) (s o'y ol
2 \dr dp, dy dp, dz dp, T " \dx dp, dy dp, dz dp, |’

équation qui est identique d’aprés le groupe (11).
§ XIII.

11 suit de la que les équations (4 ) ne donneront, en agissant sur la
deuxiéme et la troisieme case, comme il vient d’étre fait sur la premiere,

que les trois formules nouvelles

A h, h,

Ay d.log i Mpe log ik Ao d.log W,
8 F=Tg o T a0 T T d

lesquelles peuvent se mettre sous la forme

dh Ap _ hodh, k dh,
do kT hodp | ki dp’
dh, A0, h.dh, hy dh
P ¥ Al ¥
dh,  Maps ki dh | hy dh,
A, kR, hdp | hedp,

(24 bis)

Les formules (24) sont utiles, en ce qu’elles permettent de simplifier
'expression transformée du paramétre différentiel du second ordre
d’une fonction quelconque; car si @ représente une fonction de x, 7, z,
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que I’on rapporte ensuite aux nouvelles coordonnées p, p,, py, ON aura
successivement ’

dp _dpdp o dp | dp I
dx — dpde T dpdz T dp, dz’
o _ dle (dor\* | do (do,\}
= = )"':i,—( + ) T
g _db, dp, dp do,dp dp dp dp, | dpdp _dp d, _ dpd,
> Zdndrdz V2 ddpds dz T 2 Zdp, dr dz e T g A

et il est facile de voir que si 'on calcule de la méme maniere les deux

d?
autres coefficients différentiels —— e 2’ la somme des trois donnera

J,.g’ dz ?
ae d>p | dp dp de
A2¢ h2 1 d’ +h§ dP: +BFA’P+J?A’P‘+;1EA’P2’

en ayant égard aux formules (2) et (2 bis). Or les équations (24) trans-
forment cette expression comme il suit :

d 3 d hy 4 h,

d  hh, kA, d ki hh d* Rk, hh

A, — h2 — —— e h? —_— —_——— 1 — .t
) =)\ e\ 7/

ou plus simplement,

e hde ke
hik, dp + kb dp, + hh, dp,
dp dp, do,

(25) Ayp=hhh,

On observera aussi que le carré du premier parametre différentiel de
la fonction @, d’apres les valears de :’;, :;, Z: , calculées ci-dessus, et
par les formules (2) et (2 bis), a pour expression

06) (2 + () + (2) =1 (2 4 m () + ha(%).
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DEUXIEME PARTIE.

Courbure des surfaces orthogonales.

La plupart des formules établies dans la premiére partie de ce Mé-
moire signalent des propriétés géométriques qui appartiennent & tous
les systemes de surfaces orthogonales. Cette seconde partie a pour objet
de déméler ces propriétés. (Pour éviter toute confusion, et pour faciliter
les renvois, les chiffres entre parenthéses continueront 4 désigner exclu-
sivement les équations de la premiere partie; celles de la seconde seront
marquées par des letires. )

.

§ I

Le groupe des équations (12) indique que chacune des trois surfaces
P» Pis P2y st coupée suivant ses lignes de courbure par toutes les sur-
faces des deux autres systemes.

En effet, considérons une des surfaces ¢; sa normale, rapportée aux
coordonnées courantes x’, y’, z’, aura pour équations

g d d, , d
FE =)= =25, ZU' -y =E-95;

six’, ', 2’ représentent les coordonnées d’un des centres de courbure,
et d', I'indice de la variation des coordonnées du point (x, y, z) de la sur-
face, lorsqu’on le quitte pour marcher sur la ligne de courbure corres-
pondante A ce centre, on aura

) d i d d
(x’——x)J‘,d—Z— ié.x:(z’—z)a“,d—i —-a%.;l‘.z,

; d d , d d
(r —J')Jagz — d—ZJ‘.)’=(z —Z)J.é — {;J‘,z;

et I'élimination de (x’' —x), (7' —), (2 —2), entre les quatre équa-
tions précédentes, conduit a la suivante, en observant que, par hypo-

dp

these, -

dp dp |,
J‘,x+@é,dr+£4,z=0:
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/ip dP

dp dp dp d (% g ) dp _
@) dza,y—a;;,zy.z;q-(d—z&,z_Zza,x>a*,dy+ 2 ha—a.y)s E=o

Si 'on pose

dp

dp d? . dP df’ dP
—_ —_——— —_ — £ . —— G — =0y = ‘Jz ,
zJ‘,)’ ; 3‘,2 kJ‘,x, J‘,z ; dx = £J Y 7 &z 7 ') Y 2

on en déduira
d d d
Z’;—:J‘,x + % dasy + ZI_Z 42z =o,
&x &y x +d, ydey +d2dyz2= o;

ce qui indique que le point de la surface, aux coordonnées x + J'y x ,
¥ =+ day, 2+ 4,2, se trouve sur la surface p et sur la seconde ligne
de courbure.

L’équation de condition (a) se réduira alors a

4 d ' d
d, d—’;.J\,x + %.J‘,y +d, ‘TZ.J‘,z =o,
ou, en supposant que p, et g, soient les parametres de deux surfaces

coupant la proposée p rectangulairement, et suivant les deux lignes de
courbure

dp dp dp
il aZ d
dp, d dzx dp, dy dp, dz
dx A, T dy o, *dz dp !

équation qui reproduirait toutes les équations (13).

Ainsi, trois systémes conjugués de surfaces orthogonales sont toujours
tels, que deux quelconques d'entre eux tracent sur une surface du troi-
siéme toutes ses lignes de courbure.

§ 11

La courbure d'une ligne ou d’une surface, en un point et dans un
plan déterminé, étant totalement définie par la fraction dont le numéra-
teur est Vunité, et le dénominateur le rayon du cercle osculateur, on
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peut appeler cette fraction coefficient de courbure, ou simplement cour-
bure. D'aprés cela, & chaque point de I'espace , découpé par un systéme
de surfaces orthogonales, correspondent six courbures, en général dif-
férentes, appartenant deux 4 deux aux trois surfaces conjuguées qui se
coupent en ce point.

Les trois lignes d’intersection de ces surfaces forment en quelque sorte
trois axes coordonnés courbes, dont le point considéré est Porigine.
Pour fixer les idées, je désigne ces axes courbes par les noms d’axes
des s, des s,, des s,, et par surfaces des s,s,, des s, s, des ss, , les sur-
faces conjuguées P» Pi» F23 J€ suppose en outre que la premiére tangente
a 'axe courbe des s soit verticale, et que 'observateur, placé sur le plan
horizontal tangent 4 la surface s,s,, et regardant I’axe des s, ait I'axe
des s, 4 sa gauche, celui des s, 4 sa droite.

Dans cette représentation géométrique, chacune des surfaces coor-
données a pour lignes de courbure les deux axes qu’elle contient, et
les centres de ses deux courbures sont situés sur la tangente au troi-
sieme axe. D’un autre coté, chaque axe étant une ligne de courbure,
pour chacune des deux surfaces coordonnées dont il est I'intersection ,
cet axe doit étre considéré comme offrant deux courbures différentes,
mesurées dans les plans tangents & ces surfaces. Les six courbures
réunies des trois axes sont d’ailleurs les mémes que celles des surfaces
coordonnées.

Le paramétre de chaque surface coordonnée ne varie que sur I’axe
qui lui est normal; il reste constant sur les deux autres. Quant aux pa-
rameétres différentiels d’'une méme surface, ils varient en général sur
les trois axes, et ce sont les grandeurs de ces variations elles-mémes qui
déterminent celles des six courbures (§ III). Lorsqu’on marche infini-
ment peu sur 'axe des s, par exemple, le paramétre intégral p de Ia
surface des s, s, change, etle rapport de sa variation & I'arc parcouru
donne précisément son parametre différentiel du premier ordre (§1v,
premiére partie). Il suit de 12 que dans tous les changements d’équa-
tions, pour représenter une méme famille de surfaces, le rapport de Ia
différentielle du paramétre intégral au parametre différentiel du pre-
mier ordre conserve la méme valeur en chaque point (§ II, premiére
partie ).

Tome V. — SeptEMBRE 1840. 43
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§ TIL.

Soient ds, ds, , ds,, les arcs & parcourir sur les normales aux sur-
faces p, p,, pa, pour passer aux surfaces de méme espece infiniment
voisines; da et dz les angles de contingence de I'arc ds dans deux
plans tangents aux surfaces p, et p,; da, et da, ceux de ds, dans les
plans tangents aux surfaces p et p,; da, et da,, ceux de ds, dans les

plans tangents aux surfaces pietp;et soit posé

ds = c.da = y.da,
ds, = c¢,.da, = v,.da,,
ds, = c¢;.day, = y,.das;

(%15 €2)s (32 €)5 (¥, €1), seront les rayons de plus grande et de plus

petite courbure des surfaces p, p, pa-

Les équations du § I donnent, en désignant par x’, y’, 2, les coor-
données du centre de courbure au rayon 3 ,, de la ligne s, prise sur la

surface p, .,
;: ¥ = h(z'— 2),

b (Rl _Bop RN _ (e ®
(z z)<d.rJ\‘¢Tz—FzJ\‘Ir =zlzdx—zdz)

4, indiquant la variation par rapport 4 p, seul. On déduit de la

[dp tdhdp  k* dhodpl dp (! dh dp h dh, dp, h {dpdp,
Y dz\hdp, ds h:dpdz) ]

ou enfin, en réduisant,
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Des calculs analogues au précédent conduiraient aux six équations :

h,dh_l h,db,_l khadh, 1
) hdp, " o' hdp, o' R
\ ﬁzd/l_l hd/z,_ { h,rllz,_ !
h(E—;, k_x‘EP—_'Y_z, h:dpl—'yz
. P d d| dp, .
Si 'on a égard aux formules ds = —}f , ds, = %, ds; = i— , les six
équations précédentes pourront s’écrire ainsi :
dk _ b dh __h,  dh, _ b,
B ds, — ¢’ ds,_c—,’ ds ~ ¢’
) dh _h  dhe ko dh, _ B,
ds, v’ ds 4.’ ds, T v,

Elles indiquent que les six rayons de courbure sont liés, par de sim-
ples proportions, aux premiers paramétres différentiels des surfaces
conjuguées et ¥ leurs variations. 11 faut remarquer que les rayons de
courbure déduits des équations () seront tantét positifs, tantdt né-
gatifs, suivant les signes des variations dont ils dépendent.

Les formules (24 bis) peuvent, d’apres les équations {b), se mettre
sous la forme

dh A.p 1 X
& T h T to
dh A,p ] 1
ic . o SR -
) do, oy Vs + o
dh,  Ap, 1 1
& Ry T
Ces équations expriment gue la différence di B ui conserve fa
q priment q a 7 /)’ q

meéme valeur pour tous les paramétres de la méme famille de surfaces
{§ II, premiere partie ), est égale 4 la somme des deux courbures de la
surface individuelle passant au point que I’on considere.

§ IV.

Toutes les équations (16), (17), .. enH, H,, H,, peuvent étre ex-

43..
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primées an moyen des six courbures et des arcs ds, ds, , ds,; elles sont
alors complétement dégagées des parametres différentiels, et énoncent
autant de propriétés géométriques, communes 4 tous les systémes con-
jugués de surfaces orthogonales. Pour démontrer ces propriétés, il faut
transformer les équations (8) en H, H,, H, , ce qui donne

24 _ _H 148, _H o o1aB, __H
(5) Hodp.~ ¢’ H,dp, &’ Hdp ~ o’
248 _ H 148 _ B 14 _ &
H, dPa - k4 ’ H dF - ”: ? H, dPl )’:'

La premiére des équations (16) [ premiére ligne] devient alors sue-
cessivement

E dl dl

c HH, ¢ 14dH HH I e 1 1

—_ —_—— =0 H_—- —— — = ——— o —— —_— =

dp, +77: ’ dP:+0sz+W: s 2 Gps 7"+Wa ©
dp,

ou, en observant que H,dp,:%:df,,

c_l(l L)
d“!—‘fc 7:.

En répétant les mémes calculs sur les autres équations (16), elles

prennent une forme analogue, et ’'on a pour les remplacer le groupe
suivant :

d- dl
e _I(r_ ¢t _ rr__r
ds, ~ o <¢ ‘Y:)’ ds, ¢ ('y cz)’
1 t )
d— —
(d) __‘_x_.i('__l) Yy _ a1
ds —71 (21 k4 ? d": - Cy -7_; - cx>’

c,_l(l 1 oy—',_x(l l)
ds, 72 \Ca Y: ? ds —ca v £ ¢/’

De ces formules on déduit plusieurs autres qui méritent d’étre citées,
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telles sont les suivantes :

4y a0
k4 T
vy ds; e ds =0,
ld—l_ ldcl
— X T,
( V:d\"a Cy dsl
© 1
= al
Y3 c __
y & ' ad %
I 1 1 t '
d~ a1l al gL gt 4%
L A £ L 3

§ V.
11 faut remarquer que les six courbures semblent se partagei en deux -

s v’ %
porte de définir ces groupes pour bien concevoir les propriétés expri-
mées par les formules (d) et (e), et par celles qui vont suivre. Si on se
reporte a la représentation géométrique adoptée au § II, on voit que
chaque groupe comprend 'une des deux courbures de chaque axe, et
aussi I'une des deux courbures de chaque surface coordonnée. Les
plans des cercles osculateurs de chaque groupe se coupent tous les trois
a angle droit, et il est facile de voir qu’en séparant d’une autre ma-
niere les six courbures, on formerait des groupes qui ne jouiraient pas
de cette propriété; car deux des cercles osculateurs de chacun d’eux
auraient le méme plan.

Ainsi il 0’y a qu’une seule maniére de séparer les six courbures en
deux groupes, de telle maniére que les plans des cercles osculateurs de

groupes distincts, le premier G’ %, }) , le second G, -, -'—>. 1l im-

. - 1 1 ]
chacun d’eux soient orthogonaux. Dans le groupe (; » = c—) , la cour-
I 2

bure de I'axe des s est mesurée tangentiellement A la surface des s, s, et
son centre est sur la tangente 4 'axe s,, placé par hypothése  la droite
de Pobservateur; par cette raison , on peut donrer A ce groupe la qua-
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lification de groupe de droite. Dans le groupe (5, yi ) VL\) , la courbure

de I'axe des s est mesurée tangentiellement a la surface des ss, , et son
centre est sur la tangente 4 I'axe s, , placé 4 gauche de l'observateur; ce
groupe sera désigné sous le nom de groupe de gauche.

§ VI

Y'emploierai Pexpression de courbures conjuguces en axe ou en sur-
Jace, pour désigner les deux courbures d’un méme axe, ou celles d’une

. , 1 . ,
méme surface coordonnée. Par exemple, — est la courbure conjuguée
y

3 ? - ¢
en axe de —, et estsa courbure conjuguée en surface. Il est en outre
2

permis d’appeler plan d’'une courbure, celui de son cercle osculateur.
Enfin je donnerai simplement le nom de variation d'une quantité sui-
vant une certaine ligne, i la limite du rapport de Paccroissement de
cette quantité a Parc parcouru sur la ligne. Ces conventions établies :

Tes six relations (d) sont toutes comprises dans cette loi : la varia-
tion d’une courbure, suivant I’azxe normal a son plan, est égale au pro-
duit de sa conjuguée en axe, par son excés sur sa conjuguce en surface.

Les trois premiéres relations {¢) sont réunies dans cette loi : la somme
algébrique des variations, des deux courbures dune méme surface
coordonnée, prises normalement & leurs plans, et respectivement di-
visées par leurs conjuguces en axe, est toujours nulle.

Enfin la derniére des relations (¢) démontre que si Pon prend sépare-
ment les variations, normales & leurs plans, des carrés des courbures
Jformant le groupe de droite, et de celles composant le groupe de gauche,
le produit des trois premiéres variations sera égal au produit des trois
autres.

§ VIL

Les equations {17} conduisent a d’autres propriétés géométriques.
Les formules ( #”) transforment ainsi la premiére :

3] H 1 1
‘e d;-_HH' Hf_‘?_‘_ﬂf.i_"—_' 1dH 1 4dH, _ HH,
o, d oy e’ W ‘e T cdp, "y de  yoc’
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et si 'on observe que H, dp, = dfs, , Hdp = ds, on a simplement :

al gl
¢ i __ ' -+ a -+ X
ds, ds ~ ¢ v} we,

Ainsi les équations (17) peuvent étre remplacées par le groupe suivant :

al 4L
7 N S
vt Tt o+
1 1
(f) WLy + L
ds ds, el 92 e’
d a— 1 1
Cy Y I_ x —
ds, d—'fx - cf + ‘yi + ’Yxcz’

compris dans une méme loi qu’on peut énoncer ainsi :

Le produit des deuax courbures dune méme surface, augmenté de la
somme des carrés de leurs conjugudes en axe, est égal a la somme des
variations de ces deux derniéres courbures, suivant leurs arcs récipro-
ques.

§ VIIL.

Si Pon multiplie la premiére des relations (b), premiére ligne, par —,

1

Y . I . .
la seconde de la deuxiéme ligne par ~, qu'on les ajoute ensuite, et

qu’on opére d’une maniére analogue sur les autres équations du méme
groupe, on obtient les nouvelles formules

1 ) I

d
I ] I CY: i l __L _ c,'_y
) (7 + cl) Y d32 - (V: + 6) Cay dx'

(8

d-1

_<1 l)l T + I
T \w | 4 ew, ds T ceen | vy

lesquelles remplacent celles (18).
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D’apres ces formules, si lon multiplie la somme des courbures de
chaque surface coordonnée par le produit de leurs conjuguées en axe, et
qu'on retranche ensuite la variation de ce dernier produit suivant Laxe
normal ¢ la surface, on aura trois différences, lesquelles seront égales
entre elles. De plus, si Lon _forme le produit des trois courbures de cha-
que groupe de droite et de gauche, la somme des deux produits obtenus
sera la valeur commune de ces différences.

§ IX.

Lorsque les surfaces conjuguées orthogonales sont toutes dans la
classe des surfaces isothermes, les lois exprimées par les formules (g)
sont remplacées par d’autres plus simples. Pour faire voir en quoi con-
siste cette simplification, il faut revenir d’abord aux formules de la
premiére partie.

Une famille de surfaces, an paramétre g, est dite isotherme, lorsque
le rapport <%’) du second paramétre différentiel au carré du premier

est une fonction du paramétre intégral p (§ I, premiére partie). Or il
est facile de voir, d’aprés les considérations du § II(premiére partie),
d>.F(p) , 4.F(p)

dap dp
prenne pour nouveau parametre de la méme famille ¢ = F(p), le se-
cond paramétre différentiel A,¢ sera nul. .

On peut donc dire qu'une famille de surfaces isothermes est telle,
qu’en choisissant convenablement son parametre intégral , son second
parametre différentiel est nul. D’apreés cela, si les trois systémes con-
jugués sont isothermes, on pourra supposer que leurs parametres ¢,
Pis Ps s oDt été choisis de telle maniere que

que si 'on met cette fonction sous la forme , et qu'on

A, =0, B,6, = 0, A,py = 05

les équations (24) donneront alors

k h
— — d
d dln,h

2,
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ou bien
H.H H,H HH
d 2 d 2 T
H _ B _ “H _
dp ? dP' - ? 'lPZ H

de telle sorte que si 'on pose

H,H, = HQ?, H.H = H,Qj, HH, = H,Q:,
d’ou il est facile de conclure
H=QQ, H =QQ H =QQ;
la fo;lction Q sera indépendante de p, Q, dep,, Q, de Pz-

§ X.

Or il suit des valeurs précédentes de H, H,, H,, que, par exemple,

I dH I dH;_ 1 dQ:dQ:
H.odp, B dp ~ Qi dp, dp’

c’est-d-dire que le résultat est indépendant de p,, ou que
1 dH 1 dH,

H dp, B dp _

dp, -

D’ou I'on conclut, d’apres les formules (18),

dH dH, dH, dH 4dH, dH,
_—— — —_—— = o0,
dp, dp dp, dp, dp, dp

et par suite, d’aprés les formules (5"),

: . \
{f) + - = o.
ce ey VY12

Ainsi, dans le cas ou les surfaces conjuguées appartiennent toutes 3
Tome V. — Ocrosre 1840. 44
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la classe des surfaces isothermes les relations (g) donnent

1 1
€C, 0y YY1Ya

= ’

(]) . , d.logc;.yl ; . d.]ogi . . d.logzt
AU N T
C'est-a-dire qu’abstraction faite de leurs signes, le produit de trois
des six rayons de courbure, pris dans un certain ordre, est eégal au pro-
duit des trois autres. De plus, les trois différences définies 2 la fin du
§ VIII sont nulles, ou autrement : la somme des deux courbures de
chaque surface est égale a la variation du logarithme népérien du pro-
duit de leurs conjuguées en axe, prise normalement a la surface.

§ XI.

Dans le cas particulier ot I'un des trois systémes conjugués, que
nous ne supposerons plus isothermes, serait une famille de plans paral-
leles, les deux autres systémes seraient des surfaces cylindriques ortho-
gonales. 11 n’y aurait plus alors que deux courbures i considérer en
chaque point, les quatre autres étant nulles, ou leurs rayons infinis.
Les surfaces cylindriques, conjuguées entre elles et aux plans paralléles,
traceraient sur chacun de ces plans des courbes orthogonales, dont le
systéme serait d’ailleurs identique d’un plan 4 I'autre. .

Dans ce cas particulier, toutes les relations des paragraphes précé-
dents deviennent identiques , 4 exception d’une seule qui exprime une
propriété commune a tous les systemes de courbes planes, conjuguées
et orthogonales.

En effet, supposons que ce soient les surfaces an parametre p, qui
deviennent des plans paralléles. On a alors H, = 1; H et H, sont in-
dépendants de p,; les formules ( 4”) donnent

et
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toutes les équations (d), (e), (g) sont identiquement satisfaites , ainsi
que les deux derniéres du groupe (f'); il ne reste plus que la premiere
de ce groupe, qui devient

dci . 1\ 1\?
SIS LR -
(k ds, ds (c> + (_'y‘)'
Cest-a-dire que dans tout systéme de lignes planes orthogonales, la

somune des variations des courbures des deux lignes, suivant leurs arcs
reciproques, est égale a la somme des carrés de ces courbures mémes.
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