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RESOLUTION

DE

I’EQUATION DU SECOND DEGRE A UNE INCONNUE

PAR LES FRACTIONS CONTINUES;

P V.-A. LEBESGUE,

Professeur 4 la Faculté des Sciences de Bordeaux.

——————

La résolution compléte de I'équation az® + 2bz 4 ¢ = o par les
fractions continues est due a Lagrange, qui I’a donnée dans son 7raité
de la résolution des équations numérigues. Ensuite Legendre en a sim-
plifié les calculs dans sa Zhéorie des nombres; mais pour établir cer-
taines propriétés des fractions continues périodiques racines de
I'équation az® + 26z + ¢ = o (a coefficients entiers), il s’est appuyé
sur la résolution de I’équation ax? + 2bxy + ¢y* = m en nombres
entiers. Cest ce que j’ai évité avec soin, car la résolution de Péquation
ax® <+ a2bxy + cy* = m n’est réellement dans le cas principal, celui
de &* — ac positif non carré, qu’une conséquence assez simple de la ré-
solution de I'équation az* + 25z 4- ¢ = o par les fractions continues.

Voici les points ot je crois avoir simplifié la résolution de Péqua-
tion az® + 26z 4+ ¢ =o.

D’abord j’ai abrégé le calcul par un algorithme qui en enchaine toutes
les parties et le réduit pour ainsi dire 4 sa plus simple expression. J’ai
donné ensuite une régle pour trouver sans calcul la deuxiéme racine
quand la premiére a été calculée [*).

En général, la période de la deuxiéme est formée des mémes quo-
tients que celle de la premiére, mais en ordre renversé. Or il peut arri-
ver que les périodes des deux racines soient identiques : c’est surtout
dans la résolution de I'équation ax? 4 2bxy + ¢y* =m, qu’il est bon

[*] Cette regle, énoncée dans le Bulletin de M. Férussac, mars 1831, a été démontrée
récemment par M. C. Ramus (voyez le Journal de M. Crelle, tome XX, page 25, 183q).

Tome V. — Aour 1840 36
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d’avoir égard a cette circonstance ; j’ai donc examiné dans quels cas elle
peut se présenter.

Si pour chaque racine on calcule les fractions convergentes qui
tinissent 4 des quotients périodiques occupant le méme rang dans
les périodes successives, on trouve que les numérateurs forment
une série récurrente et qu'il en est de méme des dénominateurs. Ce
sont réellement ces fractions qui donnent la résolution de I’équation
axt 4 abxry+cy=m convenablement préparée; il fallait donc faire
voir, indépendamment de cette résolution, comment, par un simple
changement de signe correspondant & celui d’un radical carré, les con-
vergentes pour la deuxiéme racine se déduisent de celle pour la premiere.

Yai cru que dans un sujet aussi connu, la marche synthétique était
sans inconvénient, et j’ai réduit a quatre propositions complexes ce que
Lagrange et Legendre ont donné a ce sujet, en y joignant les développe-
ments que je viens d’exposer.

Pour la théorie générale des fractions continues, on peut consulter
un Mémoire fort étendu de M. Stern (Journal de M. Crelle, t. X et XI ),
mais la théorie des fractions continues périodiques y est moins dévelop-
pée que dans le Mémoire de M. Ramus.

I
Propositions préliminaires.
Avant de parler des fractions continues périodiques, il est bon de
rappeler en peu de mots quelques théoremes, et d’expliquer la notation
employée dans les démonstrations suivantes. Cette notation locale est de

nature a simplifier quelques recherches.
1. L’expression

Xy =Yy, Gay Gas--- Gk> Tha

représentera la fraction continue

r, =q:4

q3 +

2.+

""+.q+1;

e Coe . N L A ]
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445 G2y« gx sont des quotients entiers dont les indices 1, 2, 3,... A
marquent le rang. La quantité x,_, est un quotient complet, c’est-a-
dire qui complete la valeur de x,; quand x, est irrationnel, x; ., I'est
¢galement.

I’expression

XLy =5 Gay- -+ Yk (Grars Qopase - ([l|+n)

montre que les quotients Frvvs Qrvzr = Ghpns compris entre paren-
theses, reviennent périodiquement. C'est une fraction continue pé-
riodique dont la période a  termes.

2. Si I'on réduit la fraction continue

F =g Qgvrs- - s

en fraction ordinaire,, le numérateur sera représenté par

(8 k),
qui indique qu’on a pris tous les quotients depuis celui dont 'indice est
g, Jusqu’a celui dont I'indice est £. On voit, d’apres cela, que le pumé-
rateur de y sera (g + 1, k); ainsi

’gs Al
7=t e =

5. On a, en général,

(1,n)=(1,n—1)q, + (1, n — 2},
(2,n)=(2,n—1)q, + (2, n — 2).

Ces formules ayant été vérifiées jusqu’a 'indice 7, on les étend a indice
1 . 1, n;
7+ 1 en changeant ¢, en g, 4+ —— dans la fraction {1, m.
Ing (2’ n)

Pour les appliquer i tous les cas, il faut se rappeler les conventions
suivantes

yn)y=gq,, n+1,n =1, (n+2,n =o.

qui servent a donner plus de symétrie aux formules.
3b6..
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4. Si dans la fraction

(1, n) _ (1,n—1) g4~ (1, n—2)
(2, n) (2, n —1) gn (2, n—2)

on change g, en x,,, on aura la valeur exacte de la fraction continue

__(ny,p—=1) 2 (1, n—1)
L= (2, ne—1) 2, = (2, n—2)"

5. Si dans la valeur de {27 (voy. 4) on remplace g, par

(2, n)

(n, #)
qn’ qn+0)"’ qk= (n—i—-l,k)’

on obtiendra
(1, K) = (1, n—1) (, k) + (1, R —2) (n=1, ),
(2, k) = (2, n—1) (n, k) + (2, n—2) (B2, £).
Ainsi, pour n= 2, on aura
(t; &) = (2, £) 9, + (3, k)3
et pour kK = n, on aura
(1,7) = (1, n—1) gu+ (1, 2 —2).

6. La formule précédente conduit directement 4 cette conséquence
que les fractions continues

Gis GasesoGn € Gny Gneis--« G2y Gy,

réduites en fractions ordinaires, ont le méme numérateur. Ainsi Pon
peut renverser ordre des quotients sans changer la valeur des expres-
stons (g, k).

Kramp donnait le nom de médiateurs aux expressions (g, k). (Voy.
son Arithmétique universelle.)

7. Sil’on considére la fraction continue

Grgoos Ggyeer Grye o« Gy
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elle conduira a I’équation
(11 B) (8 K) = (1, ) (g2 B) = (—1¥=¢ (1, 8 —2) (A + 2, k).

Cette proposition étant la seule dont la démonstration ne se présente
pas directement, il ne sera pas inutile de la développer, ce qui fera voir
’avantage du symbole (1, g).

Les équations

(L,k)=(1,8—1)(g, k)+(1,8§—2) (g+1, k),
(LE)=(,g—1)(g, A)+(1,§—2)(g+2,4),

donnent par I’élimination de (1, g —1), 'équation
(1, B)(g:k) — (1, £) (8, ) = (1,8 —2) (8, k) (g+1, ) — (8, F) (g +1,4)]-

Les équations

(g k)= (g, h) (A1, k) + (g, h—1)(k + 2, k),
(g+ 1, k)=(g~+1,k) (A+1, k)4 (g+1,2—1) (h+2, &),

donnent, par I'élimination de (% +-1, k), 'équation
(g, %) (841 yh)—(g, h) (g1, /‘;):(h+2’ k) [(g,h—'l)(g+l,h)—-(g,h) g+ 1, h—1).
Enfin les équations

(g:h) = (8 h—1) qs+ (g, h—2),
(g+1, B) = (g+1, h—1) s+ (g+1, h—2),
donnent, par I'élimination de g;, Péquation
(g, h—1) (g+1> B)—(g, #) (g1, A—1) = —[(g:h—2) (g+1, h—1)—(g, h—1) (g1, h—1)].

Le second membre de cette équation se tire du premier en diminuant
% de Yunité et changeant le signe, ou en multipliant par — 1. Ainsi, en
diminuant % de f unités, il faudra multiplier par (—1)/.

Le deuxiéme membre devient donc

(=) (g h—f—1)(g+1, h=f ) — (8 A=) ) (g+1, h—f—1)].
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Silonpose g =h —f, dou f="h — g, il se réduit donc a

(g, g1 (g+1, 8 — (8 8 ([g+L, g—N] = (—1'*
on a donc enfin
R (g k) — (1, k) gy Y = (— 16 (1, 5 —2) (R 42, k).
Si dans cette équation on pose g = 2, on trouve

do ) (2, kY — (1, k) (2, B) = (—1)* (h—2, k),

. . . (1, &) 1, b
qui donne la différence de deux fractions convergentes ‘{2—’—‘_; et ( 2’ 5

Pourh=k—1,0na

K (2, k—1) — (1, E—1) (2, k) = (— D)
qui donne la différence de deux fractions convergentes consécutives
’I, A"i ot (1, “-—I).
2, AV (2, k—1) )

[.a formule générale est de Kramp; elle peut étre fort utile, comme

on le verra plus bas.

1.

Proposition premiere.

« Pour réduire en fraction continue la plus grande racine positive de
» Péquation

D, x*—al,x,— D, =o0.

» ou D,, T, sont des entiers positifs et D, un entier positif ou négatif
» il faudra faire le calcul suivant, dans lequel m représente le nombre

+ entier immédiatement au-dessous de \V'T' &+ D, D, = VA.
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Dividendes. Diviseurs. Quotients. Restes. Dift. des restes,
» D,, » ro=m—1I,,
“w=m+-1,, D,, Grs re, dy=—r,—1,.
A, =3, —d,, D,=D,+¢.d,, G2y Ty, d,=r,—r,.
A3, —d,, D3:D,+q,(1,, q3, r3, 3=ry——r,,
= Mo — i, D/,=D/‘_,+q/,_, di_y ks I dy =gy .

» Cette racine positive, la plus grande des deux quand Pune et 'autre
» sont positives, sera

VA4,
.1’4:-T:+—._=QH as G3se s Qi

» Si 'on voulait avoir ’autre racine positive, ou la racine négative
» prise positivement, les deux premieres lignes du tableau devien-
» draient

» += D,, » re =m+1,,
Ay =m—1,, *D,, 9+ Py d=r — Y-
» le signe supérieur étant pris pour la racine positive , et Vinférieuy

» pour la négative prise positivement. »
Démonstration. Silon pose

VA4,
= "p,—

1
=4, + =’
g, ¢tant Pentier immédiatement au-dessous de Z, , on trouvera
‘/K-+qul—ll . ‘/K"'-Iz

A—(D,q,—1,) — D, '’
b,

b P—

sous les relations

I, =D,q9,— 1, et D,=D0+2I,q, - D, q:.
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A —

K

Ainsi D, est entier et égale ; on a donc

A=L+D,D, = L+ D, Dy;

de la Palgorithme suivant qui est celui de Lagrange, qui le donne
comme fort simple,

A1,
q|<‘/—““l‘)-*_—_’ 12=D¢q4"lla
A—1I} A1, '
Dz_——Do""Qll‘[n_qu::T’ q: < iI:,:‘t"y I, =D, 92—I2a
A1 VA4

D, =D+ Q.I,q,——Daq:= —Ts, g9 < I, =D,q; — L,

ot I'on prend pour q., gas 4ss--- les entiers immédiatement au-dessous
ge VA+L VA+L VA4
, VAT ..

*

D, D D3
On peut, comme le fait Legendre, simplifier cet algorithme en remar-
quant que 'on a al, — D, ¢, =1, — Li;

d’ou Pon tire
D,=D,+¢q,(L, — L), Dy=D,+ ¢a(ls — I,), etc.

Mais de plus, comme les nombres ¢,, ¢3, ¢s,- .. Sont les nombres
entiers immédiatement au-dessous de

m~+ 1, m-4 I, m—+13
D, ’ D, ’ D; '

si I'on pose les équations
m+I,=D,q+r, m+L,=D,q T
au lien des équations
I,=D,9 -1, I,=D,¢9,—1,, etc,
on trouvera celles-ci,

I,=m—r,, L,=m—r,, etc.
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En posant pour I’analogie 1, = m— r,, il en résultera
L, -L=r —r,=d,, L—-L=r—r =d,, etc.

De 1a résulte I’algorithme du tableau, car les A (ou les numérateurs

dans lesquels V/A a été remplacé par m) peuvent se mettre immédia-
tement sous les formes

2m—7r,, 2m—r,, 2m—r,, etc.,
ou A, A=A, —d, A,=J]7,—d,, etc.

On pourrait encore prouver la chose synthétiquement. En effet, on
a toujOllrs ’ I:+Dka_' =I:+| +Dk+l'Dk= A;

car il en résulte (Li+Tip) (L—Lig) =Dy (Di s — Di)).
ou bien encore, en vertu des relations supposées,
(Ix 4+ Tar) d, = Dk-qkdu

qui se réduit & L+ Ly = Diqis
or cette équation résulte immédiatement de

Ar=o2m—ry,=m—r+m—r+rn=L4+L  +r
et de Ay, =Dyqy 1.
On peut donc dans L., 4 Diyi-Ds,

diminuer chaque indice de I'unité, et]’on tombe ainsi sur I)+D,D,=A.
Cela posé, on a toujours

car cette équation se réduit 4 A =1, ,+ D;., .Di. La démonstration
resterait la méme pour la seconde racine, qui, comme on le verra plus
tard , pourrait se déduire immédiatement de la seconde.

Tome V. — Aovr 1840. 37
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Exemples.

Comme il importe de se familiariser avec I'algorithme précédent qu
conduit trés rapidement au but, voici quelques exemples qui serviront
d’ailleurs de vérification pour les propositions suivantes.

; y . - 1 I =

1. Résoudre P'équation 3x? — 19 = o. lci x = —?:5 Vhr.

A =1L+ D,D, =57, d'ou m = 7. On prendra les quatre nombres
D,=19, ro=m+1,=7, A =m+1 =97, D = 3.

on les placera comme on le voit ci-dessous, et le reste du calcul ne
sera qu'une suite de divisions semblables o1l le dividende et le diviseur
seront donnés par des regles fort simples, représentées par les équa-
fions

By =0y —dy_yy Dy =Dy_, + Gr— dy—,,

de sorte que le plus souvent ils pourront s’obtenir immédiatement.

A D 7 r d
» 19 » 7 »
7 3 2 1 — 6
3 7 6 5
8 8 1 ) — 6
14 I 14 ) o
14 8 1 6 6
8 7 1 1 — 5
13 3 4 1 o
*13 7 1 6 5

{.a racine esta, = 2(1, 1, 14, 1, 1, 4). En général N étant plus grand
que I'unité, on trouvera, N étant rationnel, VN =a(b, c,...c, b, 2a);
C’est-a-dire que la période est formée d’une partie symétrique suivie
d’un quotient qui est Je double de I'entier de la racine. On en verra
plus loin la démonstration.
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2. Le méme calcul appliqué a équation x* = gg1, donnerait
X = \/g)9_1=31 (2, 12,10,2,2,2,1,1,2,6,1,1,1,1,3,1,8,4, 1,

¥
2, 1,2,3,1,4,1,20,6,4,%31,4,6,20, 1, 4,1,3,2,1,2, 1,4.8, 1,
3,1,1,1,1,6,2,1,1, 2, 2, 2, 10, 12, 2, 62),

qui a la forme annoncée plus haut; la longueur de la période montre
bien la nécessité de I'algorithme précédent.
3. Réduire en fractions continues les deux racines de I'équation

1bx* — 18x — 5 = o.

Racine positive D, =5, D, 15 m=12, r,—=3, 4, =21;

Racine négative D, =15, D, =15 m=—12, ro=21, 3 =3
Racine positive. Racine négative.
» 5 » 3 » 5 » 21
Y21 15 1 6 3 3 5 o 3 —i8
18 8 2 2 — 4 T2t 5 4 1 — 2
22 7 3 1 — 23 7 3 2 '
23 5 4 3 2 22 8 a2 6
*ar 15 1 6 3 8 15 -
*oaq 5 4 1 — 2
X' = (1,2, 3,4 —x =04, % 2. 1.

La période de la seconde racine n’est autre que celle de la premicre
renversée. Cela arrive pour toute équation du second degré. De plus. si
la racine positive surpassant 1, la négative tombe entre o et — 1. comme
dans le cas présent, la période commence dés le premier quotient

4. Résondre I'équation Sxr? — foxr + 11 = 0°?
A=021"—55=386, m=19, l,=21. D,=—11. D, =1

Premiére racine Dy=—=—1t1. r,— —2, 3= 4o D=4

Deuxieme racine — D, — 11. ro = jo. e ===, — D
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» — 11,
4o, 5,
*38, 5,
35, 26,
29, 1,
31, =22,
29, 13,
35, 10,
33, 19,
24, 19,
33, 10,
29, 21,
3, 1,
29, 26,
35, 5,
* 38, 5,
ete.

»

»

)
-

2!

»  —

8, o,
7> 3,
1, 9,
2, 7
1, 9,
2, 3,
3’ 5’
L) 14,
" 5"
3, 3,
L 7s
2, 9,
1, 3,
7, 0,
7 3,

JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Premidre racine.

Seconde racine.
» 1r, » 4o N »
-2, —5 o =12, — /2,
4», 1, 3, 7 9,
**31, 29, I, 9, 2,
etc. etc., etc. etc. , etc.,
? ? 3

Le reste comme 3 la premiére racine.

Premiére racine,
=8(71,23,1,2,3,1,1,3,2,1,2,1,7)
Deuaxiéme racine,

' =0,3(1,2,3,1,053,2,5,2, 1,7, 7 1, 2);

ou bien encore;
2 =0,3,1,2,3,1,1,3,2,1,2,1,7(7,1,2...2, 1, 7)

Ici la période est symétrique, et I’on peut donner aux deux racines la
méme période en fixant convenablement I'origine de la période d’une
des racines.
Nota. L’algorithme exposé plus haut ne différe presque en rien de
celui qui donne la réduction des formes binaires du second degré.
(¥ orez la note finale.)

1.

Proposition deuxiéme.

« Toute équation du second degré a ses racines exprimées par des
fractions continues périodiques, et réciproquement toute fraction
continue périodique est racine d’une équation du second degré. »

Développement. Pour I'équation D, x* — 2I,x — D, =0 ou D, et

sont supposés positifs.

1°. D, > o, racines de signes contraires x’, —x”;
1“cas. D, —2l, -Dy, <0, D, 42, =D, >0, ' >1 et x"< 1,
' =(q1392r--- qs)y X"=0(qks-- - 925 9s)3

cas.

D42, —Dy<o, &>1, x'>1,

x’:q,(q,, Qss--e Grs §u Ql)’ -r”::Qc(qk’---q:’ (hrqc"'Qc);
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3¢cas. D, — QI, — Dy >o, <1, x2'<1,
x' = 0,4,(q2, ¢5 o @rr s +Qu), x"=0’Qa(7k’“qv‘12?M)'
2°. D, < o racines de méme signe ;
1" racine x’=a, b, ¢,...f,g(A,B,... K, L, M);
2" racine g >M * x"=a,b,... f, g—M—1, 1,L—1 (K...B, A, M, L),
g§<M x"=a,b,... f—1,1,M—g—1(L, K,...B, A, M).

(En faisant commencer au quotient M la période de Ia 2™ racine,
on aura celle de la 1™ renversée. )

1. Démonstration. Le premier cas est celui de D, positif, sous les re-
lations D, — 2I, — D < 0, D, +2I,— D, >o0;

alors aux substitutions r=o0, +1, 0, —1

répondent des résultats de signe 4+, —, —, 4.

Il y a donc une racine positive > 1 et une racine négative < 1 en va-
leur absolue.

1°. Pour ce cas D,, D,, I, sont positifs. L’équation A—D,D, =1I*
montre que I, égale au plus m entier d¢ \/A; or

am—r,=m~+1,=D,q,+r,

montre que I'on a r, <m. Cela est évident pour D,=m ou < m, puisque
Pon ar,<D,. Silon avait D, > i, alors r, >m rendrait m +-1, > am,
tandis que 'on a m~+1, < am. Par conséquent I, =m —r, sera po-
sitif < mj;A—D,D,=1; donnera D, positif, et ainsi de suite. Les D et
les I sont donc essentiellement positifs. Or tous les I sont < m, tous les

VA

, . 1
D sont <D < m~-1 < a2m. Par conséquent les quotients +.sont en

.., ., A41
nombre limité < m.2m < 2A. Une quantité telle que LDi—E devra

donc nécessairement se reproduire, et dés lors la fraction continue sera

périodique.
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2°. La quantité —V%i se reproduit nécessairement. En effet, on a
toujours r, < Dy, carde A—1¢, = Dy.Dyyy, 00 tire
A —(m— rk), = Dk-Dk+4 H
d'ou ri(2m — r) < De.Dyy; or am — iy = Digy =+ 73 d’ou

2m —ry=Dyq;~+ri_,; donc Dy.g.ii < D:i.Di 1 €t @ fortioriry>Dy .

. -1,
On a aussi r,=m —1, <D, car ﬁ‘;f < 1donne m<D,+1,.

- . VA+I ,
Si ’on suppose que le quotient complet -—D—g—g se représente apres k

terimes et qu’on ait I, =T; ks Dg = Dgs

les équations A—I:=D,.D,,, A— | GO ) PR
donneront D,s =Dgpsois

puis les équations I,=m—rey L =m— 7T
donneront re_, =g s} enfin les équations

am—r,_; =D gg Tty AM—Tgs 2= Dkt -Gguhmt= Fomn_

donneront ry_, — gy ka2 = D, (gg s — (g 4+k—1), €L COMme ON a

rg—z < Dg—i 1 rg+k—2 < Dg+k-4 < Dg—| )

il en résultera Tomy = Tgyhoay Jgo1 = Qgrhi}

. .. .
dou I,_, =g s_y, et s de suite.

Si donc g était > K, on trouverait

[g =t [g—kzlg—zk"' - Dg =Dg—ls = Dg—zk" ..y

on peut donc supposer g <K, et Ion voit par la que le quotiem
\’{Z:)_*:-!idoit se reproduire. Ainsi la premiére racine sera x’'=(¢,,qa,--qs -

"est-a-dire périodique dés le premier quotient.
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3°. La deuxiéme racine est au signe pres

‘/X-_-I! _— ‘/K_Inl+x - D’l’f =0 + - 1
Dl Dn/r+l ‘/K-I‘Ink_‘_( @i}nk.}.l’
) an
mais on a en général
VA+L + ! )
Dh_x - qh_‘ ‘/K—'_Ih_l,
Dll_:
et par conséquent — X" =0(Gxs Graprs-+qs,q:),

ainsi la période est celle de la premiére racine renversée.

4°. Réciproquement, soit a, =q,,qa,. .- Gx, L4ps;
i I A‘\ X K
on en tirera x, = (LA )Ty + (1, x)’
(25 #) Zp gz =+ (2, hm1)
et comme X = Xpyy,

onaura (2, k)xi—[(1, k) — (2, k—1)]ar, — (1, k— 1} = 0,
ou D,xi—2l,x, —D,=o0,
en supposant (2,k)=¥D,, (1,4) —(2,k—1)=2¥I,, (1, k—1)=¥D,:
D,, D,, I, seront positifs et satisferont aux conditions
D, —2l, —D;<o0, D, 4 2l, —D,> o.

On aura ‘¥ entier si (1, k) — (2, k— 1) est pair; dans le cas contraire, ¥
aura 2 pour dénominateur.
On voit également que toute fraction continue périodique

X =q,q35... qk(qk+4' * qk+n)

est racine d’une équation du second degré, car en posant

Z=Gk19 oo Qkynr2,

’

’ a2 @ . "
on aura un résultat de forme z = Gy © cOmMmMe X=yq,... ¢4,=, 0N
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z T
%. L
en x du second degré. La réciproque est donc prouvée pour tous les cas.
2. Supposons maintenant D, positif et la seule condition......
D,+ 21, — D, < o qui entraine D, —2I,—D, < o; iciles deux racines
sont, abstraction faite du signe, plus grandes que I'unité. On posera

aura également x = élimination de z donnera une équation

x=q, + ;, q, étant le plus grand nombre entier compris dans la ra-

cine positive. Pour cette racine y sera essentiellement positif. La trans-
formée sera

(D,g: — al, ¢, — Dy) r* + 2(D, ¢, — L)y +D, =0,
ou bien D, y*—2ally — D, = o,
qui satisfait aux conditions
D,+2,—-D, >0, D,—12al,—D, <o,
qui reviennent a celles-ci,
— Dy(q. —1)* + 2L(q, — 1)+ D, >0,
— D,(q,+ 1)’ + 2L (¢, + 1)+ D, <o,

évidemment satisfaites puisque x tombe entre g, — 1 et ¢+ 1.
Les deux valeurs de y sont donc

Y =(q:1- . qk-.-l)’ y = _o(qk-t-'?' o qﬁ)
La premiére valeur de x est x'=¢,(gay--- Gas1), €t la seconde

, mais elle doit étre négative; il faut donc

x’' = 9 — Gk1— P
poser ¢, < qx4., puisque §, = ¢;., donnerait &' = (¢,, s, - - qx) ce
qui n’est pas. On peut donc faire ¢, ., = ¢, + Q; d’ou les formules de
I’énoncé.

3. Les conditions D, > o, D, — al, — D, > 0, qui entrainent
D, + 21, — D, > o, expriment que les deux racines sont au signe pres
< 1 et conduisent de suite aux formules de ’énoncé; car en posant

x=— Ji, on a une équatien qui tombe dans le cas précédent.
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4. Le cas de D, < 1 ou des deux racines positives, se raméne aux
précédents (D, > 1), car en posant x, = Gis Xy OU =g, ,¢,, X3, OU
919929 Gs» Xsy... une des transformées Ax’ + aBx,+ C = o aura ses
termes extrémes de signes différents [*], et par conséquent ses racines
exprimées par des fractions continues périodiques. Cela vient d’étre
démontré pour le cas ou le terme moyen est négatif; s’il était positif,
le changement de signe ne ferait que changer le signe des racines.

Comme la valeur positive de ¥ surpasse I'unité

x'=a,b,... f,g(A,B,... K,L, M),
(A,B,...K,L, M),

la deuxiéme valeur de y sera " = —o (M,L,... B, A).

et si Pon fait y

D’aprés cela les deux valeurs de x s’obtiendront en mettant dans
xr=a,b,...f g, 7, lesdeux valeurs dey.

On ne peut ici supposer g = M, si l'origine de la période est bien
fixée, il faut donc examiner les deux cas g>Metg<M.

1°. Sil'on a & > M, on trouvera pour g -|-fi, en mettant pour ) sa

deuxiéme valeur,
I I 1
g—-M—-—l :(g—M)— - :(g—M—l)-'———-———l-
L+ g5 L+ '+L_]+ r
K+-...

. I 1
—_——_——=p— _ ra donc
puisque p p p—1+ T ; on aura

q—1
x'=a,b,...f, g~M—1,1, L—1(K,...B,A,M, L).

’
[*] Silon représente parl—), E;, deux fractions convergentes consécutives vers z, et
q9 9
A 4 ? > — P’.7+P 1
assez rapprochées pour ne contenir entre elles gu’une racine, en posant z=— tT’yT—_q-’ a

transformée en y remplit la condition, car ses termes extrémes ont pour coefficients

(5= (8)=n ], o[a(f ()0

Tome V. — Aour 1840. 38
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. ’ f
2°. Si 'on a au contraire g < M, il en résulte pour g +;, quand on

y remplace ar sa seconde valeur
. 7

g4y =g =Moo == [0y ]

En conséquence  f+ — .
g+ e

i

deviendra J————— =({-D+ L
(M—g)+ 17— 14--
. L~+-... M—g—1+

’

1
L+4...
et par suite on aura

x® =a,b,... f—1,;, M—g—1(L,R,...B,A,M}.

Sil'un des quotientsg — M — 1, L — 1, f—1, M—g—1 devient nul,

et que ce ne soit pas le premier, il faudra le faire disparaitre au moyen
1

o1

b )
quotient nul et réunir en un seul les deux entre lesquels il tombait.

Dans tous les cas, on voit que la seconde racine est périodique
comme la premiére, et que sa période n’est que celle de la premiere
renversée, pourvu qu’on prenne M pour le premier terme de la période
de la seconde racine.

de la formule a 4 =a—+b, cest-a-dire qu’il fandra effacer le

Iv.

Proposition troisiéme.

« Pour que les deux racines d’une équation du second degré soient
» des fractions continues de méme période, il faut et il suffit que la
» période de la premiére racine soit symétrique (a, b,... b, a), ou
» bien symétrique précédée d’un quotient (m, a, b. .. b, a), ou enfin
» symétrique suivie d’un quotient.

» Développement. Pour I'équation

D, x*—al,x, — D, = o, et D, >o0;

1. D,=D,, x'=(a,b,...b,a), —x"=o(ab,...b,a);
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D,421,— D, >o, x=—(mya,b...ba)

s )_21 D, <o, =m(a,b,... b,a,m),
= m, —x"=o(a,b,... bya,m),
'1) A=D<o) = (b ba o aA).
__m; —x”:A(a,b,...b,a,m+2A);
,+2I —D,>o, x' = (a,b,... b,a,m),
gD —ol,—D, <o, —x"=o(m,a, b,... b, a)
=m, =o,m(a,b,...b,a, m),
'D4—2L—D0>0, x =0, m+ A(a, b,...b,a, m-s4),
i)'I‘zm, —x”_—:o,A(a, h,...bya, m+ 2A);

o

» toutes ces propositions ayant chacune leur proposition réciproque.

» Pour Dy < o, il faudra et il suffira qu'une transformée de I'équa-
» tion D, x* —2l, 2 —D,= 0 tombe dans le cas précédent; c’est-a-dire
» queles coefficients extrémes étant de signes contraires ils soient égaux,
» ou que I'un d’eux divise le coefficient moyen. »

1. Démonstration. La période de la seconde racine n’étant autre que
celle de la premiére renversée, il faudra rendre identiques les deux
périodes

T 929 Fase oo Gnogs Gn_gase - qn;
B g, Grigevoevennnn Br g1
ce qui montre que la premiére période est composée de deux parties
symétriques
a,b,. .bya,p,q,...q,p.

D’abord si 'une d’elles, la premiére, par exemple, est composée d’un
nombre pair de termes a, b,...m, m,...b, a, en transposant a, b,... m.
on en déduira la période symétrique

.obya,pyq,...q,pya,b,...m

Mais si V'une d’elles est composée d’un nombre impair de termes

38..
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ab,...m,n, m,...b,a,onen déduira a volonté
n,m,...bya,p,q,...¢,py @, by...m,
ou bien, m,...b,a,p,q,...q,pyay b,...myn,

C’est-a-dire une période symétrique précédée ou suivie d’'un quotient.
Ces deux derniéres formes coexistent toujours et n’excluent point néces-
sairement la premiere.

2. Siune équation a pour racine x’ = (a, b,...b,a), ellesera de la
forme D, x® — 21, & — D, =0, D, =D,.

Cela suit immédiatement de ce que la seconde racine est en changeant

son signe —x"=o(a, b,... b, a)= :?, Le produit des racines est donc

D, \ : .
—1=—5 d’ot D, =D, ; quant & la somme des racines, elle est po-

sitive,, ce qui exige que le terme moyen soit négatif.

Réciproquement, I'équation D,x* — ahx—D,=o0 conduira a une
période symétrique pour D, =D,; car elle satisfait aux conditions
D,—2I, — D, <0, D, 421, — D, >0, qui pour D, =D, se réduisent
a1,>o. Il faudra donc prendre pour premiére racine x’'= (@ by...f 8)s
et comme —x’=0(g, f;.. . b, a), et que d'ailleurs 2’ x’= —1, d’oul

x=—

o il en résultera

@ by fy8) =80y br ),

d’ou Yon tire nécessairement
a=g, b=f...g=a,
et par conséquent, ' ={(a, b,... b, a).

3. Si une équation a pour racine x’' = (m, a, b,... b,a), elle aura

. oI, .
la forme D, x? — 2, x — D, = o sous la relation P =M et les condi-

tions D,+ 21, — D, >0, D,—2l,—D, <o, qui résultent de la forme

supposée a x’. En effet, —x"=o(a, b,...b,a, m), et comme 'ona
. 1,
x'=(m,a,b,...b,a)=m(a,b,...b,a,m), il en résultera .x’-}-x”:zn—: m.
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. . . 2l
Si au contraire on a x’'=(a, b,. .. b, a, m), on en tlrera—D—‘ =m. On

[+ ]
fera x = — -, les deux valeurs de y seront — o (a, b,... b, a, m) et

!
4 1
. oI,
(m,a, b,... b, a), dontla somme est m = D, s en vertu de

Doy*—2l,y —D, =o.

Réciproquement, soit I’équation D, x? — 21,2 — D, = o, si 'on a

Ix
D,—2l, —D,<o0, D,+ 21,—D,>o0, ?]’)— =m,
la racine positive sera &' = (m, a, b,. .. b, a).

En effet, posons &'=(a,b, ... f, g), on en déduira —x"=0(g, f,...b,a),
oY, 1
D g+..-
d’ou suit nécessairementa=m et (b, f,... f, g) = (g, />. .. b), ce qui
donne b=g, c=fet x’=(m, b, c,. .. ¢, b), ou bien encore,

et comme x' 4+ x" = \=m,

= m, il faudra avoir a 4 bf— (

2= (m,a,b,. .. b,a).

. . 1 . . .
Si ensuite on change x en — 77 on montrera absolument de meéme

2l A -

gue pour D—’ = m, sous les mémes conditions, on a les formules de
(]

I’énoncé.

2l .

5. entier, sauf le cas

o

4. SiTonaD,+ 2l,— D, <o, on ne peut avoir
1, = o qui sera traité plus bas. Mais si 'on pose x =g, - 5, la trans-
formée en y tombe dans le cas précédent et conduit de suite aux racines
x=m+Q(b,c,...c,b.m+ 2Q) y —x'=Q(b,c,...c,b,m=+ 2Q),

( Proposition 2°; dév. 1°).
21,

3. SiYon a D, —2I,—D,>o0, on peut bien avoir - entier, mais

o

21 . .
non F’ entier. Dans ce cas, en posant x= — -, on trouvera de suite

Rl -

les formules de 1’énoncé.
Les réciproques de 4 et 8 se prouvent comme celle de 3. Pour le cas
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de 1, = o, les racines deviennent égales et de signes contraires. Il faut
faire n = o, d’ou
x==xAb,c,...c, b 24), xX==%x0,Ab,c,...c, b, 24A),
D,
selon que D est > ou <1.
les casD, =1, D,=1 donnentaussi deux racinesayantmeme période,

21, a2I, s
— , — sont entieres.
D.’ Do

- . . . 21, . al, .
N. B. Ces cas particuliers D, =D,, p. entier et - entier, devant

1 o

puisque alors les quantités

étre distingués avec soin dans la résolution de I'équation indéterminée
D, x?* — 2l,xy — D, y* = M, nous avons cru devoir les exposer avec
quelque détail.
Le cas de D, négatif se raméne, comme on I'a vu, a celui de D, posi-
HE, et ce qui a été dit dans ’énoncé suffit i cet égard.

V.
Proposition guatriéme.

« St I'on représente par «, a/, 2", . . . & les numérateurs, et par
» B, @, B,... F™. les dénominateurs des fractions convergentes
» vers la racine &’ =¢,, ¢a,- -+ 4g(gg+1r- - - 9z +n) de Véquation du
» second degré et terminées respectivement aux quotients périodiques
» Qs Qhawnt Qhaznre - dont le premier appartient a la premiere pé-
» riode , les nombresa, ’,. .. B, B,. .. formeront deux séries récur-
» rentes de méme échelle, de sorte qu’on aura

ai™ = 2@at™ ™ — ga™ ™, B = 2@ — BTV,

4

Y 7

» Deplus,si), 5

représentent les fractions convergentes

g+, g+n—iu) (g+1, g+n)
(g+2 g+n—1" (g+2, g+n)’

» On aura 200=19"+4d, e=(—1V,

» le nombre 7 étant celui des termes de la période. L’échelle de rela-
» tion 2@, — ¢ sera la méme pour les deux racines, et quel que soit le
» quotient initial ¢,.
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» Si Fon pose (@ -+ VO — )" = & ¥ o & ,

» Oon aura a™ = 2@ - (¢ — Qo) ¥,

B = o4 (B/— oB) ¥,
» et si dans ces formules on change le signe de ¥, on aura des frac.
» tions éonvergentes vers la seconde racine et terminées respectivement
» aux quotients périodiques 95’y Q¥ +ns 9’4 an- - - L'indice &' est n — k
» si U'on pose x' =(q,, Gase o Grse-Gn),

» d’ou — = O(qn’ Gr—15+0- 94) = q;ﬂ (/:,? (1:1,~ .

» cet indice étant compté a partir du premier terme de a”; ce serait
» k 4 2 si Pon gardait I'indice de la premieére racine. »

A. Démonstration. Si I'on représentepar «,, a,,. .. les numérateurs,
et par B,, B/,... les dénominateurs des fractions convergentes qui

;. a o
precedentg, @+ 0D aura, en vertu de la formule

(Lr)=(1,8)(g+1,n) + (1, §—1) (g + 2,n) (prélimin.3 ,,

les équations

a =9 4 a,J\.’, . 2 —a r+ad,

a’ — ¢’7,+ d’l’d‘\l, X, = d.’)/—|—¢; A'\q

a” — CL,,?I—{— a;ra\,, al‘n — 5!”}-""56;,3\.

: et pareillement
d.(m—l)z a{m-—-a))/_i_ aim—:) A')/’ “£r1:—|)= ¢(m—a‘7+ a‘lm-—",)a\,
atm =a(m-—|)7l+ a([lli-—l) J\I; \usm) =¢\;m—-1)7+ d('n-nA\;

d’ou Pon tire

C‘(lu): a(m—x) 7,+ [a(m——n)y_‘_ ugm—u) J\] J‘I’
—_ 4('”_”7, + “(m—a) ,}/J\I+al(nl—,) J\J\r’
_ a(m—x)yl_*_ a(m—:) 7J\I+ [a“n—l)'_d-(,"—,)yl) J\’
—_ q'(’"_l)(?’_i_ J\)—(J\;/’ — 7J‘I)d(m—a) —_ 2@.4(’"—” — g

On obtient semblablement 8" = 2¢. B — Bl =2,
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2. Puisque 20 =9+ =(k+ 1, k+n)+(k+2, k+n—1)

quand on renversera la période et qu’on remplacera gx .., Gx+as-+- Garn
Par Giins Gren—is-- Grv, l€8 médiateurs (k+1,A+n) et......
(k= 2, k +n—1) ne changeront pas, de sorte que 2¢ ne changera pas,
etil en est de méme de ¢=(d'y’ —3d") =(—1)" (prélimin. 7). Orle
renversement a lieu pour la période de la seconde racine; donc pour
cette racine V'échelle de relation reste la méme.

Si I’'on fait commencer la période un terme plus loin et que ¢,

Jkenr- ++ Gran sOit remplacé par
Fiv2r Grrsre o » Qhrns hrnan (qk+n+| = qk,._.‘),
alors 20 = (k+1, k+n)+ (k+ 2, k+n—1)

deviendra 2@’ = (k+2, k+n+1)+(k+3, k+n),
et comme on a (prélimin. 8)
k41, k+n) =qiyy K+ 2, k+n) + (k+3, k4 ni,
(k4 2, k4n41)=Qonsi(k+ 2, k4+n) 4+ (k+2, k+n—1),
il en résultera , & cause de gy« = Qx4+ s
(k4-1, k+n) 4 (k+2, k4+n—1) = (k+2, k4+n<1) 4 (k+3, k+n),
ou aQ = 2¢’;

c’est-a-dire que ’échelle de relation 2¢, — ¢ reste la méme, quel que
soit le quotient initial.

3. Soit ax™+ by™ le terme général de la série récurrente dont I'é-
chelle de relation est 2@, —¢, il faudra avoir

ax™ 4 by™ — 2@ (ax™~ + by" )+ ¢(ax™ P+ by - = o,
ou axr™* (x* —a20x+ ¢ )+ by" (P — 2@y +¢) = o.
11 suffira donc de prendre pour x et y les deux racines de I’équation

z? — 203+ ¢ =0,

ou r=0+4+ V0'—s¢, j=¢——-\/¢"—£,
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ce qui donne pour terme général
a(p+ Vo — "+ b(o + V&' — o)

et si on pose (<p “+ Vo — 2)’" =04+ ¥V —¢,

on aura aussi ((p —Vo? —e)"‘ =0®—¥Vo:—¢,

ce qui réduit le terme général a
(@4 b)Y + (a— b)¥ Ve* —-.

On déterminera les constantes en faisant répondre les valeurs initiales
e, am=o0 etm=1; on a ainsi

a+b=a, @+bp+(a—b)Ve'—e=«,

oubien a+b=2a; (a—bVo*—e=a —0¢.a,

d’ot les formules
a™ =a® + (&' —@a)¥, P"=p.0+ (f —0¢.B)¥,
sous la relation

@+ Vo —gn = 0+ ¥ Vo .

4. Sil'on remarque que 20 = 2™+ y™ et 2¥ V> — e =™ — y™
sont des suites récurrentes de méme échelle 29, —¢, on en conclura
qu’il en est de méme des quantités

a® — (&' — o) ¥, PO— (B —0B)¥,

ou I'on ferait successivement m = 1, 2, 3. ..

Or si dans ces formules on fait successivement m=1 et m = 2, on
trouvera, comme on va le voir, deux convergentes vers la deuxiéme
racine a4 période inverse; de sorte que le changement de signe de ¥
donnera les formules correspondantes 4 la seconde racine, puisque
Péchelle étant la méme, il suffit d’obtenir deux convergentes pour
avoir toutes les autres.

Tome V. — Aour 1840. 50
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Pour prouver I'assertion précédente, soit d’abord I'équation
D,x® — al,x~—~Dy=0
satisfaisant aux deux conditions
D, +20,—D,>0, D,—2l,—D,<o0,

de sorte que les racines x’ et x” sont telles, que

' =(q- 92+ -qn)
—ax’ =0({1n’ qn—l)‘ .- ql) == q;(q;’ q:;" ot q'l‘+‘)‘

Considérons, dans la premiére racine, les deux convergentes terminées
respectivement aux quotients ¢, ¢x, ., convergentes qui sont repré-
, (1, 4) (1, k=n) . .
sentées par ;——+, ———-—:. Dans la seconde racine, si nous calculons
{2, £)’ (2, k=+n)
les convergentes terminées aux quotients g, _, et gr—14.. (OU bien ¢, ..,
k4 na, St NOUS considérons les quotients de la premiere racine), la

premiére convergente prise positivement est égale a

1 _ 1 _(n—l, "'+2;’.

Oy Grny Yn—ss- - Yky2 = 0+ 1 (r, k42) —  (n, k42)
qn + Gz s (—n-—l, ‘+’))
1

Fhg 2

en renversant 'ordre des quotients, ce qui est permis, cette pre-
(k+?, n—1)

(k4-2, n) '
La seconde convergente prise positivement, qui n’est antre que

iére convergente deviendra

Oy Gny Yu—v3+++ Qra-29 o1y G I QnsQn—1s- -« Yr 424
sera donc égale a

(1, n—=1) (K2, n) 4 (3, n—1) (42, n—1)
(1, ) (k42,0) 4 (2, 7) (A + 2, n—1) ’

les médiateurs (1, n), (2, n), (k-+2, n), etc., étant toujours tirés de la
premiére racine (¢,, ¢s,-..- ¢») en vertu de ce qu’il est permis de ren-
verser 'ordre des quotients.

Cela posé, pour m =1, la quahtité a® — (a'— @2)¥ devient, a
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cause de ® = @, ¥ = 1, égale 4 20a — a', ou bien
29— 2 = [(x, 1) + (3, n—1)] (1, ) — (1, k1)
=[(r,2){2,n—1)](1,8)=[(1,R) (n-1, kt-r)4-(1, n—1) (-2, 5
mais (n+1,n+k)=(1,k), (n+2 k4 n) = (2,k);
d’ou
202 —a'=(1,k) (2,n—1)— (2, k) (1, n —1) = (—1 P (k 42, n —)
(prélimin. 7). On trouve précisément de méme
208 — L= —(—1)" (k+ 2, n),

(A2, n—1)

de sorte que la premiére convergente se réduit 3 — 7] 2. comme
, n)

on I'a vu plus haut.
Ensuite pour mm = 2, la quantité a@p — («'— @a) ¥ devient, 4 cause
de ® = 20*> —¢, ¥ =20, égale 2 '

2(20® — ¢) — (&' — Q)20 = 20(2a@ — &’} — ¢.a
=[(L,n+2,n—D]At+te,n—1{—1F =1, N —1 )
Or, en divisant par (—1)* et remarquant que

a,n(k+e,n—1)—(1,n—1) (k4 2, n) = (— 1" 1, k),

; comme on le voit en remplacant g, &, &, par k42, n — 1, n, dans
la formule générale de I'article 7, prop. prélim.’, il en résultera

(Lpn—k+2, )+, n—1)k+ 2, n—1],

numérateur de la seconde convergente. Le dénominateur se tronve de
la méme maniere .
Ainsi, pour ce premier cas, les formules
a = a® — (a' — ga)¥,
87 = 6o — (B —op)¥,
(0 + o — e)’": O+ ¥\ — ¢

donnent les convergentes vers la seconde racine.
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Pour toute équation du second degré, on trouvera une transformée
Deps i —2l, y Xgyy —Dg=0,

tombant dans le cas précédent, c’est-a-dire que les convergentes vers
x4 ., seront données par la double formule

A® =By
Co Dy’
et comme on a
(1> &) g4 +(1,6—1)

xXx =
(2, 8) Zg 4 i 4(3, 1)’
Ao =By
en remplacant &, , par o 3’

on trouvera un résultat de méme forme pour exprimer les convergentes
vers les deux valeurs de . Seulement, pour la seconde racine, en rai-
son des termes négatifs qu’il faudra faire disparaitre, les premieres
valeurs pourront bien n’étre pas comprises parmi les fractions conver-
gentes.

Note sur la réduction des formes.

Si dans l'expression ax? + 2bxy + cy®, que M. Gauss nomme
forme binaire du second degré, et qu'il représente par le symbole
‘a, b, c), on pose x = ax’+ By, y =%+ dy’, on trouvera une
nouvelle forme a’x’? + 2b'x’ y' + ¢’y"*, les nombres a’, b', ¢’, entiers
aussi bien que a, b, ¢ et 2, 3,y, 4, étant donnés par les équations

@ = ax? + abay +cy?, b+ aaP+ b(ad + B)) +cyd's
¢ =af}® + 2034 + ¢d?,
qui entrainent celle-ci :
¥ — ac = (b* — ac) (ad — By)*.
On dit, en général, que la forme (a, b, c) contient la forme
(a’y ', '), proprement si ad' —f3y est un entier positif et impropre-

ment si ad — 3y est un entier négatif. Si ad — By =1, on dit que les
formes (a, b, ¢), (@, ¥, ') sont proprement équivalentes, mais si
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24 ~By=—1, on dit qu'elles sont improprement équivalentes. Une
condition de I'équivalence des formes (a, b, c), (@, ¥, ¢'), C’est donc
Iégalité des nombres 5* —ac, b2 — a'c’, c’est-a-dire des déterminants
de ces mémes formes.

Réduire une forme (a, b, ¢) c’est en trouver une autre qui lui soit
proprement équivalente : (@, &, ¢') par exemple, et qui soit telle, que
les coefficients a’, &', ¢’ tombent entre certaines limites dépendantes
du déterminant b — gac = D. Lagrange et Legendre n’ont point distin-
gué dans la réduction des formes, 'équivalence propre de I’équivalence
impropre. 1l est cependant trés avantageux de le faire comme on le voit
dans les Recherches arithmétiques de M. Gauss. On peut méme dire que
cette distinction est indispensable pour certaines recherches. Les régles
exposées dans 'ouvrage de M. Gauss, pour les formes de déterminant
négatif n® 171, et pour celles de déterminant positif non carré, n° 183,
n’en font réellement qu’une seule. Comme la réduction des formes com-
pose la plus grande partie du calcul nécessaire pour la résolution des
équations du second degré, ’ai pensé qu’il était bon de présenter ici un
algorithme pour opérer promptement ces réductions.

Soit la forme ax? +- 2bxy + a'y* de déterminant b — aa’ = D).

Pour D positif non carré, on représentera par m I'entier immédiate-
ment au-dessous de \/D, et 'on fera la suite de divisions marquées au
tableau suivant, en ayant soin que les restes 1, r”, r”,... toujours
moindres que les diviseurs @', a’, a”,. . . soient tous positifs.

Pour D négatif, le calcal est presque semblable, seulement il faut
faire m = o, et prendre les restes ', r, r”,... toujours moindres que la
moitié des diviseurs a’, a”, a”,. .. ou au plus égaux a la moitié de ces
diviseurs. Ainsi ces restes sont tantot positifs et tantot négatifs.

Dividendes. Diviseurs. Quotients. Restes. Diff. des restes.
» a, » r —me=b )
m<-b =47, a, K, ¥V =m—=b;, 7 —r =d,

m—4-b —=0—d =n", @’ —a —k'd, I, o =m—b", 7 —r =d”,
m-f- b =N md’ =10" ’ a" =a —K'd" , R, r =—m—0", 7" =d",
m+b’”=A’”—d’”:A", a(V:a/I_h!l/dll/, lev, r“’:m-—b", rx'._,”’:,{n"

..... L L B T T T T T T T S

Les formes (a, b, @'), (&, ¥/, a’), (a’, b", a”), (a”, b", a'"),. .. données
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par ce caicul , sont toutes proprement équivalentes. On prend pou
forme réduite fa premiere forme [ a®), 5", a"+ 7], ou le coefficient ex-
treme a"+* n’est pas moindre que le premier coefficient 2, ces coefhi-
cients étant pris absolument.

Pour le déterminant négatif une réduite (A, B, G ) est telle, que 2B est

moindre que A et que C, etque A < ou =Cest <2 \/ —TD. On con-
sidere seulement les valeurs absolues.

Pour le déterminant positif B est toujours <\/ D, et A pris positive-
ment entre VD + B et \/D — B. On peut rejeter la condition A<C. Le
calcul donne plusieurs réduites.

Pour plus de détails et les démonstrations, vovez les Reckerches
arithmétiques de M. Gauss aux endroits cités.



