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DÉMONSTRATION 
DE 

L'IMPOSSIBILITÉ DE RÉSOUDRE L'ÉQUATION x'-t- f -+-z7= ο 

Ε Ν NOMBRES ENTIERS J 

PAR M. LEBESGUE [*], 
Professeur à la Faculté des Sciences de Bordeaux. 

La démonstration suivante revient au fond à celle de M. Lamé, dont 
elle n'est qu'une simplification. 

Théorème I. « L'équation 

ρΛ = q* — aîa. 3. 7* q* r2 -h a4e . η1 r*, 

» où les nombres p
f
 q, r sont impairs et premiers entre eux, n'est pos-

» sible que pour r = ο ; a est un nombre entier positif. » 
Démonstration. La différence de deux carrés impairs étant divisi-

ble par 8 , il est nécessaire que a soit plus grand que l'unité. 
L'équation donnée peut se mettre sous la forme 

[p~*~ (ï1 ~ a2"-1. 3.
7
4r3)] [p -t [q2 — 2îe_,.3.7*ra)] = a4a_2.7

Tr4; 

les deux facteurs du premier membre ne sauraient avoir pour diviseur 
premier commun ni 7, ni un diviseur de r, car alors ρ et q2 auraient un 

[*] Il ne sera pas inutile de transcrire ici un passage de la lettre que M. Lebesgue m'a 
adressée en m'envoyant cet article. 

ί Le rapport de M. Cauchy sur le Mémoire de M. Lamé, ce Mémoire lui-même et les 
» recherches que j'avais faites sur le théorème de Fermât, m'ont conduit, pour n—η, à 
. une solution qui ne diffère pas essentiellement de celle de M. Lamé. Je vous l'envoie 

■> de suite, car je désirerais qu'elle pût paraître prochainement, si vous n'y voyez pas 
» d'inconvénient... La solution de M. Stern (Voir le Cahier de juin), très bonne en 
.. théorie, ne me semble pas praticable pour de grands nombres. Je compte vous en en-
d voyer une autre, etc., etc. » ( J. L. ) 
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même diviseur ; de plus, des deux facteurs du premier membre l'un est 
divisible seulement par 2, et l'autre par i,a~a, car leur somme ip est 
double d'un impair ; il faudra donc poser r = ts,t premier à s, et faire 

ρ -f-q* — 2M I.Z.ffsl=z 2Î4 = 2.77.^4 = 24o~3 î4 = 24<,_3.77..V4 

OU ou ou 
ρ — 3>2-4-2"- Ι.3.74'ί1ί2=:24α-3.'7?ί4 _ 240-3 ^4 = Ί.ηΐ.& = 2 . ί4 

Les trois derniers systèmes donnent q2— 22a-1.3.74/2Î2 de forme 4^+3, 
ce qui est absurde; on ne peut donc admettre que le premier, d'où 
résulte l'équation 

q2 =s* -+- 22a~* ,3.fs2t2 - %*a~*.ft*, 

qui revient à 

(i2-h 22a_2.3.7
4£2 ±. q) (S2 22λ 2,Z.ft2 qr q) = 24a**"2. 7*/*. 

On démontrera comme plus haut que les deux facteurs du premier 
membre où les signes supérieurs doivent être pris ensemble, aussi bien 
que les inférieurs, n'ont que 2 pour plus grand commun diviseur. D'ail-
leurs le signe de q peut être choisi de sorte que le premier facteur soit 
divisible par 2 seulement, et l'autre par 24Λ_Μ, d'où, en supposant t =uv, 
u et ν premiers entre eux, les deux décompositions 

s2 -t- ι2α~2Λ.η*u2ν2 ± q = 2u* = 2. f. u* 
ou 

s2 -+- i2a 2.3.7*tt2t>2 q = a"+,.7V — 24«"»- µ 

dont la deuxième doit être rejetée, parce qu'elle donne à 

S2 + 22a-2.3.fu2 P2 

la forme 4^-4- 3. On admettra donc la première, d'où résulte 

s2 = u* — 2a(a .3.7
4î/2P2 -t- 24<α λ) * .f v*. 

Or cette équation ne diffère de la première qu'en ce que a y est remplacé 
par a — 1 et p, q, r, par s, u, p. Continuant ainsi, en remplaçant suc-
cessivement a par a — 1, a — 2,. ..3, 2, on tombera sur l'équation 

x_ yk — 22.3.74. y2 ζ2 — 2". f ζ*, 
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où χ, y, ζ sont impairs, et qui est impossible comme on l'a déjà dit. On 
est donc obligé de supposer r = ο dans l'équation de l'énoncé. 

Théorème II. « L'équation x1 -h y1 -+- ζ7 = ο, où l'on suppose χ, 
» γ, ζ, entiers-et premiers entre eux, n'est possible qu'en supposant 
» nulle l'une des inconnues, les deux autres étant ± ι et + ι. » 

Démonstration. De l'équation donnée on tire 

[x+y-hz)' =7(^-1-7) (-c-+-z)(7+8) [(x^-hy'-h^-yxy-yxz-yyzY-yxyzlx-yyy-z)], 

qui devient identique quand on ajoute χ1 -+- y1 y- z7 au deuxième mem-
bre. Posons, pour abréger, 

j+ y +2= ,v, x'-hy1~hz:'-hxy-hxz-hyz=u, (x+y)(x-yz)(y-yz) — v, t= u'-j-xyz.\, 

il en résultera s"1 = ηνί ; de là les conséquences suivantes : 
i°. Le nombre t est impair, de forme -+- 1, car des trois nombres 

χ, y, ζ, l'un est pair et les deux autres impairs. Tous les diviseurs pre-
miers de t le sont de s, et par conséquent de «. 

20. Le nombre t est premier kx,y, ζ, car autrement χ,y, ζ ne se-
raient pas premiers entre eux ; 

3°. Le nombre t est premier à v, car on a 

ν = s(xy -H xz y-yz) — ocyzi 

et si t n'était pas premier à v, il ne le serait pas à xyz; 
4". Le nombre t est une quatorzième puissance non divisible par η. 
En effet, l'équation s"1 — ην(ιι* -h xyzs) montre que si 0 est un divi-

seur premier de t = u2 -+- xyzs, ce diviseur aura nécessairement le 
même exposant pair dans u2 et dans s. Si donc u est divisible par βα, s le 
sera par 02" et t par 0,4a; à moins cependant qu'on ait 0= η : alors ηί 
serait divisible par η,4n. Il résulte de là que t ou η t est nécessairement 
une quatorzième puissance ; or ηί qui est de forme l\k -+- 3, n'est pas 
même un carré: il faut donc poser t — q** et u=qr, puisqu'un diviseur 
0" dans u répond à 014n dans t. Les nombres^ et r sont impairs ainsi 
que u ; d'ailleurs ils sont premiers entre eux. 

5°. Comme ην est premier à t, ην sera une septième puissance, et 
l'on aura ν = η6 .ρ7. Le nombre pest nécessairement pair. 
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6°. Nous pouvons donc poser les équations 

(a) (χ 4- y){x + ζ) (y 4- z) = f .p\ 

(b) (x2+y9+zi+xy+xz-yyz)i-+- xjz(x+j-k-z) = 7", 

(c) {x + y + z) = qpq2, 

(d) χ2 -|- j-2 4- z2 4- xy 4- xz 4- yz = qr. 

Les équations (c) et (d) donnent 

xj + xz 4- jz = γp2q'' — qr, 

d'où, en multipliant par l'équation (c), et tenant compte ensuite de 
l'équation (a), 

xjz = 7pq'(fp*q* — qr) - fpu, 

alors l'équation (b) devient 

qt2 = r2 4- 7W(7W — ή — 7p 8 

ou bien (r — A.q2p2q3)2 = qfi — 2p2q3)2 + 77p", 

qui, en posant r — \.ηîpiq3 = p,, q3 =q
t

, ρ2 = 2β + ,Γ
(

, 

devient p] = qî — ^2a.3.q*qlrl-+- .q1 r?, 

dans laquelle /ο,, q, et r, sont premiers entre eux. Cette équation ne 
peut être satisfaite que par r, =0; ainsi ρ — o. On a donc à la fois 
x+y+z—o et {x-\-j){x->r£) (jr4-z)=o, ou encorexyz~o, puisque 

(x4-j)(x4-z)(j-4-z) = {x-\-y-+-z)(xyj-xz-\-yà) — xjz. 

L'une des inconnues x, y, ζ est donc nulle. 
Corollaire. L'équation x14- y1 — z7 est impossible en nombres en-

tiers positifs, sans être nuls, car autrement on pourrait supposer x, y, ζ 
premiers entre eux, et l'équation x7 + y* 4- (— ζ)' = ο serait satisfaite 
sans qu'une des inconnues fut nulle. 


