JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

A.CAUCHY
Rapport sur le Mémoire précédent

Journal de mathématiques pures et appliquées 1'° série, tome 5 (1840), p. 211-215.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1840_1_5_211_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1840_1_5__211_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURES ET APPLIQUEES. K

Rapport sur le Mdmoire precedent ; par M. A. Ciucny.

Extrait des Comptes rendus de I'Académie des Scienees , tome I\, p. 359.°

L’Académie nous a chargés, M. Liouville et moi, de lui rendre compte d'un M-
moire de M. Lain¢ sur le dernier théoréme de Fermat.

» On sait que Fermat, I'un des plus beaux génies qui aient illustré la France, a donne
des enonceés de plusicurs thiéorémes parmi lesquels il en est deux dont la déemonstra
tion a eté pendant long-temps recherchee avec ardeur par divers geometres. De ces
theorémes il n’en reste plus qu'un seul qui ne soit pas aujourd’hui completement demon-
tre : c’est le théoréme relatif anx puissances des nombres entiers, ¢t suivant lequet au
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puissance d’un degré » supérieur au second, ne peut résulter de I'addition de deux
puissances du méme degré. On sait toutefois que le théoréme, une fois démontré pour
une valeur particuli¢re de 2, I'est en méme temps pour tous les multiples de cette va-
leur, et que, d’apreés les principes établis par Fermat lui-méme , ce théoréme se démontre
assez facilement pour 7 == 4. De plus, Euler et M. Legendre sont parvenus i le démon-
trer encore pour les valeurs 3 et 5 de 'exposant . Mais leurs démonstrations sont fon-
dées sur la théorie des formes quadratiques des nombres premiers; et les difficultés que
M. Legendre a eu & surmonter, pour le cas de » =5, laissaient peu d’espoir d’appli-
quer avec succés les mémes principes aux cas ol 7 acquiert des valeurs plus considéra-
bles. Toutefois, cette considération n’a pas empéché M. Lejeune-Dirichlet , dont les re-
cherches sur la théorie des nombres avaient été utiles & M. Legendre , de s’occuper de
nouveau du dernier théoréme de Fermat ; et & 'aide d’un artifice particulier de calcul, il
est parvenu 4 le démontrer pour le cas ot Pon suppose # — 14. M. Lamé a considéré a
son tour un cas qui renferme le précédent, savoir, le cas oit I'on suppose z = 7; et les
savants apprendront avec plaisir qu’il est parvenu effectivement au but qu'il s’était pro-
posé d’atteindre. '

» Pour démontrer Pimpossibilité de résoudre en nombres entiers une équation de la
forme

2y 2=o0,

ol z est supposé negatif, M. Lamé n’a point recours i la théorie des formes quadrati-
ques des nombres premiers. Aprés avoir prouvé comme a 'ordinaire que

Xy Yy 3,

peuvent étre supposés premiers entre eux, il démontre un lemme, digne de remarque,
savoir, que le rapport entre la somme

T4y + 2
des trois inconnues et la racine 7° du produit des trois sommes
-y, x-+3z, y-+3,

ou de ce produit, multiplié par 7, est un carré parfait; puis 2 l'aide de ce lemme il
prouve facilement qu'il est impossible de supposer les trois inconnues non divisibles par
7, ce que V'on savait déja. Enfin, en supposant I’une des inconnues divisible par 7, et
s’appuyant sur le lemme dont il s’agit, il remplace I'équation proposée, du 7° degré,
par une autre équation dont le premier membre est du 4* degré, le second membre
étant dn 8¢, et qui pent étre présentée sous la forme

z‘=¢°—3¢‘f‘+$78;

puis il démontre I'impossibilité de résoudre cette derniére équation, i I'aide d’une suite
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d’opérations semblables i celle que fournit la résolution d’une équation de la forme
x* —y? — A

» En lisant avec soin le Mémoire de M. Lamé, nous nous sommes demandé, 1° sile
lemme dont il a fait usage se trouve compris dans quelque autre proposition plus géné-
rale relative & une valeur quelconque de 7 ; 2° 8'il ne serait pas possible d’abréger encore
la démonstration donnée par M. Lamé pour le cas de » =— . Nous avons reconnu qu’ef-
fectivement le lemme de M. Lamé est une conséquence nécessaire d’un théoréme d’ana-
lyse qui nous semble assez curieux pour mériter d’étre indiqué dans ce rapport. Voici
I’énoncé de ce nouveau théoréme. :

» 8i Pon retranche la somme des puissances mes de deux inconnues x, y de la puis-
sance n'm de leur somme

z -y,

le reste sera divisible algébriquement, non-seulement par le produit
nzy (& <),

comixe on le reconnait aisément , mais encore , pour des valeurs de » supérieures a 3,
par le trinome
23— y3

ey 4y = Ty ’

et méme par le carré de ce trinome, lorsque » divisé par 6 donnera pour reste l'unité.
En appliquant ce théoréme aux cas ot 'on a

r=3, n=5, n=1,
on obtient successivement les formules

#+rP— 2 —y =3zy (« +7),
(@ +7f —2° —y' = Szy (z +7) (+* + 2y +17),
@+ o) — 21—y = g2y (e +y) (& + 2 + ),

dont la derniére conduit sans peine au lemme de M. Lamé.
» Quant 2 la seconde question, nous avons reconnu qu’on abrége la démonstration
de M. Lamé quand on commence par établir 'impossibilité de résoudre I'équation

3 1
zl—-z-&i —_— 3 a2 4
- ""4‘” y "'l""7.7:

€n prenant pour z, ¥, z, des nombres premiers entre eux, et pour y un carré pair. Au
reste, la méthode par laquelle on y parvient ne différe pas an fond de celle qui sert
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+ demontrer Pimpossibilité de résoudre en nombres entiers I’équation
22— i -+ ¥4,

et servirait pareillement a etablir I'impossibilité de resoudre en nombres entiers w
mnititude d’équations de la forme

2% = i = Ax?y? 4 Byi.

Mous ne terminerons pas ce rapport sans rappeler qu’a une epoque anterieure .

M. Lame s’était déja occupé de la théovie des nombres. Au moment ot I'Academie pro-
posa ponr sujet de prix le deenier théoréme de Fermat, elle recut nn Mémoire qui ne
resolvait pas, il est vrai, la question proposee ; mais qui renfermait du moins des theo-
rémes curicux sur 'impossibilite de Ia résoudre sans que certains nombres, égaux, pa
exemple, i I'unitc augmentce du double ou du quadruple de Pexposant, fussent divi-
seurs de I'une des imconnues. L'un de nous, nommé Commissaire i cette cpoque ave
M. Legendre, se vappelle encore avoir lu ces théorémes dans le Mémoire envove an con-
cours. Si Pauteur, que nous avons su depuis étre M. Lamé, ne parvint pas alors & rem-
plir entierement le veen de I Academie, son travail n’était pourtant pas sans inérite , ot
son nouveau Memaire pronve qu’il est capable de lutter avec avantage contre les difficul-
ies qui dans cette maticre n'ont pu étre jusqu’a présent complétement surmontees pai
les geometres.

» En résume, vos Gommissaires pensent que le Mémoire de M, Lame est digne de
approbation de Pacademic, et d'c¢ire insére dans le recueil des Savants dtrangers..

Les conclusions de ¢ rapport sont adoptees.

o Post-scriptam. On demontre aisément le nouvean theoréme enonce dans ce rapport

de la manicre suivante :

» Solent 1, «, €.
les trois racines de I'équation = .
On aura, non-sculement | Fa4-C=0.

mais encore, en supposant # non divisible par 3.
r } F~ar=Cr—o0.
et de plus 2y 3= pe— ) — )

Cela posé, je dis que, si Fon prend pour 2 un nombre premier impair superiear

1 3, Pexpression

{2, (4w 1N — ¥

sera divisible par le trinome B e % e n AP
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et meme par le carre de ce trinome, lorsque 7 divisé par 3 donnera pour reste unite.
Effectivement, pour établir cette proposition, il suffira de faire voir qu’en supposant

TITTay ou x = 5y,

on reduit & zéro I'expression (2}, et de plus sa dérivée relative i ., savon

‘3) Il[(x—"—_}’)"_’——l‘"—’],
lorsque » divisé par 6 donnera i pour reste. Or, lorsqu’on suppose , par exeple
v =uay, les expressions (2) et (3) deviennent proportionnelles aux suivantes

(r + il R +(— C)",
ri(1 4 ) 1= R[(=E)rT g~ ,
et il est clair qu’elles s’évanouissent, la premicre en vertu de la formule {r}

i, ponrles va-
leurs impaires de » non divisibles par 3; la seconde en vertu des formules

@t =1, I—
b ’

pour les valeurs impaires de 7, qui, divisées par 3, donnent s pour reste.,



