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JOURNAL
DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

MEMOIRE

SUR LA PROPAGATION ET LA POLARISATION
DU MOUVEMENT

DANS UN MILIEU ELASTIQUE INDEFINI,

CRISTALLISE D’UNE MANIERE QUELCONQEE ;

Par M. P.-H. BLANCHET,

Professeur de Physique au Collége royal de Henri IV, [*]

- e P ——— ..

1. M. Poisson, dans un de ses beaux Mémoires, a traité compléte-
ment la propagation du mouvement dans un milieu élastique, homo-
géne, non cristallisé : je me propose ici d’interpréter les intégrales dans
toute la généralité de la question. L’étude des lois du mouvement dans
un milieu homogene, élastique, indéfini, cristallisé d’une maniere quel-
conque, n’est peut-étre pas indigne de I’attention des géométres.

Vintégre par une méthode connue [**]; mais j’en tire un parti nouveau
pour mettre les intégrales sous une forme qui n’a été donnée nulle part.
Les résultats sont parfaitement symétriques.

[*] Ce Mémoire a été présenté A I’Académie des Sciences , le 6 aoiit 1838. Voyez le
rapport de M. Sturm, Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, tome VII, page 1143.
[**] Employée avec élégance par M. Cauchy, dans ses lecons au Collége de France.
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2. Les équations générales du mouvement, que nous voulons consi-
dérer, sont (Mémoires de . Académie des Sciences, tome X, page 578):

dp, _
dt’+d.r + 7 + % =
2 . d

(1) Z;+"Q'+"Q + %,
&y dB dRy _
2;;"’ t = dz—o’

dans lesquelles nous avons pris p = 1. Nous avons aussi remplacé u,
vy, wypar £, 1, £. On a

(2) P,=R,, Q =R,, P,=Q,.

Les quantités P, P,, P;,Q,, Qs Qs Ry, Ry, R, se réduisent a six, qui
. sont toutes de la forme

Y 1= aE oo (E ) n( ) o)

Nous supposerons le corps homogene et partout 4 la méme tempé-
rature, de telle sorte que les 36 coefficients tels que A, B, C, etc., se-
ront constants ainsi que la densité p, que nous avons pu prendre égale
a 1 par cette raison.

3. Pour intégrer les équations (1), prenons d’abord

£ = Uelr +w + wz)\/:l’

([;) " =-Ve(uz+vr+wz)l/—_1’

s c =We(uz+ vy 4+ wsjl/ -—l;

U, V, W sont des fonctions de ¢; u, v, w sont indépendants des variables

Xy ¥y 2yt
On a évidemment

L wv=i, T=v—i, Z-wrv—,

dy
d — d — dy —
B (= V=1 F=mV—i, g=wiV—r

:—i:.u:\/.:—], Z—y:vé’ —_—1, -;ié::w:\./——l.
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Par la substitution de ces valeurs, une quantité de la forme (3) deviendra

(Au + Fy + Ew)g o
(6) T= [+ (Fu + Bv—!—Dw)n]\/—-h
+ (Eu 4 Dy 4+ Cw)Z
ou, pour abréger,

7) T = (T% + T+ TOV—,
si 'on pose
T = Au + Fo + Ew,
(8) T = Fu +4 By 4+ Dw,
T;/I — Eu + Dv+ CW.
On aura
; ZZ‘_—_TU \/——-I _ — (T’E +T”” +T’”<)u,
(9) Z—; =Ty \:/:[— —_ (TIE + Ty + T”’C) 0,
Z—: =Tw \/—_l _ = (T/s + T + TI’I:)W.

Si Ion fait les calculs analogues pour les quantités P,, Q,, R,, P,, Q,,
R,, etc., on aura

d*F

aw - (L4854 Ram+ 2:0),
(10) P1 — — (R +Tan + B0,
P = — (UE + B2,

en désignant les coefficients de £, #, {, par — £, — M4y — 0y, — R,
—®, —9,, —9 |, — Ry, —%,. Toutes ces quantités sont des poly-
nomes entiers homogeénes du second degré en u, v, w.

Si maintenant nous multiplions respectivement les trois équations (ro
par ., ¥, €, et si nous les ajoutons, apres avoir posé

- Ryhot-Mgtb4-%,€ 9 5By o 4-I03€
- W - <

2

=S

(II) {1°L+$1%+Q1?

et

(12) s = &f + wn + €,
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nous aurons

. d*y
(13) 7 T8 =o0;
on en tire par Pintégration

in st
(14) ¥ = ¥,C0s 5t + &, su:s’

‘. s d.
en désignant par «, et ¥, les valeurs initiales de « et de ‘—1; pour £ =o.

Les équations (11) donnent

=N b+a/% 42,2 =0,
(15) Ryht (Mg — s*) W - 8,© = o,
(Qsb Bytb 4 (Iy — sT)@ = o.

On tire des deux premieres

—C[9 , (My—s*) — A, F,]
(‘tl - 5’) (SIL,—.;‘) — &, "Rz’

W = _e[Ql({A—S’) — 9, R
" (CLi—s") (M — s*) — &, Ry’

A=

et par suite _
A W \ e

) ) — TR T (G (G o) =T,

substituant dans la troisiéme les quantités proportionnelles 4 &, W, €,
on aura, pour déterminer s?,

/ (L) (My—s") (05—s") —Fy%s (L1—s") — Q&a(m-—S’)} -0
(17) { — Ry Ry (Iy—s") +R,%,2, + 2, R, %, ’

Cette équation est du troisieme degré en s?, elle aura trois racines ¢%,
s”%, §"*, qui donneront pour &, %, €, trois systémes de valeurs A/, w’, &/,
A7, W, €7, A", WY, €7, et par suite trois valeurs de s :

(18) ”=o}‘o”.£_+%”ﬂ+e”{,

8’:0”0’5—{-‘\'5,7;-{—@,6,
¥
gw—_- "+ W0 - 7.

En désignant par £,, »,, {,, €,, 1y, {,, les valeurs initiales tirées des ex-
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pressions (4) quand on fait £ =o0 dans U, V, W, on aura pour les va-

. d
leurs initiales des = et des d—: :

5, = oA £ 4 W 1y @’foa
(19) s, = " Eg 4 W' ng + 9”{07
P J‘omao —+ Wy 4 e””{oa
8.' = %,51 +"ﬂ7/7h -+ e’fi )
(20) s, = A" L 4 Wy - €7¢4,
¥ = °}‘°’,El + %70, + e"é’n

et, en vertu de I'équation (14),

, sin &'t
¥ =g, COSST4u] —
sin s”¢
i " I 1
(21) &= coss't+ o) ——,
! : W
sin s”¢
8”’= 8;’ COSSmt—'—UI:l -s,—”.

D’ailleurs, des équations (18), on tire, par I’élimination, des expres-
sions de la forme
E=dd 4+ a's" + a"s",
(22) n= b4+ by + b"s",
(=¥ 4" "¢
et comme ces valeurs doivent rendre identiques les équations (18), on
en conclura les conditions suivantes :
ar bW e =1,
(23) a' A" - bW ' = I,
" " B ¢S = 1,

(A @ ol B - "= o,

o' @7 4y B4 € "= o,

A'd Wb 4 €'¢ =o,

(24) Ao’ g e " B & "= o,
Aa 40" 4 €"¢ = o,

A"@" - W"E - " = o.

Si 'on substituait les valeurs de ¢, ¥’, «” des équations (18) dans les

équations (22), on devrait aussi avoir des identités, d’ou I'on conclu-
rait encore
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- aW + a'"%’ 4 a" %" = o,
ae 4+ a'e 4 a"e” = o,
_ BA 4 b A" B A" = o,
(25) 45 4 b"e” = o,
R 4" A" 4 "A" = o,
W 4 "W 4 "Ww” = o,
AN 4 a'h 4 a" A" =1,
(26) B - B A BB 1,
e 4 c” e 4 "e"=1.
Si I'on prend les valeurs de s, ], &7, ., !, ", dans les équations (1g)
et (20) pour les substituer dans les équations (21), et si 'on substitue
ensuite les expressions de ¢/, s”, «”, dans les équations (22), on aura

£ = (@A coss't4-a"R"cos s"t4-a" A" cos s E,+ ( A sin slt+ " o’ i s” t+ "sm il t) £,
—+ (a@'W'cos s't4-a"wh"cos s"t4-a"H"cos "o+ (a’ oy sing'z ,,%,,su: ,'f t+a"1!b"sm ;M A )m
+ (@€ coss't+4-a"C" coss"t4a” " cos "¢+ (a’e' sm:-’ t+ a"@”s%t+ a"'@"s";f,‘”t\)i_’ -
% = (U A'cos s't+4-b"M"coss"t4-8" L™ cos s"0)E o+ <b’eﬂu/ sins's —+b"A ,,sms ’+b"cl,"sm s”’t)f ;
+ (BWcos 5 t+-B"1"cos 5" t+B 5" c0s st o~ (b’%’ sins? | g, sin s ’+b" t\,"'s"‘sf, ')m
~+ ('€ cos s't4-5"€" coss"t+4-5"C" cos s"t)¢ o+ ( Ve sm'sj +b” e”“‘ s t+ premsin wt\){ '
/
¢ =(c'A cos5't4-c" A" cos s"t~4-c" A" cos s"6)E o+ (c’ A’ sms’t+ ' 2o ins’ t+c"’¢t,"5h:‘;‘,‘m') £
+ (W' cos 5't4-c"Wh" cos s ™" coss" g+ (c’ ot sins t+ " aghy ,,sm s t+ ,,su:m”’ ",
/
+ (€ coss't4c"€" coss"t4+c"E" cos ")+ (c’ g sins t ¢ ”"sm—:'+c"c’3" sin ,f, /‘F\{ .

SiI'on fait £ = o, les conditions initiales sont remphes en vertu des équa-
tions de conditions (25) et (26).

4. Pour former les valeursde £, #, {, on peut mettre tant de termes
qu’on voudra de méme forme , méme une infinité de termes, tous les
elements d’intégrales définies propres 4 représenter les valeurs initiales

4t dy dC
de 57 n, L, @’

On pourra donc écrire :

, pour t =o. : .
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Toutes les intégrales sont prises de — oo a -+ oe.

5. On peut facilement vérifier que ces formules satisfont aux équa-
tions (1). En effet, 4 cause de I'exponentielle commune, si I'on substitue
pour £, n, { leurs valeurs, les quantités £ ,, My, I3y R4y Ray 245 Ly €3y
@;, se reproduiront, et les termes affectés de coss’t disparaitront, si Iona

a'st = £ad+ R, + 2,¢,
b5t = Ria 4 M+ &y ¢,
gc’ 5t = 9,4 + By &' 4+ 9yc.

(29)

Or, les équations (15) doivent étre satisfaites par les quantités &/, &', €',
§'; on aura donc

(30) R = M B, & = W s,

Lah 4+ R+ 2,8 = A5,
{Q,Js’ 4+ B, W - I, = €' 5.

Si I’on multiplie respectivement par @, ¥, ¢’, et si 'on a égard 4 la pre-
miére des conditions (23), on trouve, en ajoutant

B+ R4 3¢ )b (R4 0 TNy b By Y (210 A4 £y b 490y ) ' =57
On a aussi

(32) Ry Mgl 4 B, € = W's™,

{ (JJOII +'ﬂl %II + Q_le” — wl)”.f”’,
Q_,a’o” +®3 'Ul"”-'-%se” = e”s”’.

Multipliant respectivement par a’, &, ¢/, ajoutant et ayant égard a la
troisiéme des conditions (24), on trouve

(33)(£ 4"+ R B2 4 )"+ (R 1@ 4+ I o b 4 E5 Y " 4-(D @'+ %o b+ Iy ¢ )E =00,
de méme on trouvera
(34)(£ 1@+ Rab 4D 5 YA 4-(R 18 4-T0y b+ L5 Y00 +(2 16"+ %26 +T0y¢ )" =0.

Si maintenant on multiplie les équations (31), (33), (34), respective-
ment par @, @’, a’, et si Y'on ajoute; en vertu de la premiére des équa-
tions (26) et des deux premiéres des équations (25), on aura

L£40 4 R+ 3, = a5

(est la premiére des équations (29). On démontrera sans peine les
autres. On voit par 1d que &/, ¥, ¢/, comme A/, W', &', satisfont & des

oot " [ (RN LR O Y R R B
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équations de méme forme que les équations (1 5), mais qui ne sont pa
les équations (15).

On obtiendra des résultats analogues pour a’, 4", ¢”, a”, b", ¢".

11 suit de 1a que les rapports des quantités @', &/, c', sont déterminés
comme ceux des quantités A/, W', €5 mais ces quantités elles-mémes ne le
sont pas. En effet, si dans les équations de condition (23) on fait varier
A/, %', €, dans un certain rapport, il faudra que &/, b, ¢’y varient dans
un rapport inverse. 1l en sera de méme pour &', W', " et a’, ", ¢’,
pour A", w", " et a’, b", c"; et alors toutes les équations de condi-
tion (24) seront aussi satisfaites. Admettons que toutes ces quantités
soient réelles, comme on le verra plus tard ;

On peut, si Pon veut, fixer les valeurs de toutes ces quantites en
prenant

(35) arz + bl2 _l__ cl2 =1, a’? -+ bna_‘_cnz =1, a«uz + bmz _I__cmz —=1.

On peut concevoir une droite menée par I’origine, de maniére a faire
avec les axes coordonnés des angles dont les cosinus soient a’, b, et
deux autres droites déterminées comme la premiére par les valeurs de
a’, b, ¢, a", b", ¢". On aura ainsi trois nouveaux axes, obliques en
général.

Remarquons maintenant que &, s, s”, en vertu de I'équation (17) et
de la composition des coefficients £, My, I5y Byy 55 D3y sy Koy Ry,
sont des fonctions homogénes du premier degré en u, v, w. En vertu
des équations (35) et d’équations telles que les équations (29), a’, &', ¢/,
a’, b, ¢, a’,b", c", sont des fonctions homogenes de degré nul. 1 en est
de méme des quantités &', W', &', &", %", €, A", 1", @". De plus, a cause
des équations (35), les quantités ', ¥/, ¢/, @’, etc., ne seront jamais infi-
nies; il en sera de méme de A/, W', €', &”, efc. ; car, si par exemple A’
était infini , 4’ et € le seraient en méme temps a cause de leurs rap-
ports constants avec &', et o/, b’y ¢’ seraient simultanément nuls, 2
cause de la premiére des équations (23), et ne pourraient satisfaire a
la premiére des équations (35).

6. On peut vérifier que les expressions (28) satisfont aux conditions
initiales, pourvu que f,(x, ¥, 2), f2(x, ¥, 2), fi(x, ¥, 2), {i{x, 7, 2),
f.(x, 7, 2), f;(=, 7, 2) soient les valeursde &, , {, 0 dn AL

=2, —, -2 pour £=o0.
2 aede P
Tome V. — Janvier 1840.

2
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En effet, si I'on pose ¢ = o dans les formules (28), les sinus deviennent
nuls; les cosinus prennent la valeur 1. Dans la valeur de £ le coefficient
de fi(A, u, v) devient égal & 1; les coefficients des autres fonctions s’ éva-
nouissent en vertu des équations de condition (23) et (24). Donc, d’apres
la formule de Fourier étendue 4 trois variables, £ se réduit a f(x, y,3),

qui est sa valeur initiale. 11 est facile de voir que Z—f seréduit 4 f,(xr,y,z),

parce que les sinus et cosinus se changent en cosinus et sinus par la
différentiation. La vérification est la méme pournetl.

7. Cela posé, pour interpréter les expressions (28) dans leur état gé-
néral, nous observerons que les diverses parties des intégrales sont de la
forme

, e pm o pm am pa o - = '
8,_3] / / / / g[u(l‘ Ny —p)twlz—n)L” @ 08 st (A, pe, V)t dv dev ol e dy.
o — RV — @ =g — oS — oS —~ >

ol

) , . v g1 pow ) WA 1 sinst
t / “ (e * et"(r Mt —pe) e Yo —"f(A, ®y vydu do de da de dv;
83 sl —wd — xS —od —nd — 2 o

cette derniére revient a

. ' 5 + -] 0 ' . ! o g2} — —
i /1/ ® { ’ ® j » AeF 3 —aihwz—)V” 'acosstf().,,u,v)du dv dw dr s dy de
8w ) —n oV -

11 suffit donc de considérer d’abord Vintégrale (36) dans laquelle
S (», m, v) désigne une fonction quelconque des variables A, u, v; s et w
des fonctions homogenes de u, v, w: la premiére du premier degré, la
seconde de degré nul.

Posons
gx—)\ = af = fcosw,

¥ —u=6p = psin@ cos,

39"
.z —v =9p = psina sinf;

£ sera le rayon vecteur mené du point (x, y, z) au point dont les coor-
données sont A, u, v; @47 sera I'angle qu’il fait avec I'axe des x; §
Pangle que fait avec le plan des x, 7, le plan qui passe par 'axe des x et
par le rayon vecteur; z, €, 9, désigneront les cosinus des angle§ du
rayon vecteur avec les axes des z, des y, des z, pris en signes contraires.
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Transformons encore les quantités u, v, w, regardées comme les coor-
données rectangulaires d'un point en d’autres coordonnées rectangu-
laires, et remplacons

‘ u par au 4 o'v 4 a'w,
{40) ) v par Su—+ €'v+ E'w,
L w par yu - 904+ Y 'w.

La quantité & (x—A) + v(y—u) + w(z—v) deviendra pu. En dési-

gnant pour abréger par % (p) ce que devient f(A, , v), nous aurons

(41) J(x—ap, y—Ep, z—p) = x(f)>

et P'intégrale (36) prendra la forme

1 Y AN I ) ron ) g )
(42\) 8;3./0 jo jo j_w & v Iwcos‘s't‘x(p)p’ du dv dw dssinw dw do.

—_—0 S =0

dans laquelle o et s seront des fonctions homogenes en u, ¢, w, de méme
degré qu’avant la transformation.
Soient maintenant

43) v=pu, w=qu, dv=udp, dw=udg;
on aura, a cause de ’homogénéité selon le signe de «,

(44) §=* nu, w=m; [

n et m désigneront des fonctions de p et ¢ seulement. L’intégrale
deviendra

T ® pc =2 Y
(4558%‘[2 Fj f ’ OQJ ePu‘/—rm cosunt y(p) p*u dp dyq du desinw da db,
o JO (] - _— -_—e

[*] A cause de la forme des quantités £ ;, My, Iy, 4)....., par la transformation
indiquée, ce sera le facteur #* qui deviendra commun & tous les termes. Par suite, d’a-

prés Péquation (17), s sera véritablement de la forme ~ (x?)*. On devra donc prendre
-~ nz quand « sera positif, — nu §il est négatif. De méme, 4 cause des équations (35),
@, qui représente des quantités de la forme a-b, avb, sera de la forme mi{u?)0 = m, dans
tous les cas.
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On peut se débarrasser du facteur #? en écrivant sous la forme

, \ —_1 d? 207 ® @ © — .
146) 5 r f f [ f Y cos(unt) x (¢) = du dp dg de sin @ da a9,
8%" dt’ —_—n ) - —n n? ’

ona
eV =1 — cospu+ \/— 1, sinpu,
eV =1
e ' cos(unt) = cospu cosunt -+ \/— I sin pu cos unt,

€0s % (p~—nt) < cos u{p - nt)
5 .

COspu COs unt —

La partie imaginaire disparaitra de I'intégrale parce que u entre
— o et + oo donnera pour sin« des valeurs égales et de signes con-

traires. Les éléments de l'intégrale multipliée par \/—1 se détruiront
deux a deux, et I'on aura, au lieu de I'intégrale (46), la somme de ces

deux autres:

(47) an 161-3j f fw j_ j_ cosu(p—-nt)—x(p)dudp dg dpsinz d= dj,

4 1 an Lr o e ® o me? .
(48)—d_t’|67f0 j; /; j_xf_wj_wcos u(p+nt);:—x(p)dudp dq dr sin» d= db.

Si dans la premiére, nous considérons seulement les intégrations rela-
tives & u et & p, nous aurons par la formule de Fourier,

(49) L%jom[:; cos u(p-—nt)%: x(p)dudp = £ x(nt),
et I'intégrale (47) deviendra
(50) -—%#f“[f_“ [ mx(nt)dpdysinw dw .

Si dans I'intégrale (49) on remplace p—nt par g —+nt sous le signe
cos, elle s’évanouit, parce que la valeur p—=—nt n’est pas comprise entre
les limites de l'intégration par rapport a p. Ainsi Uintégrale (48) dispa-
rait, et I'intégrale (50) représente toute la valeur de 'intégrale (46). 11
faut réduire encore I'intégrale quadruple.

8. Pour y parvenir, observons que les racines s%, s"2, s"* de I'équa-
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tion (17) doivent étre réelles et positives pour toutes les valeursde i, v, w;
autrement, la propagation n’aurait pas lieu; car les cosinus et sinus de
Pun des arcs s, s”¢, s"t, se transformeraient en exponentielles réelles et
croitraient indéfiniment avec le temps; par suite les quantités £, », {, ne
resteraient pas trés petites, ce qui est contraire aux conditions de la mise
en équation. Sidonc nous laissons s? pour désigner 'une quelconque des
trois racines, nous aurons

(51} S=F(u7 V,W),

v

et la fonction F prendra une valeur réelle pour toute valeur de z, v, w;
par la transformation v = pu, w = qu, nous aurons

(52) s==xuF(x,p,q), n=F(1,p,q);
donc
(53) nt = tF(1, p, q), nt="F(¢, tp, tq).

Observons encore que si I'on regarde u, v, w, comme les coordonnées
rectangnlaires d'un méme point de Vespace, et si I'on fait la quantité s
constante, I’équation (51) représente une surface qu’un rayon vecteur
mené de I’origine ne peut rencontrer qu’en un point; car si 'on prend
u=ax, v=br, w=ce, on aura

s

(54) s=1F(a, b,¢), v=gr5

1l n’y aura qu’une valeur de v pour chaque systeme de valeurs de «, b, c.

Toutes les surfaces ainsi comprises dans 'équation (51) sont sem-
blables entre elles; et en vertu de I'équation (54)il en peut passer une par
chaque point de 'espace ; car il existera toujours une valeur de s conve-
nable pour que « devienne le rayon vecteur de tel point qu’on voudra
dans la direction déterminée par les cosinus a, b, c.

On peuat remarquer aussi que s a une valeur finie pour des valeurs
finies de u, v, w. 1l suffit pour s’en convaincre de considérer la forme
de I'équation (17). Donc, F{a, b, ¢) n’aura jamais une valeur infinie.

D’aprés ces considérations, les surfaces comprises dans I'équation (51)
peuvent entrer dans un systeme de coordonnées et servir a transformer
les intégrales. Nous pouvons concevoir que chaque point de Pespace
soit déterminé : 1° par une surface comprise dans I'équation (51), pour
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une certaine valeur de s qui sera I'une des coordonnées; 2* par un pian
perpendiculaire 4 I'axe des #; 3° par une coordonnée quelconque prise
dans ce plan. En effet, la coordonnée s et la coordonnée « détermine-
ront une ligne courbe, et la troisieme coordonnée déterminera un point
sur cette ligne courbe.

Entre quelles limites ces coordonnées devront-elles varier pour éten-
dre une intégrale triple & tous les points de Pespace? Si I’on regarde
«’abord comme constantes les coordonnées u et s, la troisieme coordon-
neée, quelle qu'elle soit, devra varier entre des limites telles quelles
donnent tous les points de la courbe d’intersection; si I’on fait varier en-
suite la coordonnée #, on aura toutes les intersections de la surface par
un plan perpendiculaire aux z, et cette coordonnée devra étre comprise
entre les valeurs qui déterminent parmi ces plans, les deux plans tan-
gents extrémes; on devrait encore partager I'intégrale pour toutes les va-
leurs de « qui rendraient le plan tangent a la surface des «, v, w. On
aura ainsi tous les points de cette surface. Enfin, en faisant passer s de
0 a o, la surface passera par tous les points de V'espace [*].

On pourrait encore s’y prendre autrement. Aprés avoir obtenu tous
les points de la courbe d’intersection par la variation de la troisieme
coordonnée , on pourrait faire varier s; alors la courbe s’agrandirait
ou se rétrécirait dans son plan. Elle se réduirait en général a un point,
si la valeur de s était une de celles qui correspondent au contact. Pour
s = o, elle s’étendrait a l'infini; il faudrait donc faire varier s depuis la
plus petite valeur qui donne un contact jusqu’a o; on devrait aussi,
dans certains cas, partager I'intégrale pour les contacts intermédiaires
s'il v avait solution de continuité. Enfin, il faudrait faire varier « de
— & oo pour que le plan parcourit tout Pespace.

Si nous faisons ¥ = ¢, nous aurons

(53) s=F(t, v, w).
Si nous reprenons ¢ = fp, W = {g, nous aurons

(56" nt =F(t, tp, tq) = F(¢, v, w);

{*} Cette maniére de prendre les limites se rapporterait 4 une autre méthode pour
traiter la question. Jai préféré la deuxiéme dans la snite du Mémoire,, parce qu’elle mene
un pen plus rapidement au méme résultat que la premiére.
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et si nous remplacons n¢ par s, pour abréger, I'intégrale (50) deviendra
- di 3w pw o pe 10 . .
(57) — —‘J j j wX($)dv dw sinardar df).
’ detJo JoJ—od—w

s et @ sont composeées comme précédemment, excepté que i est rem-
placé par ¢.

Or, on peut concevoir que v et w soient deux coordonnées rectangu-
laires qui déterminent tous les points du plan dont Péquation est 1« = .
Pour transformer l'intégrale, on peut déterminer autrement la position
de ces points. Nous imaginerons qu’on prenne s pour U'une des coordon-
nées. Chaque valeur de s déterminera une courbe dont I'équation sera
s =F{(¢, v, w), et qui sera I'intersection du plan = ¢ avec la surface
s = F(u, v, w). La portion du plan z=¢ comprise entre deux courbes
correspondantes & s et & s -+ ds, sera la différentielle de Vaire de la
courbe correspondante a la valeur de s que 'on considere. Soit cette

aire représentée par o, sa différentielle sera Z‘: ds. Cette portion de sur-
face infiniment petite sera partagée par la seconde coordonnée, quelle
qu’elle soit, en parties que nous pouvons représenter par d' Z—i({.s-. Tel
sera I’élément différentiel de la surface du plan z = ¢. Cet élément devra
remplacer dv div. L’intégration relative a s devra s’étendre depuis la pius
petite valeur de s pour laquelle la surface donnée par Véquation (51
touche le plan z =¢, jusqu’a s = =. La plus petite valeur que I'on
puisse donner a s satisfera en général aux conditions

(58) ds _ s

(20) = 0,

de = 7 dw
qui donneront pour ¢ et w, et par suite pour s, des valeurs proportion-
nelles 4 ¢; on aura donc une expression de la forme s = Nz pour la plus
petite valeur de s. D’ailleurs I'intégration qui se rapporte & d' doit ¢tre
étendue a tout le contour de la courbe dont I'équation est

(59) s =F(¢, v, w),
dans le plan . = ¢.

L’intégrale (57) deviendra ainsi

PN di o1 PAT e gt , e .
{ e 1 dr 4. .
(bo) el _/0 l/O L/ y ijks)cp 7 ds sine da (4 :
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@ est maintenant une fonction homogéne de degré nul de ¢, s, et de
la coordonnée 4 laquelle se rapporte la caractéristique J'.
Soit maintenant I'intégrale définie

(61) fod T =0t 5)

@ (t,5) sera une fonction homogéne du premier degré en ¢ et en 5. L’in-
tégrale (G0) deviendra

d? 7 PO A
(62) — JFE&%’ j: j L/Nt %(5) @ (¢, §) ds sine dw df.
Si on effectue 1a double différentiation indiquée, et si, pour abréger,
on pose
d b dl ¥ s
(63) —“’%9 = @2 ), —ﬁ#‘ﬂ = ¢"(t, );

si, de plus, on observe que les principes de ’homogénéité donnent
(64)  ¢l6Ne)=1tp(1,N), ¢/(s,Ne) =9/(1, N), ¢"(t, Ne)=19"(1, ),

on trouvera, au lieu de Vintégrale (62), I'expression

66) g [ SN[ S 01N 1N 000 NN (4. — k(69705 s i .

SiVon fait s = #s’, on aura
te " i I ds’
©6) [T ds= [Ty (e (1, %,

et par suite I'intégrale (65) sera remplacée par la somme des quatre in-
tégrales suivantes :

o [T Neo (s, M) X (V) sin e
+ 8:r=f:”fN o(1, N)x (N¢) sinw dar df
v W= f"f:N@’(I,N)x(Nt)sin@ da df
— & f:"]:f;}x(ts“)w'(r,s')dysin@dfw d.

Telle est la réduction de I'intégrale (36).
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9. L’intégrale (38) 4 laquelle se raméne I'intégrale (37), ne sera pas
plus difficile & obtenir. On aura un résultat de méme forme que I'inté-
grale (65) qu’il faudra multiplier par dt, et intégrer depuis o jusqu’a .
11 suffira donc de faire la méme opération sur chacune des inté-
grales (67).

10. Nous allons maintenant examiner les intégrales dans le cas ot
I’ébranlement initial aurait été circonscrit dans une certaine portion de
I'espace autour de I'origine des coordonnées, et ou le temps £ serait de-
venu trés grand [*].

Pour introduire cette condition dans le calcul, nous concevrons que
les fonctions arbitraires s’évanouissent toutes les fois que les variables
se rapporteront & un point situé hors des limites de I'ébranlement pri-
mitif. Ainsi f(x, y, z), par exemple, aura une valeur trés petite entre
ces limites et nulle au-dela.

Si pour savoir quels sont les points de l’espace en mouvement apres

dg dn df
de? de’ dr’
la forme (67) y donneront des intégrales de la forme

le temps £, nous prenons les expressions de les intégrales de

tg—;.fzwf:Nt‘P(I,N)j—;x(Nt) sine dw df,
O d. _
['L,;fo fo Ne (1, N) d—tx(Nt)sm@d@dQ,
. 1 2% o , d. .
68) S;f [T Ne(s, N) G 1 (Ne) sina daw
- fhf fm ; th(tS')Cp"(I §)ds sina dw df,
+ Srafhf N t,x(ts’)q)”(x &) ds' sine da df.

D’apreés la remarque du n® 9, Vintégrale (37) ou (38) donnera des ex-
pressions analogues. Il y aura senlement une différentiation de moins
par rapport au temps.

[*] A proprement parler, c’est la quantité N¢ que 'on regarde comme trés grande et
comparable A une trés grande distance » de l'origine 2 un point (z, y, z). 1l sera aisé de
s'en apercevoir.

Tome V. — Janvier 1840. 3
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Si nous nous bornons i la partie la plus considérable de ces ex-
pressions, 2 celle qui contient le temps en facteur, nous aurons 4 con-
sidérer seulement des expressions de la forme

1 - di .
69) g [ [T Nea(s, N) x(Ne) sin @ dev df,

ou
(100 g [ [T Ne0(,N) 5 (Nt)sin @ da
or, d’aprés équation (41), la fonction

(71) x(Nt) = f{xr—aNt, y—ENt, z—9Nt).

Elle n’aura de valeur qu’autant que les quantités x— aN¢, y— 6Nz,
z—yNt, considérées comme trois coordonnées A, u, v, seront com-
prises entre les limites de I’é¢branlement primitif; mais apres la transfor-
mation des A, u, v en p, @ et §, les valeurs de p, @ et § doivent étre com-
prises entre des limites qui se rapportent 4 la méme partie de I'espace
pour que la fonction X(p) ne soit pas nulle. D’aprés cela, si pour des va-
leurs attribuées A = et § de maniére 4 ce que le rayon vecteur traverse la
partie de I'espace ou s’est fait Iébranlement primitif, la quantité N¢ ne
se trouve pas €gale au rayon vecteur p d’un point de cette partie de 1’es-
pace, P'expression % (N¢) aura une valeur nulle; donc P'intégrale (69)
sera nulle aussi si la surface dont ’équation est

(72) p= Nt

ne rencontre pas la partie de I’espace primitivement ébranlée.

Elle n’aura de valeur sensible que pour les éléments correspondants
aux points de cette surface, compris dans le lieu de I'ébranlement
initial.

Or, d’apres la transformation, p exprime la distance du point , y, z,
au point A, k&, v; donc, réciproquement, pour tous les points de Ies-
pace qui ne seront pas 4 une distance d'un des points A, u, », égale a
N¢t, Iélément de D'intégrale relatif aux valeurs correspondantes de @ et
§ sera nul.
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1l suit de 14 que pour connaitre les points de I'espace en mouvement
apres le temps ¢, il faut déplacer la surface p = Nz parallélement &
elleméme, de maniére que l'origine du rayon vecteur p se promene
dans toute la portion de I'espace ot I'ébranlement initial a eu lieu. Il y
aura une surface enveloppe extérieure et une surface enveloppe inté-
rieure a la surface p = N¢, dans ses diverses positions, et les points de
espace non compris entre ces deux surfaces enveloppes seront en re-
pos, si, d’ailleurs, d’autres intégrales que intégrale (69) ne donnent
rien pour ces points.

La propagation se fera donc suivant une onde et les dimensions des
surfaces limites de cette onde croitront évidemment avec le temps.

La vitesse de propagation de ’onde sera constante dans chaque
direction, du moins tant qu’on ne considérera que Iintégrale {6g).
Elle changera, au contraire, avec la direction, 4 cause de la variabilité
de N.

On pourra appliquer des raisonnements semblables 4 toutes les par-
ties des expressions (28); ainsi la propagation du mouvement par une
onde n’est pas douteuse.

11. Occupons-nous maintenant des coefficients ¢ (1, N).
La fonction ¢ (¢, s) est donnée par I’équation (59),

(73) [0d % =0l 9).

Quand le temps ¢ est trés grand , un point x, ¥, z ou I'ébranlement
est parvenu , est trés loin de Porigine des coordonnées. Les valeurs de
@ et § different trés peu des valeurs IT et © qui se rapportent a la direc-
tion du rayon vecteur r mené de I'origine au point x, 7, z. Par suite,
o différe peu de la valeur Q, qui est ce que devient » quand on y rem-
place @ et § par Il et ©.

De plus, observons que nous voulons calculer ¢ (¢, s) pour y faire
ensuite s = Nz. En vertu des équations (58), cette valeur répond en gé-

néral au cas ou le plan u = ¢ serait tangent 4 la surface s = F(u, v, w);

N . . oy du _du . . .
car, a cause des équations citées, ~, et -~ seraient nuls. Donc il nous suf-
fit de considérer le cas ou la surface s un peu différente, donnerait
pourtant une section trés petite. Les points de contact de cette section

3.
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seralent trés rapprochés les uns des autres[*], et par conséquent £ va-
rierait trés peu pour ces différents points; donc on peut faire sortir Q
de P'intégrale qui se rapporte 2 la caractéristique d'en lui dennant la
valeur qu’il prendrait a la limite s = Nz, 'équation (73) deviendra

(76) o,y =0ffT=a%

¢ s’évanouit pour s = N¢, mais sa différentielle %ne s’évanouit pas dans
la méme hypothése. Il serait facile de faire voir en vertu des équa-
tions (58), que c’est, en général, le quotient que I'on obtient en divisant
par ds Vaire de lellipse caractéristique [***] de la surface s = F(x, ¢, w).
Quand le plan tangent devient perpendiculaire & la direction de I'axe
des u, ou plutot a la direction du rayon vecteur r qui différe trés peu
de la premiére, le calcul de % n’offrira donc aucune difficulté, etla va-
leur de cette quantité s’exprimera au moyen des coefficients différen-
tiels du deuxieme ordre de la surface des «, v, w. Soit doncg: =,
4 la limite, on aura

(79) o(1, N) = Q4 (1, N),
et I'intégrale (69) deviendra
(76) 8% Qi f:wf: NA (1, N):—;X(Nt)sin@'dw d8.

On pourrait méme écrire N+J (1, N) hors des intégrations en y rempla-
cant @ et § par I1 et ©.

D’apreés la forme des intégrales (36) et (37) comparées aux intégrales
(28), w représente des quantités telles que at, aw, etc. Ces quantités
sortiront donc des intégrales.

Si maintenant on considére une nappe particuliére de la surface s,

[*] Ainsi que du point qui répondrait au contact.

[**] © devient aussi indépendant de ¢ A cause de I'homogénéité.

La position du point de contact de la surface s avec le plan x = ¢ est indépendante de
la direction arbitraire des axes des nouveaux ¢ et w ; par suite la valeur de Q en est aussi
indépendante. 1l est aisé de s’en assurer.

[***) M. Charles Dupin.

" \ . " ' Vot N 1 PIECCTTIR g e
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celle qui, par exemple, répond a & des intégrales (28), pour que les
& b &
dt’de’de’
grales ne soient pas nulles, on devra avoir p = N’z en désignant par N'¢
ce que nous avions représenté par N¢. Comme, en général, s” et s sont
différents de #, les valeurs correspondantes Nz, N”¢ différeront sensi-
blement de Nz, en sorte que les parties des intégrales ot entrent s” et
s” disparaitront si les parties oti entre & subsistent, et les valeurs de
d¥ dy d
de’de’ dt
qui seront sortis des signes /" en vertu de la réduction exposée préceé-
demment. Par conséquent, la vitesse de vibration aux points x, y, z de
I'onde dans la direction déterminée par IT et © sera paralléle 4 la droite
déterminée par les cosinus &/, &', ¢’, quand on a remplacé @ et § par
I et ®. Pour la méme direction déterminée par IT et @, la nappe s” de
la surface s donnera aussi un mouvement vibratoire pour d’autres points
x, ¥, % donnés par la rencontre de la surface p =N’z avec le rayon
vecteur indéfini mené dans la direction I1, ®; et les vibrations seront
parall¢les & la direction constante a”, 4", ¢”; on raisonnera de méme
pour s” et a”, b”, ¢”. Ainsi 'onde aura trois nappes. En général les
points situés sur un méme rayon vecteur auront des vitesses de vibra-
tion paralleles entre elles dans la méme nappe, et paralléles respecti-
vement pour les trois nappes & trois directions a’, &', ¢'; a’, b, ¢"; a”,
b, ¢”; fonctions de la direction du rayon vecteur. C'est ainsi que le
mouvement se trouve polarisé quand le temps est devenu considérable
par rapport aux dimensions de la partie de 1’espace dans laquelle le
mouvement initial a eu lieu.

valeurs des parties correspondantes de déduites de ces inté-

déduites des intégrales (28) seront proportionnelles a @/, ¥, ¢/

12. Les résultats ne sont pas toujours aussi simples. Il peut se faire
que la surface des u, v, 1 devienne plusieurs fois tangente au plan
u =t pendant que s passe de 0 & + co. Alors la fonction ¢ changera
plusieurs fois de forme sans cesser d’étre continue. Mais on doit la diffé-
rentier par rapport as; sa différentielle ne sera pas continue; il faudra
donc partager Vintégrale relative & s toutes les fois que cette circons-
tance se présentera. Ainsi dans Pexpression (62), au lieu d’une seule

-]
somme de la forme f N, O aura, par rapport a s, plusieurs sommes
t
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N,t Nye
telles que let + [
du résultat qui se rapportera 4 la limite supérieure de I'une, ne sera pas
détruite par la partie qui viendra de la limite inférieure de la suivante,
a cause de la discontinuité. On aura donc pour N,z, N,¢..., des résul-
tats semblables & ceux qu'on a trouvés pour Nz. Il peut donc arriver
que 'onde ait plus de nappes que la surfaee des u, o, w.

13. Lorsque le temps ¢ est devenu trés considérable, les points de
I'espace ébranlés sont sur 'une des surfaces comprises dans I'équation
p = Nz dans laquelle le rayon vecteur p part du point dont les coor-
données sont A, x, v. Nous allons chercher 'équation de ces surfaces
par rapport aux coordonnées primitives.

~ Reprenons les équations (39), la transformation (40), les conditions
(58) et la relation qui en résulte entre s et £; joignons-y I'équation (72);
accentuons les nouveaux u, v, w pour les distinguer des anciens et rem-
placons 2/ par ¢; nous aurons

o \ . r . -
+ f N, b apres les intégrations, la partie

X — A= ap,
(77) y — r==6p,
2 — ¥ =)P,
u=—at + a'v’' + 2'w’,
(78) v =6t + €' + E'w',
w= )t+ 7Ivl+}”wl;
ds ds ,
(79) i a7 = 0 s =N, p:=Nt.
Nous aurons
ds ds ,ds ﬁ _
180) t7t+v'a7+w@_s_Nt, dt_N,
ds ds . ds ds _
gw=“a+ca+ =N
ds ds ds ds _
(81) dlea’a—';+c,z’+7,d—u'—o7
ds —_ wds ”f ” _—
=t Y m="°

Si ’on multiplie les trois derniéres équations respectivement par a, 6,
%, puis par &', 6,9/, par &', €’,9", et qu'on les ajoute chaque fois, il
viendra
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ds
dw

£ ds
(82) & —aN, T =¢N,

Si I'on met pour a, €, 9, leurs valeurs tirées des équations (77), et si
'on a égard a la derniére des équations (79), on aura les équations

: ds ds ds
(83) t;—lﬁzx——h, t(?;:f—lbc, t(i‘;—z—l’,
auxquelles on pourra joindre I’équation

(84) u(r — ) + o(y — u) +wiz —») = st,

qui en est la conséquence, et que on obtient en ajoutant les équa-
tions (83) apreés les avoir multipliées respectivement par u, v, w. Pour
avoir le lieu géométrique du point x, 7, z en regardant A, u, » comme
constants, il suffit d’éliminer u, v, w entre les équations (84) et (85). Si
Pon suppose de grandes valeurs au temps # et aux coordonnées x, y,
z, et que 'on néglige A, u, v, on aura par I'élimination, une équation
en x, y, z rapportée a I'origine primitive des axes coordonnés. Ce sera,
dans 'onde, comme une surface moyenne de laquelle les surfaces li-
mites extérieure et intérieure différeront trés peu. Elle indiquera donc
la forme générale de 'onde.

14. 11y a une autre maniére d’amener la réduction de I'intégrale (36).
Apres lui avoir fait prendre la forme (42), on peut transformer les «, o.
w en coordonnées polaires, en posant

u = tcosp
{85) v = vSINpPCosqy et s=un, &=un;
w = ¢sinp singq

on trouvera que I'intégrale (42) devient
W L PO 2m w0 e _
(86) 8—::3]0 jo fo jo jo jo P 'mcos(Lnt)x(p)p’u’sinpsinwdbdprlr/dpr[crr{é.
on ‘
) V dE 3w opmpm o2 opn oo cospy ", 2
87) — 87-352]0 jofo j; j; jo P Imcos(mt))((p) i_* sinw dv dp dg dp dw df,

en la traitant comme I'intégrale (46) on peut la ramener a la
somme des deux intégrales suivantes :
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d? ™ 2 L3 T E 2
(88) — 1_611—_3 = / ) fo f:’fo’ fo f:coSv(pcosp—nt) "nl—f x(p)sinpsins dvdp dg dp dodb,

d: ren - =5 2w T a . .
(89) — ;# ‘—1;;] . fo ‘/'; /; fo f‘:cosv(pcosp+nt)”;—i x(p)sinpsinw dvdp dq dpdesdf.

Nous négligeons la partie imaginaire qui renfermerait le facteur
noo. . . . ”
— sin{vp cosp) cos(vnt), parce que ce facteur, entre les limites de l'inté-
gration , reprend la méme valeur au signe prés quand on y remplace p
par 7 — p et ¢ par ¢ = 7. En effet, comme nous I'avons déja remarque,
les fonctions s et @ ne changent pas quand on y change a la fois le
signe de u, v, w; donc les fonctions 7 et m ne changeront pas non plus
quand on y remplacera cos p, sinp cos g, sin p sing par — cosp,
—sinp cos g, —sinp sing, tandis que le facteur sin (cpcosp) changera de
signe sans changer de valeur. Donc les éléments imaginaires se détrui-
ront deux a deux.

Iintégrale

(90) ijo fo COS’(-('DCOSP—nt)in(P) dy dp,
se réduit &

o1) £ nt

L v X (ap):

pour toutes les valeurs positives de cos p, c’est-a-dire pour toutes les

valeurs de p comprises entre o et 7—; Elle est nulle pour les valeurs de p

. ¥
comprises entre 3 et 7.

Pour le démontrer, on peut poser pour un instant p cos p= p’, ce qui
J

donne ¢ = co‘slp , dp = ;o—g—, et ensuite faire I'intégration par la méthode
de De Flers, comme pour 'intégrale (49), ou, si on Paime mieux, on
peut, comme M. Poisson en a donné Yexemple, introduire en facteur
une exponentielle e~8%, dans laquelle g désigne une quantité infiniment
petite que I'on fera nulle apres les intégrations. Cette exponentielle doit
méme, 2 la rigueur, étre introduite dans les intégrales (28). Elle serait
alors sous la forme e~ 8+ +*+%" 1l convient de faire voir que les inté-
grales (28) ainsi modifiées ne cessent pas de remplir toutes les condi-

tions de la question.
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1l est visible d’abord qu’elles satisfont toujours aux équations diffé-
rentielles. Si pour vérifier aussi les conditions initiales on fait £ = o, la
valeur de £ par exemple, devient d’aprés les remarques dun® 6,

1 A w0 ...g\/u’+: e [uu—A‘,+«(y—,‘+u(z—-v) v
f{
NB""v —_— ! — o) = —:n — v f)\

sl elt dv dw d )y dy .
-

Par la transformation déja indiquée, en observant que lesimaginaires
s¢ détruisent, on trouve

. i A - » ® roo __ .
93 E = Ryt "” /n /“ ’ ,T ’ f e o8 {Lp COS p PR fy o, Yop, Tmyp) dy dp sinp dp dy sinw dm di;

or
/ cos (vp cos p)rp sinp dp = 2 sin(vp).
JO
I.'intégration par partie donne, a cause de la petitesse de g,
— . . - T 00 -
‘94) fome “sin (vp) vp de = jo e cos(vp) de = ;';2—_—?'_?.

Cette quantité n’a de valeur sensible qu’autant que p est trés petit; on

pent donc négliger les termes ap, ¢, 3¢, dans la fonction /:- En effec-
tuant toutes les intégrations, on a

E :./l (x’_)/a :’);
ainsi introduction de 'exponentielle n’a aucun inconvénient.
Cela posé, d’apres la valeur de l'intégrale (go), la premiére des inté-

grales (88) et (8g) devient

T

L 1odY o w2 02 nr \ sin p dp
i95) —;?S;r—’-(?t:(’o / jo / tmx( e \sinp dp dq sin @ dar df,

Jo cosp; cosip

la seconde deviendrait

> d? "‘"’ 2 /—nt\ sinp d
.g6) + [ j pdp
9b) 167; 7. ‘/0 ) Cosp} sy dgq sin@ dar df ;
or s = Flu, v, w);
donc

n = F(cosp, sinp cosq, sinpsing);
‘Tome V. — Janvier 1840.
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par suite, pour cosp>o,

nt

(97) p— F(¢,ttangpcosq, ttang psing).

. . td (. .
Soit ttangp = R, on en tire Cosf; = dR, et, en désignant pour abréger

par s le deuxiéme membre de I'équation (97), et par @ ce que devient m,.
on aura, au lieu de U'intégrale (g5),

(98) —T‘ﬁ_,:—;j;hj?j:"‘/;mrax(s)l{dlldqsinrwd@'de.
Si 'on pose Rcosg =w, Rsing=y,
on aura

(99) — # Z%j:"j:f_if_:wx(s) dv dwsina dw df.

Quant 4 P'intégrale (g6), on observera que

nt

Zeosp = F(—¢, —¢ tang p cosq, — t tang p sin q),

de méme comme w est une fonction homogéne de degré nul,
w =f(u, v, w)
donne m = f(cosp, sinp cos g, sinp sing),
qui conduit &  m =f(—1, —tangp cosq, — tangp sing).
Si’'on pose — ttangp = R,

on aura

nt

=F(—¢,Rcosq,Rsing), m=f(—1,Rcosq,Rsing), tdp ——dR.

cosp cosp
Si l’on fait Rcosqg = ¢, Rsing = w, RdR dy=dvdw,

on aura une intégrale pareille & P'intégrale (9g), excepté que £ sera rem-
placé par — ¢ dans @ et 5. Mais on pourra changer v en — v et »* en
—w 4 cause des limites — oo et -~ oo de ces variables. Alors on aura
w=f(—t, —v, —w), s=F(—1¢, —y, —w); mais s d’apres son
origine est une fonction de polynomes homogenes du second degré
enu, v, w, qui ne change pas quand on remplace «, v, w par —u,
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—v, —w. Il en est de méme de w qui représente des quantités de la
forme at, aw..., d’aprés la comparaison de 'intégrale (36) avec les
diverses parties des formules (28). Donc F(—¢, —v, —w) = F(1, 0, w)
et f(—t, —y, —w)=1{(t, v, w), ce qui rameéne complétement l'inte-
grale que nous considérons i la forme de I'intégrale (9g) qui par con-
séquent sera doublée.

On aura donc, toutes réductions faites , I'intégrale

(100) — 8—:5 gj; . /:W jo " ‘/._i f:; wy (s) dv dw sin@ dar df,

au lieu de l'intégrale (87), comme on I'a déja trouvé au n° 8, for-
mule (57).

13. Quelle que soit celle des deux méthodes que 'on adopte, on
peut mettre sous une forme plus simple la fonction %(p) de I'équa-
tion (41). Pour y parvenir, considérons dans f(2, u, ») les variables
comme des coordonnées rectangulaires, et transformons-les d’abord en
d’autres coordonnées rectangulaires X', 4/,+', en prenant pour axes des A’
la droite qui va de I'origine O au point M(x, 7, z), et deux autres droites
perpendiculaires entre elles et i celle-l4, menées par Porigine O. On
aura une autre fonction que je désignerai cependant par FACY IR L
Les variables ', &/, ' pourront se rapporter 4 tous les points de la por-
tion de P'espace primitivement ébranlée. D’une autre part, imaginons
que on transforme les coordonnées @ et §, et qu’on les remplace par
d’autres coordonnées polaires que je désignerai encore par @ et §. Le
nouveau @ sera maintenant 'angle que fait le rayon vecteur p avec
Faxe mené du point M au point O, et le nouveau f§ sera 'angle que fan
le plan mené par cet axe et par le rayon vecteur avec un plan quel-
conque passant par MO. 1] est facile d’exprimer X', ¢/, v en fonctions de
@ et fl. En effet, & est maintenant trés petit si la distance MO est tres
grande. Désignons cette distance par r. A’ est égal 2 r diminuée de la
projection de p sur r, et 4 cause de la petitesse de @, cette projection
ne différe de ¢ que d’un infiniment petit du deuxiéme ordre par rap-
port a @. Donc on aura A’ =r—p, de méme la perpendiculaire abaiss¢e
du point (A, 1, ") sur le rayon vecteur r, aura pour expression @r. On
aura donc V/u'* +"* = wr. On pourra, aux coordonnées ' et ¥', subs
tituer ce rayon vecteur dont la valeur est @r et 'angle qu’il fait avec

3-.
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un plan mené par OM. On peut méme prendre le nouveau § pour cet
angle, etainsi (N, &, v') sera remplacé par une autre fonction

L101) J(r—gp, @r, 8),

qui sera le x(p) de nos formules.
On aura donc aussi

(102) x(s) =Jflr—s,@r ).

16. On pourra, a I'aide de ces remarques, présenter I'intégrale (62}
sous la forme
d? [P RPIY BPTY- N ) .
_ 17[287?]0 jo JN: S (r—s, @r, §)4(¢, s)ds.w d= df,
on écrit @da a cause de la petitesse de @.
Si Yon pose r — s=s', @r=r, on aura

a 2w r—=De . N
e ety P

la fonction f'(¢, 7/, §) n’aura de valeur sensible que pour les valeurs de
s’ 'y 8, qui se rapporteront 4 des points compris dans la partie de I'es-
pace primitivement ébranlée. Si r — N¢ n'était pas compris entre les li-
mites de s', on pourrait écrire pour l'intégration par rapport & &' des li-

wites indépendantes du temps. En effectuant la double différentiation
‘ o dio(t, r—s'
on aurait une seule intégrale, et comme Lol 1) ;t, )

homogene par rapporta ¢ et 3 r—s del’ordre —1. Cette intégrale, quand

le temps serait trés grand, deviendrait tres petite par rapport aux quan-

tités que nous avons conservées : on devrait donc la négliger. On voit

donc que I'on parviendrait encore par cette route aux conséquences .
déja trouvées.

17. On peut, si I'on veut, développer, dans I’expression (102), s sui-
vant les puissances ascendantes de @, et négliger tout ce qui sera d’un
degré plus élevé que la premiere puissance. 11 n’en résultera pas d'er-
reur sensible, car @ est moindre qu’une fraction de la forme ';dans la-

quelle ¢ désigne 'une des dimensions du lieu de I’ébranlement primitif.
Si r est trés grand, cette fraction est tres petite; @r peut cependant étre
comparable i ¢ et ne peut étre négligé puisqu’il est de Uordre des quan-

serait une fonction

' CEE LR LR b



PURES ET APPLIQUEES. 24

tités qui donnent & la fonction f toutes ses valeurs. Mais toute quantite
trés petite par rapport a ¢, et a plus forte raison, toute quantité trés petite
par rapport a @r peut étre négligée, sil’on admet a continuité de la fonc-
tion fet de ceux de ses coefficients différentiels que on a 4 considérer.

11 faut que s soit du méme ordre de grandeur que r. Dans le dévelop-
pement de s par rapport A @, i cause de ’homogénéité, les coefticients
des puissances de @ seront de méme ordre que s en général. Un terme
de la forme k@'t = kw.@' sera de méme ordre que r@.m‘, et par
conséquent, négligeable.

En général, on pourra réduire s a la forme 8 + '@ ; I'expression de
N¢ prendra la forme Nt 4N't@. p(1,N)gardera la forme @(1,N), mais
N (comme N’) sera maintenant indépendant de @, et par suite de §, car
partout ot entre @, on a des quantités de la forme sin@ cosf, sin @ sinf,
ou plutdt @ cosl, @sinf, a cause de la nature de la transforma-
tion supposée. On peut méme remarquer que r — N2— N'tar = (¢ dési-
gnant toujours une quantité comparable a 'une des dimensions de 1'¢-
branlement primitif ). On en tire ¢ = %— E]:;r— — é Donc on peut écrire

approximativement—l\—: au lieu de ¢ dans le terme N'tar, et la quantité

Nt +N'ter sera remplacée a tres peu pres par N# -+ ‘%V’f Toutes ces
notions nous seront utiles plus tard; mais nous ne nous arréterons pas
(lavantage i ces diverses transformations.

I8. Ce serait ici le lieu de montrer comment la propagation sphe-
rique dans un milieu homogéne non cristallisé est un cas particulier de
notre solution. Le succes de la méthode employée par M. Poisson, 2
laquelle on peut remener encore le cas ou 'on aurait une valeur de «
de la forme Au® 4 Bo? 4+ Cww? ou méme de la forme

A7 4 Be? + Cw? + Dow 4 Ewne + Fup,

tient 2 une propriété des surfaces du deuxiéme ordre. Si’on a une sur-
face du deuxieme ordre toujours semblable 4 elle-méme parce que son
équation est homogene et ne renferme qu'un parameétre variable, la
différentielle de 'aire d’une section plane prise par rapport a ce para-
metre est constante tant que le plan sécant reste paralléle i lui-méme.
Cette propriété est facile 8 démontrer.
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1] y a aussi des conséquences particuliéres curieuses dans les cas de
décomposition de V'équation des u, v, w.

11 faudra surtout examiner 'influence des singularités de la surface des
w«. v, w. Cet examen se rattache davantage & la généralité de la ques-
tion; par exemple, si le plan =1 a avec la surface un contact du troi-
sieme ordre ou un contact du premier suivant une courbe, la fonction
@(1, N) devient infinie. Le développement donné dans la formule (67)
ue peut plus servir. Nous ferons voir comment on peut y suppléer pour
traiter ces diverses singularités dont nous avons découvert les consé-
quences et d’autres de méme genre, qui ne seront pas plus difficiles
traiter. Ce sera I'objet d’un prochain Mémoire.

Nous nous contenterons aujourd’hui d’avoir démontré les principes
généraux que I'on peut résumer de la maniére suivante :

1°. Dans un milieu élastique, homogéne, indéfini, cristallisé d’une
maniére quelconque, le mouvement produit par un ébranlement cen-
tral se propage par une onde plus ou moins compliquée dans sa forme.

2°. Pour chaque nappe de l'onde, la vitesse de propagation est
constante dans une méme direction, variable avec la direction sui-
vant une loi qui dépend de la forme de I'onde.

3. Pour une méme direction, les vitesses de vibration sont cons-
tamment paralléles entre elles dans nne méme nappe de I’onde pendant
la durée du mouvement, et paralléles 4 des droites différentes pour les
différentes nappes, ce qui constitue une véritable polarisation du mou-

vement.

Nota. Ce Mémoire est imprimé tel qu'il a été présenté 2 I'Académie des Sciences de
I'lnstitut. On reconnaitra sans peine la possibilit¢ de simplifier quelques parties du
caleul et de supprimer quelques longueurs.

Daus un second Mémoire[*], nous avons appliqué les formules générales du premier au
cas traité par M. Poisson [**}; nous avons retrouvé, avec une grande rapidité, les formules
obtenues par ce grand géométre, et les conséquences remarquables qu'il en a déduites.

Nous publierons bientét les autres développements indiqués dans le premier Mémoire,
nous expliquerons les propriétés qui en résultent pour les différents cristaux, et surtout
pour les cristaux & un axe. On verra ainsi avec quelle facilité la forme générale de nos
caleuls se préte aux applications particuliéres.

i*: Voyesle Rapport de M. Sturm, Comptes rendus de I'Acad. des Sciences de VInstitut, t. V1L, p. 1143
“2%3 Mémoires de I' Académie des Sciences de Plnstitut, tome X, page 378.



