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MAMA

ADDITION

A LA

NOTE SUR L’IRRATIONNALITE DU NOMBRE e;

Piar J. LIOUVILLE.

On peut étendre au carré du nombre e le théoréme que nous avons
démontré dans le dernier cahier de ce Journal; en d’autres termes, on
peut prouver que 'équation ae* + be™2 = ¢ est impossible, a dési-
gnantun entier positif, et b, ¢ des entiers positifs, nuls ou négatifs.

En effet, représentons avec Legendre par E(x) la partie entiére conte-
nue dans un nombre positif quelconque & : la somme

[/ m\ rm cme

E.:-J+E{- i+ ElG|i+

L2/ 4/ 8,
indiquera combien de fois le facteur 2 entre dans le produit t.2.3.. . m:
m
a-dire plus petite que m; de plus, elle a pour valeur m —1 ou m — »
respectivement, lorsque m est une puissance exacte de 2 ou une telle
puissance augmentée d’une unité; on voit par la que la fraction irréduc-

cette somme est évidemment plus petite queg -+ - + 'g + .. Cest-

Am

. , . N om 2
tible équivalente &4 —————— est de la forme
1.2.3 ..m »
essentiellement positif qui devient égala 1 quand ona m= 2 et égala 2
quand m=a' 4 I; ajoutons que si 22 est un entier > m, p, sera divi-

sible par p,,.

» %, €tant un exposant

Cela posé, j'observe que, d’apres une formule connue, on a

x? x"

+... + (’1+

1.2 1.2.3...n "

el:l+7+ -1

8 désignant un certain nombre compris entre o et 1. Soient 5, -, les va-
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eex

relatives 3 & = 2 et x= — 2, lesquelles deviendront

leurs de o

plus petites que tout nombre donné, en prenant n suffisamment grand.
En faisant, comme ci-dessus,

2™ 2
1.2.3..m P

nous obtiendrons

el=14...4+

cot 3};"—.(1 -+ 28),

3 9%m 2%n .
e =1 _"'i;—"'_"ip.. (1 —ay).

Substituant ces valeurs dans 'équation ae? + be~? = ¢, puis multi-
pliant les deux membres par p,, on trouve ensuite, sans difficulté,

a.2”. 2B x b.2". 2y =,

« étant un entier. Or cette équation est absurde; en effet on pourra ren-
dre de méme signe les deux facteurs a et = b; il suffira, par exemple,
de prendre n = 2* si best <o, et n=12'+4 1 si b est >o0; d’ailleurs,
dans la premiére de ces deux hypotheses, on auraa, =1, et dans la se-
conde, a, = 2; dés lors, en donnant a i une valeur tres considérable,
on voit que la somme a.2*".28 5= b.2%+.2) sera essentiellement positive
et trés petite, de sorte qu’elle ne pourra pas étre égale 4 un entier u.
Donc, etc.



