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PURES ET APPLIQUÉES. n5 

NOTE 
SU» 

L'ÉVALUATION DE LA SURFACE TOTALE DE L'ELLIPSOÏDE 
A TROIS AXES INÉGAUX ; 

PAR M. R. LOBATTO, 

Docteur ès-eciences, à La Haye. 

Dans un beau Mémoire sur la réduction d'une classe d'intégrales 
multiples, inséré dans ce Journal [*], M. Catalan a indiqué, à l'aide 
d'une considération géométrique, une nouvelle voie plus expéditive que 
celle suivie par Legendre et Plana, pour parvenir à l'expression analy-
tique de la surface totale de l'ellipsoïde. En désignant par Ά, β, y, les 
trois axes de ce solide, α étant supposé > β > y, l'auteur a réduit la 
double intégrale qui exprime la huitième partie de la surface dont il 
s'agit, à l'intégrale simple 

Χ=\/?=Ξ, Y = V/*4=L et 
où 

Χ=\/?=Ξ, Y = V/*4=L etΧ=\/?=Ξ, Y = V/*4=L et 

Je me propose de faire voir dans cette Note que l'analyse employée 
par M. Catalan pour obtenir la valeur de cette intégrale définie, pour-
rait être remplacée avec avantage par la suivante, qui semble plus sim-
ple , en ce qu'elle conduit directement aux deux transcendantes ellip-
tiques d'où dépend la surface à évaluer. 

En effet, après avoir transformé l'intégralefzd.HY en 

zXY - f XY dz = ^ — f (z*zXY - f XY dz = ^ — f (z* 

[*] Voir le numéro du mois de mars i83g, page 323. 
■ 5.. 
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il ne s'agira que d'effectuer cette dernière intégration entre les limites 

ζ = ι et ζ = oo. Pour cela il n'y a qu'à poser ζ = , donc 

dz =^~"(0%Φ .dtp, ce qui changera la différentielle dz en 

\ sin 'φ J [/(a'—b2 sin 'φ) L sin^ \Ζ(ά>—é'sin^J 

Par ce changement de variable, l'intégrale fonction de ζ, se trouvera 
décomposée en 

Çdp\/(a2—b2 sin'?) ^ ^ f dtpÇdp\/(a2—b2 sin'?) ^ ^ f dtp 

chacune de celles-ci devant être prise depuis sin φ = α jusqu'à sin φ —ο. 

En renversant ces limites, et posant pour simplifier, ^ = c, a = sin μ, 
l'expression précédente devient 

β Jo y/( ι—c2 sin 2φ^ J ο sin xpβ Jo y/( ι—c2 sin 2φ^ J ο sin xp 

=z -—— / μ 4- acottp V'(i — c2 sina<p)=z -—— / μ 4- acottp V'(i — c2 sina<p) 

4- ac* f μ , C°S Φ (en intégrant par parties) 

= λ cot® V(i — c sin φ) 4— Ι . z==dtp= λ cot® V(i — c sin φ) 4— Ι . z==dtp 

== a cot φ V/(i^-cîsin!,(P) 4- α (μ V/(i — c3 sin2<p) dtp 0 

a Jo V^(i·—r1 sin'^ja Jo V^(i·—r1 sin'^j 

:= a cotp \/(i —c* sin2^) 4- aE(c, μ) 4- ̂ ) F (c> f*)· 

Il reste maintenant à évaluer entre les limites relatives à chacune 
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des deux variables ζ, φ, la somme des quantités 

. ^Z , a cotp Vi1 — c2sin2®).. ^Z , a cotp Vi1 — c2sin2®). 

En exprimant la première en fonction de φ, il s'agira de chercher entre 
les limites φ — ο et sin φ = α, la différence 

a cottp V(i — c2sin2<p) : a sm φ ^ 

qui se réduit facilement à 

( 1 —a2—b2 cos'p) sinp( 1 —a2—b2 cos'p) sinp 

Cette vaieur devenant nulle à la première limite, il faudra seulement 
y substituer sin φ = a, ce qui la changera en 

A, = f sin<pi/<p \/(i — iï2sina<p), A, = &\η3φάφ\/(ι—αΐ&\τιΐφ), 

d'où l'on tire enfin, pour l'expression de la surface totale de l'ellip-
soïde , 

ζχβ-τϊ [vo—
a

*) \/(i — b
1
) -+- aE(c, μ.) -υ F(c,

 /
tt)J 

A, = f sin<pi/<p \/(i — iï2sina<p), A, = &\η3φάφ\/(ι—αΐ&\τιΐφ), 

valeur qui coïncide parfaitement avec celle donnée dans le susdit 
Mémoire. 

Je me permettrai encore d'indiquer ici un moyen plus simple que 
celui employé par l'auteur, pour parvenir aux valeurs des deux inté-
grales définies 

A, = f sin<pi/<p \/(i — iï2sina<p), A, = &\η3φάφ\/(ι—αΐ&\τιΐφ), 

traitées à la page 335 de son Mémoire. 
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Si l'on fait cos φ = χ

 Λ
 la première se change immédiatement en 

j dx V(* — + a* χ2) =a j dx\/ (m2 + χ2), 

. en posant 1 J1 = m2. 

Or, puisqu'on a 

f dx \Z(m% -(-a·2) = ^ \/(m2 -fx1) -f 1. (χ -f- \/x2 -+■ m2), 

il en résulte 

j>VFT?)
 =

 iVKTT) +?'-C
+t
^

:
> 

Donc 

A14 2 2 ( A' j ' \/(i—a*) 

-ïO + ̂ '-vlîî) 

Quant à la seconde de ces intégrales, elle se transforme successive-
ment en 

A» = Π sin φ (ι — cos2<p) άφ \/(ι — a2sin2p) 

= A,—af x*dx \/{m2 -(- x2). 

Or, d'après une formule générale, on a 

fx2 dx vV + *») =x2 (x2 + m2) - m2 s dx m2 + x2 

par conséquent, 

a x2 dx \/(m2 χ2) = ^ ̂  — m2A,, ). 
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Substituant dans la valeur de A,, on en déduira sur-le-champ 

_ 3a2—1 (1—-a2)(3a2+i) , /1 +a_ 3a2—1 (1—-a2)(3a2+i) , /1 +a 

_ 3a2—1 (1—-a2)(3a2+i) , /1 +a_ 3a2—1 (1—-a2)(3a2+i) , /1 +a 

résultat qui s'accorde avec celui obtenu par M. Catalan, à l'exception 
du premier terme, pour lequel ce géomètre a trouvé, par une erreur 
de calcul, 3gg~3. 


