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NOTE SUR L’INTEGRALE

‘/'m cosaz dr

° (1+.z")"7

Par E. CATALAN.

i. M. Poisson a fait voir [*] qu'en représentant par y, cette inté-
grale définie, laquelle doit étre une fonction de la variable positive ,
sa valeur dépend de V’équation linéaire d’ordre a7 :

n dy, n n—1 diy, +d"‘_y,,__
e T Ta cde T =0 (1)
que I’on trouve facilement.

Cette équation est satisfaite par y = €™, m représentant une racine
quelconque de

(1—m*)"=o. (2)

Parmi les an racines de I'équation (2), il y en a n égales &4 + 1, et n
égales & — 1. D’ailleurs, Vintégrale proposée ne peut croitre indéfini-
ment avec @ : on conclut de la que la valeur de y, relative au probleme
dont il s’agit, sera de cette forme :

A, An_:

_— Ax R4
Yn=6" [A°+T¢+T,_2“’+"'+—_——1.2.3...(n—:)¢ ] (3

1l faut actuellement déterminer les constantes.

{*] Journal de I’Ecole Polytechnique , XVI* cahier.
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2. Pour cela, je désigne par P le polynome qui multiplie e~ “, et je
différencie n — 1 fois; ce qui donne généralement

diy, ‘o i dP | i i—1 dP L 4P
Zr = (—1)e F—rati T ) G

Faisant @ = o[*] dans les équations (3) et (4), jobtiens

diy, . i i i
(ru)=A,, et (d—j)z(_l) <Ao——;A.+;. A — e A )i (5)

diy, . :
(=) et (—%) représentent les valeurs que prennent les fonctions
dt
Fns —d? » quand on suppose & = o.

La nature des équations (5) permet de les résoudre trés facilement;
et 'on trouve

A=)+ () +5- 52 (52 ++ (52). 6

3. Jobserve actuellement que

® cosax.dx

3 A ~ = dx
In=Js Gx=w doud  (yn) '—’fo Oz
dy, ‘@ sinax,xdr dy.
dﬂt—:——_./o (T—{:?)’"'“”“" dn = 0,
d? y, ® cos wx.x*dx ay,\ < xrdx
da? =_"£> (rae)r 2t (da')—_fo (1) \ ()
d _y,,  sin ax.23dx d3y,
diy, r @ cosax.xidr diy, ‘e zidr
P "'J +$z>n, Sevo oo (du4>=jo (I+$,),.7

Pour évaluer ces différentes intégrales définies, indépendantes de «, je

prends celle-ci, J hd ( " dz

oLk dans laquelle m : n—r.

['] Les 22—2 premiéres dérivées de yy, prises par rapport A «, sont des fonctions con-
tinues de cette variable, du moins entre les limites o et o3 il n’en serait pas de méme des
dérivées suivantes; mais cette circonstance estindifférente ici, puisque nous prenons i < 2.
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En posant x? = TjTé ,
elle se transforme en
| m=t n—mt3 Ir(m———-—:">r<n—m;""
I 2 2
)87 (1—9) df = ; 0 ;

et la formule (6) devient

o [Tt -2)

Rl [ W e B

1 3 3 4

Le dernier terme, dans la parenthése, est

&= I‘(“H) I‘(n——i—-l-—l) ou tr(i>l‘<n—i>,
2 2 2
selon que i est pair ou impair.
4. Cette valeur de A; peut s’écrire autrement.

En posant § =sin’@, 1-—0=cos?p,

Iintégrale

m—y m--3

S ACCET

se transforme en
k4

f: sin™@. cos~"2¢.dp.

Par suite ,

2¢ cos n—a ¢

cos 3@ — )
A= dp. (
I‘(n) f l 1—| 1—2.1 . 3sin tp.cos”""q>_ N (4 \9)

1l est visible que la quantité entre parenthéses est la partie réelle du dé-
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veloppement de cos *"~'=2 @ (cos  + V'— 1 sin ¢)'; d'ou, par le
théoréme de Moivre,

™

A,-_—_ﬁj: cos """ 2p.cos ip.dp. (10)

On a identiquement cos i® = cos ®.cos (i—1)@— sin@.sin (i — 1)Q;
Yintégrale qui précéde se trouve ainsi transformée en

T o«

2 ; . 2 : .

f cos "~ =" @ . cos(i—1)p.dp— f cos™~"* @ sin@.sin(i — 1) @.dp;
o Jo

ou, en intégrant par parties et observant que le terme

1 R
S —f—1 <
—————— COS LSIN (2P — 1
D7 e § e | ¢ \ )¢

disparait aux deux limites :

kd -

fﬂ cos?" " p.cosi@.dp =12
[}

o— "2
PR e 3A—f=1 . i
[y py ,I(, €os ¢'(Os(’ I)¢d¢ (I l)
A Taide de cette formule de réduction, la valeur 10’ se transforme
d’abord en cette autre :

A 2¢ n—i ne—i—41 2o ,-1 anm
i = r(n) an—i—1" an—i "°*‘on _—5 ]/, Los ¢-d¢>. (12)

Enfin, cette derniere intégrale étant égale a

1 D o Y
2 i 3

’

on obtient, aprés quelques simplifications,

(l n—e—t ['(2[[-—"—.])

A= 5, ria\r n—;" (13)

La comparaison de cette valeur avec (8) fournit cette formule de
sommation, gu’il serait peut-étre difticile de trouver autrement ;
Tome V.— Avrir 1840 5
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r(;)r(r—z) =i Fr@)r(-3)
P 2 () r () = ()

On observera, dans l'application de cette formule, que i et  sont
des nombres entiers positifs, et que I'on doit avoiri < 7.

5. Revenant 4 I'intégrale proposée, je mets dans la formule (3) les
valeurs (14), et jobtiens

(14)

T(an—1) + "—T-'-( 22) T (an—2a)

(15)

e cos ax.dr < I >""“' xe "

0 (l+.z-l)n_ 2 [r(n)] +1—T—_l_ ‘ n_:'z(za), I‘(m—3)+---+(“)"_'r(n)

Si; dans cette formule (15), on remplace les T par les intégrales eu-
lériennes équivalentes, elle pourra s’écrire aimsi :

[T () o [ e

v 2 {r(n)]"
ou

‘ecosar dr hd T e (x+a5) g gy n—t, 6
L (14 2) [r(n)]-f0 e (z4e)*';  (16)
ou enfin
ﬁwﬁfxﬁf‘ = [5?2)], j;me_ “* (2! — 1) dz. (17)

Les formules (16) et ( 17) permettent d’obtenir, assez facilement, les
valeurs des intégrales définies

* cos ax,2¥dx f@ sin wx.z*+idz
,fo ()~ ? o (1 =z2)r !

je 0’écris pas ces valeurs, parce qu’elles sont un peu compliquées.

{ Bévrier 1840.)



