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Addition & la note sur une équation aux différences
finies , insérée dans le volume précédent , page 508.

Pan E. CATALAN (%)

VIIL.

Si 'on désigne par C,. . le nombre des combinaisons de 2n lettres,
prises z a n, on aura

Coen + Canaynmr X G, Congna X Ciat-. .+ Coon= 2" (30}

Pour démontrer ce théoreme, je considere I'équation
P,4+P._P +P_JP.+...4+PP._ + P.=a; (31)

dans laquelle a est une constante donnée, et P, une fonction incon-
nue du nombre entier 7, assujettie seulement & cette condition, que
P, = 1.

Conformément 3 la méthode trés élégante employée par M. Binet
dans un cas semblable (voyez page 82), je prends la fonction géné-
ratrice de P,, savoir

Z=14Pz4+P2+4.. +P2"+4..., (32)

z étant une indéterminée.
En élevant au carré, il vient en vertu de Péquation (31),

Z* = 1 4azt a2+ a2 4. .Faz+4. ... (33)

Or, quel que soit @, on peut toujours supposer z assez petite,, pour

-

(*) On continuera dans cette .4ddition Yordre des n* de la note citée.
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que la série qui forme le second membre soit convergente, et égale

a2 — . Alors nous aurons
1 — az
Z = (1 — a3z) 3
ou, en développant

Z=1 4 iaz + -;fiza'z' -+ '32546(2"; D gt .., (35)

Le coefficient de z* peut facilement se mettre sous la forme,

(@) = @) G

On a donc, en comparant les équations (32) et (35):

P= (D) G )

Ce qui démontre le théoréme énoncé.

IX.

—_— r (2’! + l) . )2 . ’
On a (.= CFOTETD Péquation (30) peut par conséquent
se mettre sous la forme

n r(zn—2i+ 1) r(af 4 1) —_ s 3
Fr(a—it41).T(r—i41) "TE41).TECH+ 1) 2 (7)

ou bien

n r(2n — 27) (i) . osm—2
20 T(a—.L(rn—i+41) "TEOrGF 1) 2 :

Cette derniére équation se transforme facilement en

Pr—itd) TG4
X rn—iv n)"r(i+:) = 7. (38)

On obtient ainsi une propriété des fonctions T, analogue i celle
exprimée par Téquation (20).
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X.

Prenons les deux identités :

f e""‘a(:--o i — f 0"““5(.—0)=de—f "“*n(x—e) i,
f;o""i(:—o) 3 df _ﬁo 2(1—9)5 db =_/;0'+5(r—-0)_5d9-

En les multipliant membre 3 membre, donnant 4 i les valeurs o, 1,
2,... n, et ajoutant, nous obtiendrons

Eof 0 ‘”‘(x—-o) sdf xj:IGi_;(an)-;dO
— zo‘/:a"“ =(x-9)5d0 xfrei‘i(l —8)>df
- Xﬂlﬂ""”i (1— 0 db x f:e“* (x — 87 df

+ > f ™ (= O B x oe"‘?(x — §)2df

= 2"./: 0 (0 — ) f 65— 875 .

Le second produit et le troisieme deviennent identiques, quand on
change i en n— i: les sommes de ces produits, prises de i==o
i == n seront donc égales, et nous pourrous écrire en les confondant
en une seule que nous doublerons :

3% f 0 (— )3 d X f G — )7 b

_zzzﬁ'a"“‘3 ( — 5l ><>/;'9"“5(1_'e)‘5 p
+3 f 073 (1 — O d f G (1 — B

= 2:‘/:9"_“-5( 1— (1)__i b xﬂlei%(l — 9)_i ds.

Tome 1V, — Murs 183g. 13
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Or, Péquation (38), ainsi qu'on le voit aisément, équivaut i celle-ci:

2 j:a"“'-éu —9 xﬂlﬂ“5 (=0 = (3)

D’un autre cdt€, V'équation ( 17) donne

S i [ 6 0t do [ (o — 0,
2.J. o .

I'équation ci-dessus devient alors
4 2z "*?(l_e)ido-zz" [ e 5(.—-9)=d0 X .
]

f 63—ty =d0—20 f A 2T o *S(1—b) 3.

Le second membre peut s'écrire

fa(n-l-a) (i )— ( —0) d0 Xf g(H-!)—--dg
—Zu_fﬂn —= 2(1—0) "defG ’(1—0) “de
_-..Zj i ’(1—9) =d9><‘/:0 2(1-0)"5110

_,j:'a“i (1 — 05 db xj: 073 (x — )5

en posant
ne2=n, {41 =7¢,

La premiére partie du nouveau second membre est égale 4 7, en
vertu de (3g); donc

z:fa,. :-—;(,__g)-.dgx 019“';'(,__9)‘;619
1 1 3 1
= fo"*?<x—a)5do+w 00""'5(1-0)_5:10,
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a cause de

i ~ o __TArE
f:em—e)ade__ AL = .

Enfin, en remplacant

1 3 1 I I | 1 1 1
f: 4"V 3(1—6) 3df par f 0" a(1—0) 2db— f 6" "3 (v — ) db,

1l vient

s f ¢Syt [ 80— t) b IHa—0 B, (o)

ou bien,
nrf(n—i4+3) TE+32) __ r(n4 3) ¢
Eo r(n—i~42) "rGE+1) 27 r(n+z)’ 41)
ou encore
. 1.3.5...(2n—2i—1) 1.3.5...(2i—1) __ 1.3.5...(an+41) (
20 1.2.3...0n —i41) 1.2.3...0  1.2.3...(n41) 42)

la quantité sous le signe = doit étre réduite  son second ou a son
premier facteur, suivant que i égale o ou n.

(Novembre 1338.)




