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Sur le Principe fondamental de la théorie des Equations
‘ algébriques ;

Par J. LIOUVILLE.

1. En insérant dans la nouvelle édition de ses Lecons de ' Géome-
trie analytique la démonstration d’'un beau théoréme de M. Cauch y
relatif aux racines des équations (*), M. Lefébure de Fourcy a rap-
pelé au souvenir des géométres un petit ouvrage de M. Mourey,
imprimé en 1828, sous ce titre : Fraie théorie des quantités néga-
tives et des quantités prétendues imaginaires. « Le hut de Vauteur est,
» dit-il, d'affranchir entiérement Ianalyse de ces sortes de quantités :
» il y réussit en introduisant dans le calcul deux especes de grandeurs,
» qui ne sont autre chose que les distances et les angles qu'on dé-
» signe sous le nom de coordonnées polaires. Dans le systeme d’Al-
» gebre développé par M. Mourey, ces grandeurs offrent la repré-
» sentation fidéle des expressions imaginaires quon emploie dans
» FAlgebre ordinaire; et en suivant Pordre de ses 1dées, Pauteur
» élait parvenu & démontrer qu'nne équation du degré m a m
» racines. »

Nous ne pensons pas que les notations et les dénominations nou-
velles introduites par M. Mourey méritent d’étre préférées a celles que
les géometres ont adoptées depuis long-temps. Mais la démonstration
qu’il a donnée du théoréme cité par M. Lefébure de F ourcy est tres re-
marquable, bien qu’elle ne soit peut-étre pas tout-a-fait compleéte. Le
lecteur nous saura gré de V'exposer ici en peu de mots, en adoptant
pour plus de simplicité le langage ordinaire des anal ystes.

2. La méthode de M. Mourey repose précisément sur le lemmie dont

(*) Foyez tome I** de ee Journal, page 278.
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M. Sturm a fait usage dans celle des démonstrations du théoréme de
M. Cauchy ou il admet & priori que tout polynome de degré m se dé-
compose cn m facteurs du premier degré (*). Voici en quoi consiste ce
lemme qu’il suffira d’énoncer ici : Etant tracé dans un plan yAx un
contour fermé quelconque, imaginons qu’un point M se meuve, tou-
jours dans le méme sens, sur ce contour, puis désignons par
@, W,y. .. .Om_,, les angles que font avec un axe fixe les rayons vec-
teurs menés i chaque instantan point M de m points fixes A, B,...D
situés dans Je plan yAx soit & Vintérieur, soit a 'extérieur du contour
fermé, mais non sur le contour méme. Quand le point M aura par-
couru le contour entier el sera revenu i sa position primitive, la
somme des angles @+, +4-... .~ w._, aura augmenté ou diminué,
suivant que le mouvement aura eu lieu dans un sens ou dans le sens
opposé, d'autant de fois quatve angles droits qu’il y a de points A,
B, etc., dans lintérieur du contour fermé.

Si donc on sait d’avance qu’il y a2 au moios un de ces points
A, B, etc., dans lintérieur du contour fermé, on voit qu’en déplacant
le point M d’une certaine quantité, et dans un sens couvenable, sur le
contour qu'il pourra du reste, s'il est nécessaire , parcourir plusieurs
fois, on augmentera ou I’on diminuera la somme w-t®,~4...+@a_,
de telle quantité qu'on voudra. On s'en convaincra en observant que
les angles », @,, etc., varient d'une maniére continue pendant le
mouvement du point M. Tel est le principe qui sert de hase aux
vecherches de M. Mourey.

3. Maintenant soit
(1) =P g FS24+T=o0

une équation algébrique de degré m, dont les coeflicients sont réels
ou de la forme a -+ & \/— 1. Il s'agit de prouver que cette équation
a au moins une racine de méme forme que les coefficients. Or
comme le théoréme est évident lorsqu’on a m==1, il suffira, pour
Vétablir en général, de prouver que il est exact pour toute équa-

(*) Tome I¢* de ce Journal, page 29o.
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tion de degré inférieur & m, il sera vrai aussi pour loute équation de
degré m,

Admettre que toute équation de degré < m a au moins une raciue,
cest admettre, comme on sait, que tout polynome de degré inférieur
a2 m est décomposable en facteurs du premicr degré par rapport & z.
Ainsi en particulier le polynome

2% e Pz - L + S

doit pouvoir se décomposer dans un produit tel que

(z — g — by V—1).ooi (83— Guey — Do, V— 1);
la question est de savoir si ce produit, multiplié par z, peut étre rendu
égala — T. )

Posons z=2x + ¥ \/— 1, puis représentons-nous x ct y comme
les coordonnées d’un point M appartenant a un plan dans lequel sont
tracés deux axes rectangulaires Ax, Ay; enfin désignons par B, C...D
les (m—1) points déterminés par les coordonnées(a,, b,), .. - (An—1; ba-i)-
En nommant p le rayon vecteur AM, et » I'angle que ce rayon vec-
teur fait avec 'axe des x, on aura

ze==a 4y V=1 =p(cos ® + V—1 sin ®).

Représentant de méme par p, la drdite BM et par @, l'angle de cette
droite avec 'axe des 2, il vient

z—a, —b, \/—1=p, (cos &, + V—1sin®,):

on trouvera semblablement pour les autres points C,....D

z —a, — by\/—1=p, (cos @, + V/—1 sin »,),

¢ e ® o e & o . . « e . s @2 s » s e

3 — Ay = Dy V1= Pu—: (€08 @p, + Ve—1 8in we_, )s

de telle sorte que le produit

z(z —a, — b, V1) (3= Opy — ba_, V=)
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devient

[ppu- - - Pa—s COS (w+w,+...+wm;_,) ‘
V=1 sin (@ 4@, 4. . .Aon,)]

Pour que ce produit soit égal 3 — T, il faut qu’apreés avoir mis — T
sous la forme R (cos 2 4+ /' —1 sin a), on ait

(2) ppi-- P =R,
(3) Ot @, .. O, = 27,

i etant zéro ou un nombhbre entier quelconque.

4. Occupons-nous spécialement de I'équation (2), et aprés avoir
donné & o une valeur particuliére quelconque, observons que le pro-
duit p,...pa—, est une fonction continue de p, qui se réduita o pour
p=o0, et qui croit jusqua o quand p augmente indéfiniment. Donc
pour chaque valeur déterminée de @, il existe au moins une valeur
réelle et positive de p qui vérifie 'équation (2). « En d’autres termes, si
» dupoint A et dans le plan yAx on tire des rayons en tous sens, sur
» chaque rayon il se trouvera un point M satisfaisant 3 la condi-
» tion(2): or laréunion de tous ces points sera visiblement une courbe
» enveloppant le point A de toutes parts (*); donc il existe une courbe
» 4, enveloppant le point A, dont chaque point satisfait 4 la premiére
» condition (2). » Maintenant y a-t-il sur cette courbe J'un point M
pour lequel Véquation (3) soit aussi satisfaite? La réponse a cette
question ne sera pas douteuse, si I'on se rappelle qu'en vertu du
lemme du n’ 2, on peut, en faisant mouvoir le point M sur notre con-
tour fermé J', augmenter ou diminuer la somme & +®, 4. . .~w,_,
de telle quantité qu’on voudra: cela résulte de ce qu'au moins un
des points A, B,...D, savoir le point A, est situé dans I'intérieur
de ce contour fermé. Ajoutons quaucun d’eux ne peut étre situé

(*) Cest ainsi que s'exprime M. Mourey ; mais pour que 'ensemble des points M
forme une courbe véritable, il faut que le rayon vecteur AM varie d’'une maniére
continue en méme temps que w, ce que Iauteur n’a pas prouvé: sur ce point sa
démonstration mous paraft incompléte.
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sur le contour méme. Fn effet s sicela avaitlieu pour B par exem ple,
il faudrait qu'en supposant le point M placé en B, Iéquation (2)
fat satisfaite ; or cela est ahsurde » puisque le rayon vecteur BM ou Ps
étant nul alors, le produit pp, . ..p,_, Sannule aussi et ne peut plus
étre égal a R.

Ainsi se trouve démontrée la proposition fondamentale de la théorie
des équations algébriques. Cette proposition est du reste susceptible
d’un grand nombre d’autres démonstrations tres différentes entre elles.
En voici une assez singuliére, et, je crois, peu connue.

5. En désignant par pet wles coordonnées polaires d’un point pris
dans un plan fixe horizontal , et par zune fonction réelle et déterminée
de p et w qui ne devient pas infinie entre les limites o et R de ps 0 et
27 de w, on voit que les deux intégrales doubles

<R g, 2 R
f dp j " zdw, f i do j zdp,
o 0 o o

sont nécessairement égales entre elles, puisqu’elles représentent toutes
deux un méme volume; savoir, le volume compris entre le plan fixe,
la surface cylindrique droite ayant pour base un cercle de rayon R
tracé autour de I'origine des coordonnées prise pour centre, et une
aulre surface dont V'ordonnée verticale est pour chaque sysiéme de
valeurs des deux quantités p et w, représentée par z. Or, on peut de

la conclure, avec M. Gauss, que le premier membre de toute équation
algébrique a coeflicients réels

A A B 4Lz Me—o

est toujours divisible par un certain facteur réel da premier ou du
second degré, c'est-a-dire par un facteur compris dans I'une des deux
formes z— Ps 2°=—2pz cosw-4p*. En dautres termes, on peut

prouver quil existe toujours des valeurs réelles des deux quantités p
et @ satisfaisant & la fois aux deux €quations

p" €os mw - Ap*—"* cos (m—1)@4-....4 Lpcosw 4+ M=o,
P" sin mw 4~ Ap™—* sin (m—1)o+....4+Lpsino=0 *).

(*) M. Gauss prouve trds simplement

» €L saps recourir aux imaginaires, que si
Tome 1V, — Dicexear 1839.!

64



506 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Désignons en effet par ¢ et u les premiers membres de ces équations .

puis posons

t,_ﬂl__ d_t ' d du
==t Y= G =%

du’ dr di du’
w___ au __ 4 - = —
t__da—Pdp’ u = de — dp'

Soit R une quantité positive quelconque,, mais plus grande que la
plus grande des quantités

* " hr—4
mA'Y 3, VBV 2 VmCVay. oo VmM' V2

o A, B, C',...M’ désignent les valeurs absolues des coeflicients
A, B, C,...M. Cela étant, je dis que si Yon pose p=R, la somme
t¢ 4w’ aura une valeur positive. Pour le montrer, observons d’abord
que les quatre quantités suivantes

R"‘cos%-}-AR""cos (2+u>+...+Mcos(%+ mo ),

R= sin%-{-AR"‘" sin (2-}-0)-}-... +Msin(%+ m),

mR™ cos’zr+(m—l) AR™ ¢ cos (’—4’: + a) 4+ ...+ Lcos (% 4+ (m— :)a),
mR™ sin%-}- (m —1) AR™! sin (%-}-0) + ... 4 Lsin (2 + (m— l)a),
que je nommerai respeclivement T, U, T, U’, sont toutes > o: on

le prouve, par exemple, pour la premiére, en décomposant T sous
cette forme

:m‘—/'; [K + mA Va cos(z4 + a)]
+ ::m;; [R’ + mB V;COS(Z-F%)]
Rm—3

+ mya [R" +mC ‘/Ecos(’[—:+3a)]

ces deux équations sont satisfaites, le polynome z™ 4 Az™ 1 4 etc. sera divisible,
soit par z— ¢, si & =0, soit par z*——2¢z cos® + ¢*, si o differe de o.
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et en se rappelant ce que 'on a dit ci-dessus de Ja grandeur de R. Une
démonstration semblable s’applique aux trois autres sommes U, T, U,
Or, pour p=R, on a

-~

_—.Tcos(%+mw>+[Tsin<4+ma)

u =T sin (2 ~+- ma) — U cos(—4— + mw),
! = T cos (2 -+ ma) -4 U sin(% 4 ma),

¥ = T sin (g -+ mm) — U cos(% + mo),
et de la résulte tt' o wed =TT -4 UU’: donc ' + uw est > o.

On observera en passant que nos équations donnent en outre

?* + = T* 4+ U~

6. Maintenant on peut prouver le théoréme dont nous nous occu-
pons; savoir, qu'entre les limites p =o0, p=R, w=0, o =oaw, i
existe certaines valeurs de @ et de p pour lesquelles on a a la fois t=o,
© = o. Car, si I'on n’admet pas ce théoréme, il faudra en conclure
que la fraction
(@ 4+ w) (' +un") (' — ul) — (@ 4 uv'y

G DN

ne deviendra pas infinie entre les limites citées, et que, par suite,

on aura
-R ey 2 R
j dg / zda — l dw‘/ zds.
° Jo Jo o

' — ut
f zdw
T+
comme on le vérifie aisément par la différentiation : de plus, £, &, ¢, u,

reprennent les mémes valeurs aux deux limites o et 27 : par con-
séquent

Z ==

Oril vient

3
] zde = o,

(4]

en sorte que la premiére de nos deux intégrales doubles se rédmt a
65..
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zéro. Mais la seconde est au contraire essentiellement > o. En effet, si
I’on intégre d’abord par rapportap, on a

fzdp = i-—'—Lu' :

£ 4w
d’ou
R _ TT" 4 U
j; @ = o
et partant

j duf zdp —-fh (TTT,:-_IIJJI,JI)d";

R cr s
f " de f zdp = une quantité positive,
o 4]

c’est-a-dire

puisque I'élément
(TT' 4 UU')dw
Ta + Un_—

est essentiellement positif. Donc I'équation

fondgj:m da:ﬁmdyﬁﬂdp

est impossible ; donc aussi la fraction z devient infinie une ou plusieurs
fois, et par suite £ et u s'annulent ensemble pour des valeurs réelles
depetw; C. Q. F. D. (*).

(*) Si nous posons logp=0, oup= ee, nous verrons de suite que ¢ =t et
¢ — u sont deux intégrales de l’équatlon dB“ + d — = 0. D'aprés un théoréme

démontré par M. Lamé (Journal de I Ecole Polytechnique, XX111* cahier, p. 245),
cette équation sera donc aussi vérifiée par ¢ =log V' £*+ u*. 1l suit de la que
les deux quantités

d*log \/l‘-}-u’ _ @ log l/t‘+ u*
402 da®

sont égales entre elles; leur valeur commune est précisément celle du produit ¢z.



