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Généralisation de la Théorie des foyers dans les sections
coniques;

Par M. ABEL TRANSON.

M. Queteiet a fait voir quun come droit étant coupé par un plan,
si on imagine deux sphéres qui soient a la fois inscrites an céne et
tangentes au plan, leurs points de contact avec celui-ci seront les
foyers de la section; et de plus, si on congoit que les plans des deux
cercles de contact de ces sphéres avec le cone soient prolongés jusqui
la rencontre du plan sécant, ils y traceront les deux directrices.

M. Dandclin a étendu ces théoremes a I'hyperboloide de révolution
2 une nappe.

Mais indépendamment des deux droites directrices, il existe pour
toute section conique deux cercles qu'on peut appeler a bon droit
directeurs. Je veux parler de ces deux cercles qui out leurs centres
respectivement aux deux foyers et qui ont fous deux pour rayon une
ligue égale & I'axe principal. On sail assez combien la considération
de ces cercles apporte de facilité dans la construction de la plupart
des problemes qui se rapportent aux sections coniques, et leur signi-
fication dans le solide se peut donner aussi facileruent que celle des
foyers et des directrices. En effet, si on se représente toutes les
sphiéres qui, étant tangentes au plan sécant, louchent extérieurenent
le solide aux mémes points que l'une des deux spheres inscrites, le
lieu des contacts de ces spheres extérieures avec le plan de section
sera Yun des deux cercles directeurs, et notamment celui qui a pour
centre lc foyer relatif a autre sphere inscrite.

Je me suis proposé dans les recherches qui suivent d'introduire,
dans la construction donnée par M. Quetelet pour les foyers, une
modification qui m'a paru ouvrir le champ 2 quelques remarques
curieuses et procurer a la notion méme des foyers une extension
remarquable.

Tome 1V, — Novemsre 18%9. 58
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L.

Définition des systemes focaux simples ou composés et a bases
circulaires.

[maginons que les deux sphéres inscrites dans le solide ne soient
plus tangentes au plan sécant, mais qu’clles le pénétrent d’une quantité
quelconque. 1l va sans dire que leurs courbes de contact se déplace-
ront sur le solide. De plus elles traceront sur le plan sécant deux
cercles dont les centres demeureront toujours sur I'axe principal de
la conique, se rapprochaut d’autant plus du centre de celle-ci que la
pénétration sera plus considérable si la section est elliptique; s'en
éloignant d’autant plus si c’est une hyperbole.

Cela posé, si d'un point quelconque de la section on méne une
tangente a chacun des deux cercles dont il s’agit, on pourra appli-
quer le raisonnement employé par MM. Quetelet et Dandelin dans le
cas out les sphéres inscrites ne font que toucher le plan sécant, et on
verra encore que la somme ou bien la différence de ces deux lignes
respectivement tangentes aux denx cercles de pénétration, est une
fuantité constante.

Pour fixer les idées supposons que les denx spheéres aient pénétre le
plan sécant de telle facen que les deux cercles de pénétration soient
égaux. On en conclura facilement que leurs centres sont a égale dis-
tance de part et d’autre du centre de la section. Etalors si d'un point
quelconque de cette section on méne a chacun de ces cercles éganx
deux tangentes, et si en chacun d’eux on joint le centre aux points de
contact, on formera deux quadrilatéres jouissant de cette propriété
que la somme ou bicu la différence de leurs aires ne variera pas,
quel que soit le point de la section que I'on considére.

Or, en passant d’'un point & un autre de la section, les deux
quadrilatéres vecteurs ci- dessus définis pivotent sur les centres
des cercles de pénétration; on peut donc considérer ces centres
comme de véritables foyers. Et puisque plusieurs systémes de cercles
conjugués peuvent étre construits sur 'axe principal d’une section
conique, il y aura lieu d’y distinguer plusieurs s)stémes focaux.
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Nous appellerons bases du systeme focal les deux cercles sur lesquels
reposent les quadrilatéres vecteurs, et module la quantité constante
formee de la somme ou de la dafférence des aires vectrices. Quand les
deux bases sont égales, le module est simple parce qu'il représente la
stimple somme ou différence des deux guadrilatéres ci-dessus définis.
Mais si les deux bases sont inégales, il faut, pour avoir une somme ou
une différence constante, multiplier chacune des aires vectrices
par un coefficient inversement proportionnel au rayon de la base
qui lui correspond. Nous dirons alors que le module est composé.

Déja, cn acceptant ces définitions, on voit qu'une méme conique
est susceptible d’une infinité de systémes focaux qui different entre
eux par la situation des foyer:, par la grandeur des bases, et aussi par
la grandeur et la forme du module. A la vérité les foyers ne se pré-
sentent jusqu’ici que sur l'axe principal, iutérieurement aux deux
foyers ordinaires dans I'ellipse, extérieurcment dans I'hyperbole. Mais
si on consent a cette lransformation de ia notion des foyers qui con-
siste a substituer une relation de superficies a la relation linéaire qui
les a caractérisés jusqu’ici, on va voir cette relation subsister pour
tous les points intérieurs et extérieurs d’an <iametre quelconque.

I

Systemes focaux a bases clliptiques; systémes uniformes et systemes

bifides.

Faisons abstraction du solide et considérons sur le plan une section
conique avec I'un quelconque de ses systemes focaux & bases circu-
laires et 2 module simple ou composé, tels en un mot qu'on vient de
les définir. De la nous allons faire naitre sans difliculté d’autres sys-
temes focaux dont les bases seront elliptiques et dont les foyers serout
sur un diameétre quelconque.

Imaginons premiérement que toutes les ordonnées ou bien tontes
les abscisses croissent ou décroissent dans un rapport constant. La
section conique , quoique changeant de forme, demeurera de méme
espece, je veux dive elliptique ou hyperbolique. De plus elle sera encore
rapportée a ses axes, mais avec cette circonstance particuliere a l'el-

58, .
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lipse que, par leffet de la transformation dont il s'agit, les axes
pourront étre renversés. En méme temps les deux cercles, bases du
systeme focal, se changeront en ellipses. Et, comme par une telic
transformation toutes les aires des figures transformées croissent ou
diminuent dans un rapport constant qui est celui méme des anciennes
coordonnées aux nouvelles, il est clair que les quadrilateres vecteurs
de la conique transformée, pivotant toujours sur des points fixes
mais reposant sur des bases elliptiques, offriront dans la somme
ou dans la différence de leurs aires un module constant, lequel
sera simple ou composé en méme temps que celui de la conique
primitive. Il y aura donc encore un vrai gystéme focal. Enfin les
foyers continueront 2 la vérité d'étre sur l'axe principal, si ce n'est
dans le cas du renversement des axes de I'ellipse; mais il est facile
de voir que sur ce méme axe ils franchiront les limites qui bornaient
leur position dans les systémes & base circulaire (*).

En second lieu, par une nouvelle transformatior qui consiste a
faire tourner chaque ordonnée sur son pied d’'un angle constant, on
passera d'un systeme d'axes reclangulaires & un systeme de diametres
conjugués; et alors il deviendra manifeste quiil est possible de coos-
truire sur un diamétre quelconque une infinité de systemes focaux.
Seulement les foyers demeurent dans tout ceci intérieurs 4 la concavité
de la conique, ce qui parait étre un obstacle 4 ce qu'on puisse conce-
voir un systeme focal dont les foyers seraient sur le second axe de
I'byperbole ou plus généralement s~ aucun des diamétres qui ne
rencontrent pas cette courbe. Ce défaut apparent d’analogie disparai-
tra par le moyen du calcul quand nous déterminerons d’une maniére
générale la forme des bases qui conviennent i une situation donnée
des foyers. Mais auparavant il est nécessaire de revenir un instant a
la considération du solide pour y signaler une circonstance curieuse.

(*) Par cette transformation la section proposée a pu passer de la forme ellip-
tique & la forme circulaire; ainsi le cercle; lui-méme est susceptible d’une infinité
de foyers et de systémes fogaux ; mais les bpses de ses systemes focaux ne peuvent
iamais étre circulaires ; de sorte que la relation caracltéristique des foyers n’y
prend jamais une forme linéaire comme dans Pellipse ou dans I'hyperbole. On verra
au contraire que la propriété des contre-foyers (ci~dessous au § V1I1) est une rela-
tion linéaire dans le cercle comme dans toute autre section conique.
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Dans la théorie des foyers ordinaires, la constanic gni correspond
au module de nos systémes focaux , mais qui est alors essentiellement
linéaire, conserve la méme signification sur toute I'étendue d'une
méme courbe. Je veux dire que, sur une méme conique, Cest tou-
jours la somme ou bien la différence des rayons vecteurs qui est une
quantité constante. Il n’en va pas toujours ainsi quand on cousidére
soit le module linéaire formé avec deux lignes menées tangentielle-
ment 4 deux bases circulaires; soit plus généralement le module
superficiel formé avec deux quadrilateres & base circulaire ou ellip-
tique. En effet, bien que le module soit toujours dans chaque systeme
focal une quantité essentiellement constante, il peut se faire que celte
quantité constante se forme, pour certaines parties de la section
conique, de la somme (simple on composée ) des deux tangentes ou
des deux aires vectrices; et que pour d’autres parties elle représente
la différence (également simple ou composée) de ces mémes tangentes
ou aires vectrices. Pour sen convaincre, a P'égard premiérement
des systemes circulaires, il suffit d'imaginer que les deux sphéres qui
déterminent les bases d’un tel systéme aient assez pénéiré dans le plan
sécant pour que leurs lignes de contact avec le cone ou avec 'hyper-
boloide rencontrent la courbe de section, circonstance qui entraine
évidemment le contact de cette méme courbe avec les cercles de base.
Alors il arrivera que certaines parties de la section seront intéricures
au systeme des deux plans des courbes de contact, tandis que d’autres
parties lui seront extérieures. Or il est clair que, quelle que soii
la nature de celte section, le module se formera quant aux parties
intérieures de la somme des tangentes vectrices, et au contraire
de leur différence quant aux parties extérieures. Ainsi le module
n'a pas une sighiﬁcation uniforme dans les systémes a bases circu-
laires, toutes les fois au moins que les cercles de base touchent la co-
nique, et c’est précisément aux points de contact que le changement
de signification a lieu. '

Afin d’éviter les circonlocutions, jaurai besoin qu’on me permette
d’appeler systémes uniformes les systémes focaux dans lesquels le
module ne change pas de signification sur tout le cours de la conique;
et par-opposition systémes bifides ceux dans lesquels ce changement
a lieu.
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li est facile de voir que quand la pénétration du plan sécant par les
spheres inscrites a lieu de telle sorte que les courbes de contact de ces
spheres avec le solide rencontrent la courbe de scction aux extrémiiés
de son axe principal, les deux cercles de pénétration se confondent
avec les cercles osculateurs de la section a ces mémes extrémites ; ou,
en d'autres termes, les foyers coincident alors avec les centres de
courbure relatifs aux sommets du grand axe. A partir de cette situa-
tion, les spheres iuscrites pénétrant davantage dans le plan sécant,
les foyers continuent de se rapprocher du centre de la section si cetic
«ection st elliplique , ou continuent de s'en éloigner si elle est hyper-
holique. Mais, & partir de cctte méme situation, le systéme focal est
toujours bifide ; su_construction est donc extrémement facile puisque
le rayon des bases se trouve constamment égal 2 la normale de la co-
nique. La considération du solide suggererait également quelque
construction simple pour les bases des systémes circulaires dont les
foyers sont situés sur cette partie du grand axe qui est comprise entre
les foyers ordinaires et les centres de la courbure aux sommets princi-
paux ; mais, comme cette détermination se pourra déduire des tor-
mules générales, je me borne a remarquer ici qu'en appliquant aux
.vstemes circulaires bifides les transformations indiquées ci-dessus, on
st conduit 2 reconnaitre des systemes bifides i base elliptique sur les
deux axes et généralement sur tous les diametres d’un ellipse; comme
aussi sur tous les diametres transverses d’une hyperbole. Tous lcs
.vstemes bifides ainsi produits ont ce caractére commun quil y a
contact entre Jeurs bases et la conique ; et dailleurs on peut prouver
sénéralement que ce caractére de contact et la propriété d’étre bifides
vont toujours ensemble; car quelle que soitla forme des bases on pourra
toujours par 'emploi des mémes transformations géométriques pas-
ser du systeme focal proposé 2 un autre systeme ayant des bases cir-
culaires et qui possédera évidemment l'une ou l'autre de ces deux
propriélés cn méme temps que le systeme focal primitif. Or ce sys-
teme # bases circulaires sera ou ne sera-pas bifide suivant que ses bases
toucheront ou ne toucheront pas la conique transformée.
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HI.

Formules pour les bases des systemes jbcaux.

Concevons un cercle tracé sur un plan, et prenons le centre de ce
«zrcle pour origine des coordonnées. Que d'un point(x, i du méme
plan on meéne a ce cercle deux tangentes et qu'on joigne le centre
aux deux points de contact, aire du quadrilatére ainsi formé anr:
pour mesure

T = = ks

en désignant par a la longueur du rayon. De la, et paries trans-
formaticns géomeétriques ci-dessus employées, on conclura qu’élant
donnée une ellipse rapportée a deux diametres conjugucs sous Fangle:
@ ct dont les longueurs respectives soient 2a ¢t 25; si d'un poirt
quelconque (x, y) de son plan on lai méne deux tangentes et si
ou acheve le quadrilatére a laide des deux rayons elliptiques «qui
passent par les points de contact, I'aive de cetie tigure auvra poin
expression

. /x 7 .
absmwv;—l—ﬁ—-lzﬁ. [,

Imaginons maintenant que deux ellipses, qu'on pourra dabord
supposer inégales ¢t méme dissemblables , soicnt situdes sur un plan
d’'une maniére quelconque. Considérons ces deux cllipses comme le-
bases conjugudes d’'un systéme focal, et cherchons le lieu géometique
des points pour lesquels la somme ou la différence (simple ou composee”
des quadrilatéres (£') et (£") construits comme ci-dessus, cst une
quantité constante.

Oo prendra pour axe des abscisses la ligre qui joint les centres
des deux ellipses, et on placera I'origine au milieu de cette ligne doni

je represente la longucur par 2/. Soient d’ailleurs w et &' los angles
que font respectivement dans chaque ellipse les cordes conjuguees

4 la direction de la ligne des centres; alors, en prenant pour axe des

ordonnées une ligne mende sous Pun de ces angles (soit wm, I
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condition du probleme, c’est-a-dire la relation
(k) == m(#") = aC,

en désignant par 2C la valeur du module et par m son coefficient de
composition , sera la suivante

(absin » \/(1 :,l)’ +‘{: --_l>

y— . I—_ ‘ -
(x+fsm (o~ = "’+l)' -
BT sin o risinte
+m| oV sine — <+ e ' T 2C;

a et a' étant les demi-diamétres qui coincident avec la ligne des
centres; b et b’ les demi-diamétres respectivemenl conjugués aux
premiers dans 'une et l'autre ellipse.

Cette équation, aprés avoir été dégagée des radicaux, s'¢levera en
général au quatriéme degré. Si 'on veut qu'elle seréduise au deuxicme,
il faut, en écartant quelques circonstances qui sont sans intérét, poser
les conditions:

0w = o,
b = mb',
a = ma'.

C'est-a-dire que les deux courbes adoptées pour bases doivent éire
semblables et semblablement placées. Et quand on aura introduit ces
conditions, le lieu résultant sera une conique ayant son centre sur
I'axe des abscisses , Cest-a-dire sur la ligne des centres des deux bases;
conique généralement non semblable aux bases’, mais pour la-
quelle les deux directions ci-dessus choisies comme axes des coor-
données représenteront, aussi bien que dans ces mémes bases, un
systeme de cordes conjuguées. Quant a la position précise du
centre de cette conique sur l'axe des abscisses, elle dépendra en gé-
néral de la grandeur et de la composition du module, aussi de la
grandeur des bases, et enfin de la distance des deux foyers. Seule-
meat, quand les bases sont égales, le centre de la conique est tou-
jours au point qui partage également la distance 2l. Ces diverses
circonstances s'offraient déja dans les précédentes considérations
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géométriques; mais elles recoivent ici un caractére de généralite
absolue.

Nous écarterons désormais la considération des modules composés
parce quelle n'introduit aucune particularité essentielle. Ajoutant
donc aux conditions précédentes la relation m= 1, P'équation fonda-
mentale ci-dessus prendra la forme

VET LG =+ /EED

laquelle étant dégagée de radicaux revient i la suivante

-|-‘Jbi:—r = ic—, (2)

;b sinw

Ca*sin’w.y* + b*sin? @ (C*— L4%sin?e) 2* = C2 (C*—I'b7sin* w4- a?d’sin®a).  (3)

Pour faire coincider le lieu géométrique correspondant a (3) avec
une conique dont I'équation rapportée 4 un systéme de diamétres
conjugués sous le méme angle @, soit

a xl
Z’+;Z=‘; (4)

>
e

il faut poser les relations

bz 4CA
bt ; (I =+ \/I - afbfsﬁn)
a I

b= b

I

a'l

i

)

2
I
-—
¥
’

lesquelles vont nous servir 3 déterminer sur chaque diamétre d'une
conique les dimensions des bases des divers systémes focaux, d’apres
la grandeur du module et la situation des foyers.

Et d'abord, on voit par la simple inspection de ces formules, que
dans toute section conique, ellipse ou hyperhole, non-seulement
deux points quelconques d’un méme diamétre symétriquement p}ace’s
a I'égard du centre peuvent étre considérés comme foyers, mais de
plus qu'ils peuvent étre considérés comme les foyers d'une infinité
de systémes focaux, différant tous les uns des autres par la gx:an’deu]
du module; et qu'enfin lorsque la grandeur da module' est f.lx?e, il
y a encore pour les mémes foyers deux systemes focaux bien distincts,
résultant de la double valeur de b* et a* dans les formules (5). Clest

Tome 1V. — Novemsee 183, 59
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a proprement parler la discussion de ces deux systemes focaux rela-
tifs aux mémes foyers et aux diverses grandeurs possibles du module,
qui constitue la théorie générale desfoyers dans les sections coniques.

Pour faciliter cette discussion nous appellerons premier systéme
Jocal celui des deux systémes dans lequel le demi-diametre de base
conjugué a la ligne commune des centres est le plus grand, c'est-a-
dire le systtme dans lequel la valeur de 4* contient le radical avec
le signe 4-; et 'on peut remarquer de suite que quelle que soit la
conique (4), la valeur de ce demi-diamétre, daus le premier comme
dans le second systéme focal, est indépendante de la distance des
foyers au centre; elle dépend seulement de la grandeur du module,
a cundition, bien entendu, que les foyers demeurent toujours sur
le méme diametre pris ici pour axe des abscisses.

IV.
Application & Uellipse. — Systémes focaux a bases hyperboliques.

Nous supposerons en premier lieu que la section conique, ci-dessus
marquée par P'équation (4), soit une ellipse; a} et * seront essentiel-
lement positifs, et par suite la valeur du module aura une limite.
En effet, pour que les deux bases soient réelles, il faudra que le
module 2C ne dépasse pas la valeur 4,6, sin w; c’est-a-dire il faudra
que la valeur attribuée a la somme ou 4 la différence des deux aires
vectrices ne dépasse pas la quatri¢rue partie du rhombe circonscrit a
I'ellipse proposée. Tant que le module satisfait a cette condition

20 < ab sinw,
les deux systemes focaux sont distincls ; mais lorsqu’il atteint la limite
2C = ab sinw,
ils se confondent en un seul dont les bases ont pour formules
b* = b—:,

2
2
-

— I

at =
2
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Dailleurs, & ne considérer que la circonstance ou les bases sont
réelles, on voit que les deux valeurs de 4* qui résultent de la pre-
miére des formules (5) sont toujours positives; mais il se peut que
les valeurs correspondantes de a*® soient toutes deux positives, ou
toutes deux négatives ; ou enfin que l'une soit positive et I'antre né-
gative. D'oul'on est induit a conclure que les deux systémes focaux
peuvent avoir tous les deux des bases elliptiques, ou tous les deux
des bases hyperboliques; ou bien I'un avoir des bases elliptiques et
Pautre des bases hyperboliques. Toutefois, avant que de pousser plus
loin, il convient d’dclaircir ce résultat de systémes focaux a bases
kyperboliques.

Si d'un point quelconque (x, y), extérieur a une hyperbole, on
lui méne deux tangentes, et si on joint le centre de la courbe avec
les deux points de contact, on formera comme pour Vellipse un qua-
drilatére, mais avec ceci de différent que le quadrilatére relatif a
I'hyperbole est toujours a angle rentrant. Ceci tient a ce que dans
Uellipse le centre de la courbe et le point de concours de deux tan-
gentes sont toujours I'un au-dessus, l'autre au-dessous de la corde des
contacts; tandis que dans hyperbole ils sont toujours d’'un méme
cOté de cette ligne. Quoi qu'il en soit, si au lieu de former la super-
ficic de ce quadrilatére, comme dans le cas de l'ellipse, par la somme
des deux triangles qui ont pour base commune la corde des contacts
et pour sommets respectifs le centre de la courbe et le point de con-
cours des deux tangentes; si, dis-je, dans le cas de Phyperbole, on
fait la différence de ces deux mémes triangles, on trouvera pour
expression algébrique de cette différence

S —
absina‘\/l +-7b% —_ ;;

lorsque le diametre 2a compté ici sur P'axe des abscisses est un
bien
. x® :
absmw\/l + = — “-Tb—,

lorsque ce méme diametre 2a esl un diametre imaginaire. Ur on

voit, dans I'un ou lautre cas, que cette expression du quadrilatere
5q .
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relatif a 'hyperbole, n’est autre chose que la mesure du quadrilatére
relatif & Tellipse et marqué X {dans le précédent paragraphe, avec
cette seule différence qu'on y a changé soit le signe de 4*, soit celui
de a*. Par conséquent le lieu géométrique des points pour lesquels
le module formé sur des bases hyperboliques est une quantité cons-
tante sera donné exactement par ’équation (3), pourvu quon y fasse
Pun ou I'autre de ces deux changements. Ou bien encore, si les cir-
constances qui déterminent le systéme focal, c'est-a-dire si la gran-
deur donnée du module avec la distance aussi donnée des foyers,
procurent un sens négatif soit aux valeurs de a?, soit & celles de 4*
dans les formules (5), cest la marque que les circonstances en ques-
tion entrainent des bases hyperboliques au lieu de bases elliptiques.
Reprenons maintenant la discussion des formules (5). Comme les
deux valeurs de 4*, dans le cas ou la conique donnée est une ellipse,
sont essentiellement positives, il sensuit que dans Tellipse, lorsque
les bases d’un systéme focal sont hyperboliques, leurs diameétres ima-
ginaires coincident toujours avec la ligne des foyers. D'ailleurs la
condition pour que les hases soient elliptiques, se réduisant i Piné~

galité suivante
2l—a*

<z

,

r — 4G

— L
LY ST
ab? sin* e

. *

Yans laquelle le signe supérieur du radical se rapporte au premier
systéme focal, on voit que celte condition sera toujours satisfaite &
Pégard du second systéme toutes les fois qu'on aura

l <£a/ ‘/2_’

quelle que soit d’ailleurs la grandeur du module; cest-a-dire que le
second systéme focal sera forcément & bases elliptiques toutes les
fois que les foyers seront 2 Iégard du centre en-deca de la position
qui convient a cette limite de /. Mais au-dela de la méme limite, le
premier systéme sera nécessairement i bases hyperboliques, et cela

quelle que soit aussi la grandeur du module, par la seule raison
qu’on aura
2/’ — g*

- > o.

’
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. \ . ] - .
Dans le premier cas, clest-a-dire lorsqu’on a I < - a, V2, ce qui as-

sure au second systéme focal des bases elliptiques, le premier systeme
aura soit des bases elliptiques, soit des bases hyperboliques, selon
qu’on aura

¢ > vhsinto(r — 5),
ou bien

¢ < tpsino(c — 2.

Or, il arrive que l'une et 'autre de ces conditions sont compatibles
avec la condition fondamentale de la réalité des bases, quiest la
suivante

a’b? sin*w
[4 I4

C'<’—T ;

seulement la deuxiéme devient impossible 4 la limite de /=o.
.. . . . . , I -
Ainsi « depuis le centre jusqu’a une distance égale A 5% V2, le pre-

» mier systeme focal est indifféremment 4 bases elliptiques ou a
» bases hyperboliques, suivant la grandeur du module; au lieu que,
» entre ces mémes limites, le second systéme est toujours elliptique. »

1 - ‘ v .
Dans le cas de l>; a, \/2, circonstance qui assure au premier

systéme des bases hyperboliques, la condition pour que le second
systeme demeure elliptique sera donnée par

2 203 o108 121
C <lb,sma)(l — @)

condition a laquelle on pourra toujours satisfaire, pourvu que le
£

I . T _ . .
facteur 1 — — ne soit pas négatif. D'ailleurs, on pourrait toujours

’

satisfaire & la condition inverse qui procure au second systeme des
bases hyperboliques; ainsi « quand les foyers sont au-deli de la

. N 1 -
» distance /= 2 @,V 2, lesecond systéme peut étre indifféremment
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» elliptique ou hyperbolique, pourvu toutefois qu'on ne sorte pas
» de l'intérieur de la courbe; car, pour tous les points du diamétre
» qui sont extérieurs a I'ellipse, les deux systemes focaux sont tou-
» jours a bases hyperboliques. »

Apres avoir ainsi étudié les systémes focaux par rapport a la nature
des bases, si I'on cherche 4 savoir dans quelles circonstances ils sont
uniformes et dans quelles ils sont bifides, on trouve encore que ces
circonstances deviennent indépendantes de la grandeur du module
pour certaines situations des foyers. Afin ‘de s’en assurer, il faut
effectuer le calcul des deux aires vectrices qui sont respectivement
representées par

(x+ 0 | ¥

(x —»l)“ y
a

ab sinw \/*"—_FZ_*_" et par absinw\/ = T

Or, en faisant attention que x et y doivent satisfaire i Péquation (4),
dans laquelle @ et b* seront données en fonction de a* et de 5 par
la comparaison de cette méme équation (4) avec (3), on pourra trans-
former ces deux expressions dans les suivantes :

b sin® &

, et C 4+ x T

b sin* o
C — x C

dont la premiére se rapporte a la hase qui a son centre du coté
des x positifs.

Je prie le lecteur de remarquer en passant que chacune des deux
aires vectrices se lrouve exprimée en fonction rationnelle cle I'abs-
cisse; ce qui confirmerait au besoin 'analogie fondamentale sur la-
quelle reposent ces recherches.

Comme tout est symétrique de chaque c6té du centre, il suffira
de discuter la formation du module pour les divers points de la
conique qui sont d'un méme cdté, soit par exemple du c6té des x
positifs. Or on peut toujours concevoir x assez petit pour que la
premieére des expressions ci-dessus soit positive; et comme la seconde
Iest toujours quel que soit x, il s'ensuit que jusqu’a une certaine
distance de l'axe des ordonnées, le module se composera toujours
de la somme des aires vectrices. Mais, si x augmente jusqu’a rendre
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x l____b’sé“ ® plus grand que C, alors celle des deux aires dont la base

est du coté des x positifs a pour valeur 'expression suivante

C

et il est clair que, pour former le module, il f:ut la retrancher de
lautre aire. Le point ou le module change de forme a donc pour
abscisse la valeur de a qu’on tire de I'équation

b sin” w

C

= 0O,

dans laquelle il faudra mettre pour 4* sa valeur en fouction de 2 et
b ; ce qui donne

x

lb" sin® a( \/ 4C2 )
a b’ sin® &

Mais comme les points & I'égard desquels il y alieu de former le
module sout tous sur la conique représentée par I'équation (4), le
systéme sera uniforme ou sera bifide, suivant que cette valeur de x
sera plus grande ou plus petite que a,. Cela conduit aux résultats
suivants :

« A partir du centre d’'une ellipse jusqua la distance 2* mesurée
2

» sur le diamétre dont la longueur est 24,, le premier systéme focal
» peut étre indifféremment uniforme ou bifide selon la grandeur du
» module ; mais au-dela il est constamment bifide. Quant au second
» systéme focal, il peut étre uniforme ou bifide selon la grandeur du
» module, quelle que soit d’ailleurs la situation des foyers. »

V.

Suite de Lapplication a lellipse. — Systémes focaux du second
genre.

Les systemes focaux d’'une méme conique peuvent différer entre
eux par une circonstance beaucoup plus importante que toutes celles
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que nous avons étudiées jusqu’ici; et cette circonstance mérite d’au-
tant plus d'étre considérée, que si I'on n’en tenait pas compte il serait
impossible de posséder toutes les analogies dont la théorie des foyers
est susceplible.

Oa voit bien que si on change le signe de C* dans I'équation (3),
il en résulte un nouveau lieu géoméirique; ou bien si aprés avoir
fait ce changement, on identifie encore 'équation (3) avec (4), il en
résulte de nouvelles valeurs pour les quantités a* et 5* données par
les formules (5); c'est-a-dire que les bases recoivent alors une nou-
velle forme. Mais changer le signe de C* dans (3), c’est la méme chose
que changer le signe de toutes les quantités sous les radicaux dauns
Véquation (2); et, pour interpréter ce dernier changement de signe
par rapport a la théorie des systémes focaux, il faut connaitre la
signification géomeétrique des radicaux ainsi transformés.

Or, comme l'expression [ab sin @ \/(-I—Ef—)‘ -+ (L.';_B)' — 1 _}
était la mesure de la superficie d’un certain quadrilatére dont la for-
mation a été donnée ci-dessus dans le paragraphe IV, il arrive
que V'expression [ab sin & \/  — E— {.r_-'b—.__ﬁ)’J , différant de

a*

la précédente par le signe de la quantité sous le radical, représente
la mesure de superficie d’'un nouveau quadrilatére toujours relatif i
la base elliptique dont les demi-diamétres sont a et &, mais formé
d’une facon trés différente.

Dans cette seconde sorte de quadrilatére, le point (xy) doit étre
pris intérieurement a lellipse; aussi ne représente-t-il plusle point de
concours de deux tangentes, ni 'un des sommets du quadrilatére
vecteur: il se trouve a l'intersection des diagonales de ce quadrila-
tere. L’une des diagonales est le rayon elliptique qui passé par le
point en question, et l'autre est une corde conjuguée a ce rayon.
Ainst 'un des sommets est toujohrs au centre de la base, lequel
demeurant fixe quand le point (xy) vient & changer de position, con-
serve par-la le caraciére de pivot ou foyer. Mais les trois autres
sommets du quadrilatére sont constamment sur le contour de la base.
Diailleurs, si dans eette méme expression du nouveau quadrilatére
yecteur on change le signe de a* ou celui de 4*, on aura la mesure
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d’'un quadrilatere relatif a hyperbole; celui-ci résultant de la diffe-
rence des deux triangles qui ont leurs sommets, Pun au centre de
la base hyperbolique, 'autre a la rencontre de cette courbe avec le
rayon vecteur mené au point intérieur (&, y); et dont la base com-
mune est la corde conjuguée a ce rayon vecteur, menée par le méme
poini (x, 7).

Ces quadrilatéres, que j'appellerai de second genre, et qui sont
relatifs & des points placés dans la concavité de la base (elliptique ov.
hyperbolique), sont analogues 4 ceux que nous aviens considérés
d’abord et qui étaient relatifs a2 des pdints extérieurs. Et de méme
que, parmi tous les points qui sont 2 la fois extérieurs a deux ellipses
ou a deux hyperboles, on a pu chercher le lieu géométrique de tous
ceux pour lesquels la somme ou la différence des quadrilatéres dc
premier genre forme un module constant, on peut aussi se proposer
le probléme de chercher, parmi tous les points qui sont intérieurs 2
la fois & deux ellipses ou 4 deux hyperboles, le lieu géométrique de
ceux pour lesquels la somme ou la différence des quadrilateres de
second genre constitue aussi un module constant. Dans ce dernier czas
les deux courbes données seraient & I'égard du heu cherché les bases
d’un systéme focal du second genre. Et, pour que le lieu cherché fit
en effet une section conique, on trouverait d’abord les mémes con-
ditions que dans la recherche relative aux systémes de premier genre:
c’est-a-dire qu'il faut que les bases soient semblables et semblable-
ment placées sur la ligne qui joint leurs centres. D’ailleurs la conique
correspondante aurait également son centre situé sur la méme ligne;
et enfin, dans le cas d’'un systéme i module simple, I'équation de
cette conique serait la suivante

Crarsin®ew.y*+bsin®ew(C*-Lbsint o) =C (a*-1*)b*sin*e—C*], (3 bis)

ce qui est précisément Véquation (3), relative aux systémes du
premier genre, mais dans laquelle on a changé le signede C*; de sorte
que si l'on -veut faire coincider le lieu géométrique qui correspond
a (3 bis) avec la conique de I'équation (4), il faudra déterminer les
bases par le moyen des formules (5), en ayant Vattention d’y changer
aussi le signe de C*; ce qui donnera

Tome [V. — Novemsre 183y, 6o
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b = :_:bj (I =+ \/TI:—;_;_?'%).’
P . (bbis)

_ 2
b, (1 = \/l + —nﬁ—)
ah? sin® »

D'aprés cela, en renougelant par rapport & un diametre quelcon-
que de l'ellipse la discussion prégcédente, on établira sans peine les
résultats suivants :

« Le premier des deux systémge focqux de second genre, relatifs
» 2 uoe grandeur donnée du module et 2 une situation particuliere
» fles foyers, est toujours réel et toujours a bases elliptiques. D'ailleurs
» il peut étre indifféremment bifide ou uniforme selon la grandeur
» du module.

» Le second systeme focal de second genre est toujours a bases
» hyperboliques, mais il n’existe pas partout. Notamment ses bases
» deviennent idéales pour tous les foyers qui sont 4 une distance
» du centre moindre que a,; et au-deli de cette limite, il faut
» encore pour la réalité des bases que le module ne dépasse pas une
» certaine valeur dépendant dela distance au centre. Enfin le second
» systeme de second genre peut étre bifide partout ou il existe, mais
» il ne peut étre uniforme que si la distance des foyers au centre de

a® a

~

QY
»
~®

» la couique est plus-pelite que ial(x +V5). »

1l faut remarquer d’aillcurs que les bases hyperboliques de second
genre ont leurs diametres transverses coincidant toujours avec la
ligne des cenires; et ce, contrairement aux bases hyperboliques du
premier genre qui ont toujours, comme On I'a vu, leur diamétre
transverse paralléle aux ordonnées, c'est-a-dire a la direction qui
est conjuguée avec la ligae des centres. On se rendra facilement
compte de cette différence par I considération que les bases de second
geare doivent renfermer dans leur concavité Vellipse ou plus géné-
ralement la conique proposée, tandis que le contraire a lien pour les

bases de premier genre.
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VI.

Proprietés spéciales des systemes a bases circulaires.

Il serait facile d’étendre la discussion précédente a Vhyperbole (et
méme a la parabole, a l'aide de cette propriété que Vaire vectrice est
toujours, comme nous l'avons fait voir, une fonction rationnelle de
l'abscisse); mais ce qui précede suffit pour justifier ce que j’ai avancé
en commencant, que tout point d'un diamétre quelconque d’une
conique peut étre considéré comme un vrai foyer; nous avons vu
méme qu’a chaque couple de foyers correspond une infinité de sys-
témes focaux trés divers.

Maintenant il convient d’examiner plus particuliérement les lois
des systémes focaux dont les bases sont circulaires, ces systémes
jouissant tous de la propriété remarquable que leur module, quel que
soit le genre auquel ils appartiennent, peut étre pris si 'on veut sous
la forme linéaire. Ajnsi dans les systémes circulaires du premier
genre, le module linéaire résulte, comme on I'a vu ci-dessus, de la
somme faite ou de la différence de deux tangentes menées de chaque
point de la conique aux deux cercles de base; et dans les systémes
circulaires de second genre, il est égal 4 la somme ou 2 la différence
des deux cordes respectivement construites dans chaque cercle de
base en menant par chaque point de la conique une perpendiculaire
aux deux rayons de ces mémes bases. Discutons donc de ce point de
vue les propriétés de l'ellipse et de 'hyperbole.

Par les formules (5) on connaitra que dans l'ellipse les systémes
focaux de premier genre a bases circulaires sont exclusivement sur le
grand axe, tandis qu'au contraire les systémes circulaires de second
genre [par (5 bis)] sont tous sur le petit axe. Et comme les systemes
de premier genre sont bifides toutes les fois que les foyers se trou-
vent a I'égard du centre en-dech des centres de courbure qui corres~
pondent aux sommets principaux de la courbe ; ainsi les systémes du
second genre sont bifidés quand leurs foyers sont en-dech des centres
de courbure relatifs aux sommets du petit axe. De la une propriété
digne de remarque commune & tous les cercles qui, ayant leurs cen-
6o. .
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tres sur 'un des axes, sont tangeuts a la courbe; seulement cette
propriété épronve une modification cssentielle quand on passe de
Yun a Vautre des axes. De plus, au-dela des centres de courbure
des somme!s principaux sur I'axe principal, ou des seconds sommets
sur le second axe, il y a cncore des systemes circulaires. Mais &
partir du centre de courbure du sommet principal , les bases relatives
au grand axe vont toujours en diminuant jusqu’a la distance qui est
propre aux foyers ordinaires; et au-dela il n’y a plus de systémes
circulaires. Au contraire sur le second axe il y a toujours un systeme
circulaire (du second geure), quelle que soit la position des foyers;
el la grandeur des bases y augmente indéfiniment a partic du
centre.

Dans I'hyperbole on retrouvera d’abord, par le moyen des for-
mules (5) appropriées 4 ce genre de courbe, les systémes circulaires
de premier genre relatifs a des foyers situés sur l'axe transverse,
systérmes dont nous avons déja reconnu lexistence et les propriétés
par des considérations géométriques. Mais on verra de plus que deux
points quelconques du second axe sont foyers d’un systeme circulaire
du premier genre, lequel est loujours bifide et conséquemment
tres facile & construire. Ainsi, en considérant la forme linéaire du mo-
dule, on pourra exprimer dans I'hyperbole comme dans Pellipse, une
propriété commune 2 tous les cercles qui, ayant leurs centres sur
’un des deux axes, sont tangents a la courbe. Mais dans Uhyperbole
cette propriété demeure la méme a I'égard des deux axes, le module
s’y formant toujours de la somme ou de la différence des tangentes
menées d’un point de la courbe aux deux cercles de base. En outre,
il ne faut pas oublier que sur Paxe transverse de I'hyperbole, no-
tamment dans la longueur comprise entre les foyers ordinaires et
les centres de courbure aux sommets, il y a, comme pour Pellipse,
certains cercles qui nc touchent pas la courbe et qui présentent
nénamoins la propriété indiquée ci-dessus. Quant aux systémes
circulaires de second genre, il n'en existe aucun dans hyperbole,
pas plus sur le premier que sur le second axe; et c’est ce dont il élait
facile de se convaincre & priori et abstraction faite des formules,
puisque, en régle générale, les bases du second genre embrassent
toujours la conique proposée daus lintérieur de leur concavité. Aussi



PURES ET APPLIQUEES. 477

trouve-t-on que, par rapport a hyperbole, toutes les hases du
second genrc sont hyperboliques.

VII.

Des foyers ordinaires et des contre-foyers.

Nous pouvons maintenant expliquer la siguification propre des
foyers ordinaires dans la théorie générale des foyers. On y doit con-
sidérer ces points remarquables comme les foyers d’un systeme cir-
culaire du premier genre dont les bases sont évanouissantes. Et cc
peu de mots fait bien comprendre ponrquoi il n'existe de tels points
que sur laxe principal. En effet, dans V'ellipse le second axe n’a de
systemes circulaires que du second genre, et les systémes circulaires
de premier geure qui sont propres au second axe de 'hyperbole
ont leurs bases toujours tangentes a cette courbe, de sorte que ces
bases ne peuvent jamais y devenir évanonissantes.

Nous pouvons aussi décider la question de savoir s'il existe quel-
ques points qui soient analogues aux foyers ordinaires.

Premiérement, en considérant analogie de I'hyperbole équilatére
ou hypercle (*) avec le cercle, on est induit & chercher.s'il existe sur
les axes d’une conique des points que l'on puisse considéver comme
les foyers d’un systeme hyperciclique & bases évanouissantes, en
remarquant d’ailleurs qu’une hyperbole évanouissante ne se réduit
pas a un point comme lellipse, mais 4 un systéme de deux droites.
Pour cela il faut supposer dans les formules (5) les conditions sui—
vantes :

sinw = 1, b* =0 et = = — I.

(*) Je crois pouvoir employer ce nom d’hypercle qui ma paru tvés propre
a désigner I'hyperbole équilatére en rappelant son analogie avec le cerile.
Lorsque je parlerai de sysiemes hypercicliques, on entendra done que je venx
parler de sysiémes focaux ayant pour bases des hyperboles équilatéres. J’emploie
le mot hyperciclique et non pas hyperculaire, parce qu’il faut considérer le mot
hypercle comme contracté d’hypercicle, et non pas d’hyper-cercle que les lois
¢tymologiques repousseraient.
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De la il sera facile de déduire, tant pour l'ellipse que pour I'hyper-
hole, la situation des points en question que j’Fppelle contre-foyers.
On trouvera pour lellipse

lo= al + b

de sorte que dans cette sorte de conique la réalité des contre-foyers
ne dépend pas de la valeur relative des axes; ils existent aussi bien
sur le petit axe que sur I'axe principal et, si Uellipse proposée devient
un cercle, tous les diamétres en possedent deux.

Pour 'hyperbole, la situation des contre-foyers est donnée par

| =a — b, oubien I* = b — a,

suivant que I'axe 24, par lequel nos formules désignent toujours
celui qui porte les deux foyers, rencontre le périmétre de la courbe
ou ne le rencontre pas. Dans la premiére des formules précédentes
a, représente la longueur du demi-diameétre transverse, au lieu que
dans la seconde ce demi-diameétre est représenté par b,. Et de la il
est facile de conclure que Phyperbole peut étre dépourvue de contre-
foyers, ou bien en posséder quatre comme Iellipse. Elle en est
dépourvue si I'axe transverse est plus petit que le second axe; dans
le cas contraire, chacun des axes en posséde deux comme dans el
lipse.

Si dans une ellipse on se représente les contre-foyers par les
points (A, A) sur I'un des axes et par (B, B) sur I'autre axe, on re-
marquera que les quatre droites qui représentent deux a deux les
hypercles évanouissants relatifs aux contre-foyers (A, A), représen-
lent aussi, mais combinées convenablement, les hypercles relatifs
aux contre-foyers (B, B). D’ailleurs ces droites sont toujours tangentes
a Vellipse. '

Dans une hyperbole douée de contre-foyers on observera des cir-
constances toul-a-fait semblables.

Quant a la propriété caractéristique des contre-foyers, elle recoit
une expression digne de remarque si on considére la valeur générale
du module et si on y écrit les conditions qui caractérisent un sys-
ttme hyperciclique 4 bases évanouissantes.
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La valeur générale du module est la suivante

absinw(\/(z_l)q -+ Ty == \/(x+1)1 -+ ro_ 1>= 2C,

a* 2 az b'A
dans laquelle @ et b représentent, comme a Vordinaire, les demi-
diameétres des bases. Nous y conservons le double signe par la raison
que les droites auxquelles se réduisent les hypercles évanouissants
étant toujours tangentes 4 la conique, le module correspondant est
toujours bifide. De plus, en introduisant les conditions du systéme
hyperciclique i bases évanouissantes, il faut considérer que la suppo-

.. . C
sition » == o0 rendra nul le module 2C. Mais le rapport 2" demeure
PP A

fini et égal 2 une quantité constante. En représentant cetic quantité
8 q constante. P q
par k, le résultat des substitutions indiquées donnera finalement

[V(Va+ b+ 2 —y] = [(Va + b —x) — ] =k

Si la conique proposée est une ellipse il faut conserver i a} et &;
leurs signes posilifs; si c’est une hyperbole on prendra négativement
celle des deux quantités qui se rapporte a l'axe imaginaire, en se
rappelant toujours que la lettre @, est velative a celui des axes qui
porte les contre-foyers, que ce soit ou non l'axe réel.

L’équation précédente exprime, tant pour ellipse que pour I'hy-
perbole, une propriété susceptible d'une représentation graphique
trés simple. Si on construit sur Vaxe d’une conique deux demi-
cercles ayant pour diametres les distances comptées sur cet axe
entre le pied d'une ordonnée et les deux contre-foyers relatifs au
méme axe, demi-cercles qui se toucheront toujours extérieurement
dans le cas de Pellipse; et si, par un arc décrit du pied de l'ordonnée
comme centre, on marque dans chacun d’eux une corde egale a cetle
ordonnée, la somme ou bien la différence des deux cordes supplé-
mentaires sera une quantité constante, savoir la somme pour tout

point dont P'abscisse ¢st plus petite que v _iﬁ’; et la différence si
al‘ I.
Pabscisse est plus grande. De plus la valeur de cclie quantité cons-
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tante est toujours égale a 2a,, Cest-2-dire au diamétre sur lequel sont
les contre-foyers que 'on considire ; circonstance qui confirme plei-
nement I'analogie des contre-foyers avec les foyers ordinaires.

On peut encore considérer comme particuliérement analogues aux
foyers ordinaires les points d’'un diameétre quelconque pour lesquels le
systeme focal est 2 bases évanouissantes, avec la circonstance que le

a . ’ \ ’ ., . . \
rapport .. soit égal 2 Tunité. Pareillement sur -un diameétre quel-
conque on pourra chercher les analogues des contre-foyers, c’est-a-
dire les points pour lesquels, les bases étant évanounissantes, le rapporl

‘bf; est égal 8 —1. Le lieu de ces derniers points, tant dans V'ellipse que

dans I'hyperbole, est toujours un cercle, mais il n'existe dans I'hy-
perbole que sous la condition ci-dessus indiquée pour la réalité des
contre-foyers. Quant au lien géométrique des points analogues aux
foyers ordinaires, il dépend d’une courbe du quatrieme degré qui
est comprise tout entiére dans le cas de ellipse entre les deux dia-
metres conjugués égaux, et dansle cas de I'hyperbole entre les deux
asymptotes (*); de sorte que ces points ne se retrouvent pas indiffé-
remment sur tous les diametres.

Si on accepte les analogies précédentes il faudra reconnaitre, dans
les surfaces de second ordre qui sont de révolution, l'existence des
contre-foyers.

Ainsi Iellipsoide de révolution qui peut manquer de foyers ordi-
naires a toujours ses deux contre—foyers. L’hyperboloide de révolution
3 une nappe ou 4 deux nappes posséde deux contre-foyers ou n’en
posséde pas, selon que I'axe réel de la génératrice surpasse en grandeur
absolue axe imaginaire ou lui est inférieur. Enfin le garaboloide de
révolution a son contre-foyer placé sur I'axe, i la méme distance du
sommet que le foyer ordinaire.

§'ill s'agit d’une surface quelconque da second ordre, concevons
toutes les sections qu'il est possible dy former par les divers plans qui
contiennent un méme diamétre. Deux points fixes de ce diamétre

(*) Dans le cas de I'hyperbole équilatére, Ie lieu en question est une autre
hyperbole équilatére. )
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pourront étre les foyers communs de divers systémes focaux propres
a chacune de ces sections. Et si I'on concoit que pour ces systemes le
module soit le méme, alors le lieu des bases sera une surface déter-
minée a l'aide de laquelle tous les points de la proposée se trouveront
liés par une relation uniforme. De sorle quon pourra considérer
deux points quelconques d’un diamétre d’une surface du second ordre
comme jouissant d’une propriété analogue a celle des foyers. Mais
la surface des bases est en général du sixieme degré; seulement elle
devient une surface du second ordre et de révolution, quand la pro-
posée est ellesméme de révolution, et quand les foyers sont pris sur
Vaxe.

Notx. Quand on considére la définition qu'Euler a donnée pour les foyers: « Des
» points tels que leur distance & chacun des points de la conique soit une fonction
» rationnelle de I'abscisse », et quand d’ailleurs on envisage la propriété carac-
téristique desdeux foyers pris simultanément , on peut étre porté a croire que la
généralisation de la théorie des foyers consisterait & définir ces deux points par
la condition que la somme ou la différence de leurs distances 4 un méme point de
la conique soit une quantité non plus constante, mais exprimée rationnellement en
fonction de I'abscisse. Admettant hypolhétiquement que de tels points existassent ,
et que le coeflicient de I'ahscisse dans la fonction en question dépendit de leur
situation , on pourrait imaginer que ce coefficient fiit susceptible de s'annuler pour
la situation propre aux foyers ordinaires; ce qui cn effet rattacherait ces deux
points a une loi générale. Mais il est facile d’apprécier en peu de mots la valeur
de cette hypothése.

Concevons une conique située d’'une maniére quelconque sur le plan des coor-
données, et proposons-nous la question de savoir)i’il existe deux,ou plusieurs
points tels que la somme de leurs distances, 3 un point queleonque de cette co-
nique, soit une fonction rationnelle de P’abscisse et de Pappliquée, c'est-a-dire
une fonction de la forme :

A 4 Bx 4 Cy.

Si de tels points existaient, en considérant les points qui leur seraient symétriques
4 Pégard du centre de la courbe, on verra sans peine que la somme des distances
du point (z, 7) & ces nouveaux foyers serait exprimée par

A+ 2(B 4 Cy) — (Bx + (5.
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formule dans laquelle je représente par » et £ les coordonnées du centre. D'oir il
suit que la somme totale des distances d’un point quelconque de la conique, tant
aux premiers qu'aux nouveaux foyers, serait une quantité constante. Mais on sail
bien que les foyers ainsi entendus ne peuvent pas étre an nombre de plus de
deux. 1l sera facile d’approprier ce genre de démonstration 4 la parabole. Je me
borne a faire remarquer que si au lieu de chercher sur le plan d’unc conique des
points tels que la somme de leurs distances 2 un point quelconque de cette conique
soit une fonction rationnelle de Pabscisse et de Pordonnée, on demandait 'il existe
des cercles tels que la somme des tangentes menées 4 chacun d'eux depuis un
point quelconque dela conique fit une telle fonction, on en trouverait une infi-
nité que notre théorie enseigne & construire. — J'ajouterai aussi que toutes les
courbes de degré supérieur qui admettent une génération par fils tendus (c’est-a-
dire les courbes telles que la somme algébrique (simple ou composée) des distances
de chacun de leurs points & un certain nombre de foyers soit constante, courbes
proposées pour la premiére fois par Tschirnhausen) admettent aussi une généra-
tion par des tangentes vectrices menées h antant de cercles qu'elles ont de simples
foyers, ou bien par des aires vectrices constraites sur autant de sections coniques
considérées comme bases; et cela d’une infinité de fagons pour une méme courbe.




