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MEMOIRE

Sur l’inte’gmtion d'une classe d’E(]uations d{ﬂb’rentielles
du second ordre en quantités finies explicites;

Par 4. LIOUVILLE.,

INTRODUCTION.

Etant donnée une équation diflérenticlle d’un ordre quelconque
entre deux variables » et x, on peut se demander s'il existe ov non
une intégrale particuliere de la forme y = une fonction finie explicite
de x, cest-d-dire une intégrale ou la valeur de y en x se trouve
écrite a I'aide d’un nombre limité de signes algébriques, exponentiels
et logarithmiques. La solution de cette question parait offvir de grandes
diflicultés. Les méthodes proposées par Condorcet pour y parvenir
indiquent sans doute le génie pénctrant de cet illustre géomctre ;
mais elles sont loin d’étre fondées sur des principes tout-a-fait rigou-
reux. Les raisonnements de Yauteur sont en général incomplets ou
obscurs, et les conclusions qui en dérivent manquent quelquefois
d’exactitude.

Mes recherches sur la classification des transcendantes (*) m'ayant
naturellement conduit & m’occuper de l'intégration des équations
différenticlles en quantités finies, j’ai obtenu quelques résultats dignes,
si je ne me trompe, de lattention des géométres. Je me bornerai
dans ce Mémoire & traiter le cas particulier ou I'équation dont y
dépend est de la forme

dl
(1) = =Py,

(*) Tome Il de ce Journal, page 56, et tome III, page 523.
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P désignant un polynome entier ax* =bx'—' 4-... 4 hx + k.

Je prouve que si 'équation (1) posséde une intégrale exprimable en
fonction finie explicite de &, on devra pouvoir y satisfaire en prenant

y=el,

et désignant par £ unc fonction de x algébrique et rationnelle déter-
minée par P'équation

dt .
3;_+t = P.

Pour quune telle valeur de ¢ ait lieu, il faut d’abord que le degre¢
du polynome P soit un nombre pair ar. Cela étant j'extrais autant
que possible la racine carrée de P; je représente celte racine par
Q et le reste par R, ou autrement dit, je mets P sous la forme
Q*+ R, Q étant un polynome de degré v dont le premier terme
est x'y/a et R un polynome de degré (v — 1) tout au plus. La
valeur de ¢, si elle exisle, se composera de deux parties, 'une entiere
et égale soit a Q, soit — Q, lautre (ractionnaire et de la forme

+ — 4. ..+

xr—p r—gq x—r

Dans le cas ou Q forme la partie entiére de ¢, on fera
fUx =2, et (x=—p)(x—q)....(x—r=Y,

et 'on aura
y = Ye/Qr = Yer,

valeur qui substituée dans I'équation (1) donne
d*Y dY , 7dQ _
(A) E,-+2QI;+(E—R)Y_0.
Si la partie entiére de ¢ est au contraire €gale 2 —Q, on changera

Q en —Q et A en — A, puis en nommant Z un polynome entier,
on trouvera

7 = Ze— Q= Ze—>
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et

d'Z dZ d
(B) o —2QZ (R 4+R)Z=0.

Tout se réduit donc & chercher un polynome entier,Y ou Z qui véri-
fie l’e:quati_on (A) ou I’équation (B). .

Soit @’ le coefficient du terme de R ou x est élevée a la puissance
(v=—1), a' se réduisant & zéro quand ce terme manque dans R. Pour
que le polynome Y existe, il faut que

ad—rVa

eV a

soit un nombre entier nul ou positif ; de méme pour que le poly-
nome Z existe, il faut que
a Ly V—c;
T ava

soit un nombre entier nul ou positif. Mais la somme de ces deux
quantités est égale & —y. En exceplant donc le cas ot y=o0, on
voit que I'une an moins des deux quantités écrites ci-dessus sera
nécessairement négative, et que la fonction Y ou Z qui lui
correspond sera impossible sous forme entiére. Afin de pouvoir
continuer le calcul, admettons que P'une d’elles, la premiere par
exemple, remplisse la condition exigée; c'est elle qui représentera
le degré i du polynome Y : on posera donc

Y=Ax'4-A_ 2" 4.....4A,,

et la méthode des coefficients indéterminés suffira pour fournir les
valeurs de A;, A,_,,...A,, ou pour montrer qu'elles sont impos-—
sibles. Dans ce dernier cas, l'équation (1) n’a pas d'intégrale qui
puisse s'exprimer en fonction finie explicite de x : dans le premier
on satisfait & cette équation (1) en prenant y = Ye*, mais linté-
grale compléte, savoir

= AYe + BYe (S 007,

Tome 1V. — Ocromre 153g. 51
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ne se réduit pas & une fonction finie explicite de a; elle w'est expri-
mable sous forme finie qu’a I'aide du signe " dont on ne peut pasla
débarrasser. Le seul cas ol » == o fait exception ; I'équation devenant
alors

d'y

dr = Y
son intégrale

7y = Aesva 4= Be—2va

nc renferme que des exponentielles.

Les théoremes que je viens d’énoncer sont démontrés en détail dans
mon Mémoire. Pour suivre avec facilité les raisonnements que je
développe, il faut avoir lu les premiers numéros du Mémoire sur la

classification des transcendantes que j'ai rappelé pius haut, et ou j'ai
- posé les bases de la théorie des fonctions finies : surtout il est néces-
saire de se rappeler la signification constante que nous donnons aux
mots jfonction algébrique et fonction finie explicite. Nous répéterons
donc ici qu'une fonction y de x est dite algcbrique , lorsqu’elle peut
étre regardée comme la racine d’une équation de la forme

7" — Iyt —....— My —N =o,

L,....M, N étant des polynomes entiers ou des fractions ration-
nelles en x : il importe peu que cette racine soit exprimable ou nou
par radicaux : en adoptant généralement le signe @ (x) pour la re-
présenter, on voit que toutes les fonctions algébriques deviennent
explicites. Il n’en est pas de méme des fonctions finies qui peuvent étre
implicites ou explicites. Les fonctions finies explicites (les seules que
je considcre dans le présent Mémoire ) comprennent toutes les fonc-
tions qui peuvent s’écrire en employant un nombre limité de fois les
signes zlgébriques, exponentiels et logarithmiques, c'est-a-dire les
signes w(x), €%, logx. Les plus simples d’entre elles sont algébri-
ques. On nomme jfonctions transcendantes celles qui ne sont pas
algébriques.-Lorsque dans 'expression d’une fonction non algébrique
les caractéristiques transcendantes ne portent que sur des quantités
algébriques, la fonction est dite de premiére espéce. Lorsque dans
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I'expression d’une fonction qui n’est ni algébrique ni réductible a la
premicre espéce, les caractéristiques transcendantes ne portent que
sur des transcendantes de premiére espéce, la fonction est dite de
denxiéme espéce, et ainsi de suite.

Telles sont les définitions dont nous faisons usage et que Yon ne
doit jamais perdre de vue si 'on veut comprendre nos démonstrations.

1. Nous considérons dans ce Mémoire I’équation

(1) 2y — Py,

dz: =
ou P désigne une fonction rationnelle et entiere
axt 4 bx—" ... .Fhx k-

¢ est un nombre entier >o eta, b,...k, £ sont des constantes
dont la premiére differe essentiellement de zéro tandis que les
autres peuvent étre nulles. 11 s’agit de trouver une méthode certaine
pour décider si I'on peut satisfaire 4 'équation (1) par une intégrale
particuliére de la forme y ==une fonction finie explicite de x, et
pour obtenir cette intégrale lorsqu’elle existe en effet sous la forme
dont nous venons de parler. Mais avant d’entrer en matiere, il im-
porte de rappeler quelques propositions bien connues de calcul
intégral dont nous ferons un fréquent usage.

2. Lorsqu’on connait une fonction y, de x qui mise au lieu de y
dans I'équation (1) vérifie cette équation, il devient facile de trouver
la valeur compléte de y. Si 'on combine en effet les deux équations

dy __ d’y,
a =Yy, n =Ly

de manicre a éliminer P, on en déduit

Cr
BN
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Intégrant et désignant par C une constante arbitraire, on a ensuite

dy dy,
(2) f'd fij,_- c,

ou, ce qui est la méme chose,

(3) d(L) = =

Une seconde intégration donnera donc

ix
(4) r=Crn+0onf,
(’ étant une nouvelle constante arbitraire.

3. Soit 7, une seconde valeur particuliere de 7 : cette valeur
devra vérifier 'équation (2) pourvu que l'on attribue a la constante
arbitraire C une valeur convenable C”. Entre deux valeurs particu-
lieres de y, savoir y,, 7,, on a donc toujours une relation de la
forme

(5) | 7.2 dy, ].’ dy, = C".
Quand la constante C" est nulle, on a simplement

d, d_r.
f'z{z‘ — s Uz = 0,

ce qui donne
g
7

= constanle.

On dit alors que les deux intégrales y,, y, rentrent P'une dans Fautre.
Dans tout autre cas ces intégrales particuliéres sont distinctes, et l'on
peut s’en servir ponr former l'intégrale compleéte. 1l suffit pour cela
de mettre I'équation (5) sous la forme

d(‘?) = (%—t:

en la comparant 4 'équation (3) et posant %:B , on en conclut
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SN = g3
d (f) = Bd y,>’
ce qui, par une intégration , donne

(6) > =An+By.,

A étant aussi bien que B une constante arbitraire.
4. Représentons pary,, 7,,.... Y des intégrales particuliéres de
Péquation (1), et posons

=gty . yh =Z (")

Quel que soit le nombre m et quelle que soit la nature de ces inté-
grales particuliéres, si 'exposant u est entier et positif , la valeur de
u satisfera 4 une équation différentielle linéaire de l'ordre -1
qu'il est aisé de former. En différenciant la valeur de » et posant

Z(Iu]'l#—’ g—‘—-:) = u’,
on a d’abord
(a) %—Z_ = .

En différenciant la valeur de #' et posant

> |:,u( "— I)J”"(%)j =,

apres avoir remplacé ay
p P dxs

par sa valeur Py, on a ensuite
d r
(b) EI_Z‘ —] MPu + u"-

. ’ . di
Différencions de méme la valeur de #’, remplacons E.;:l; par Py et

posons

S e — 1) e — )7L | = w
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il nous viendra

(c) si: =2(u — 1)Pu 40",

et ainsi de suite, de sorte qu’en faisant

ZI:/A (e —1)...(e—i+ ,)],,__;(j_)_rr)i] — o,

on aura généralement

duli+1)

T = (i + 1) (st — DPu o= 00+9.

Les quantités 2 seront d’ailleurs nulles dés que lindice i atteindra

ou surpassera la valear (u ~1): donc evie les (u - 1) quantités
u, ', u',...u,, on aura (u-+1) équations linéaires du premier

ordre (a), (b), (¢),. ... dont la derniére sera

%f-‘-) = uPul*",
En éliminant «', «',... u(*) entre ces équations, ce qui est facile,
on formera Péquation différentielle linéaire de Vordre (u 1) a la-
quelle z doit satisfaire. Sil'on a w=1, cette €quation sera l’équa-
tion (1) elle-méme. Si I'on a =2, il faudra éliminer &', «" entre
les trois équations

du , du’ s du’ ;
m=4 F= aPu 4 ', = == 2P:/,
ce qui donnera
d'u du dp
d—l_j—4P£—-2d—xu—o.
En général, pour opérer I’élimination de ', &', etc., on tirera la
valeur de «' de Péquation (@) pour la reporter dans I'équation (&;:
celle-ci fournira ensuite celle de «* que on rapportera dans Féquation
(¢); et ainsi de suite. Ce mode d’élimination n'introduit jamais de
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dénominateurs. Il est aisé de voir que dans I'équation finale en u« le

coeflicient de

1

u \ . s .

., sera egal a T'unité; les autres coeflicieuts seront
X

des fonctions rationnelles et entiéres de x, si P est, comme on le
suppose , un polynome entier (*).

b. Si I'équation (1) a une intégrale de la forme y = une fonction
Jinie explicite de x, il faut que la valeur de y dont cette intégrale
se compose soit purement algébrique, ou bien qu’elle contienne au
contraire des transcendantes exponentielles et logarithmiques. Telle
est l'alternative qui se présente @ priori. Mais les équations (a), (),

(*) Désignons & présent, par Y,, Y,,....Y,, w intégrales particulicres de
Péquation (1), et posons U =7Y.Y,....Yu; U saiisfera aussi & une ¢quation
différentielle linéaire de Yordre (x« 4- 1), et cette équation sera identique avee
celle dont nous venons de nous occuper. Cest ce qui résulte de la nature méme
des intégrales de Péquation (1) et ce qu'il nous suffira de vérifier dans le cas par-
ticulier ot p=—=2. On a alorsU =Y,Y,, ce qui donne gg =Y, % -+ Y, %‘;’,
différenciant de nouveau et remplacant &*Y,, d@*Y, par leurs valeurs PY,d2*.

- & 0] dY, dJdY, . Ce s
PY.dx?, il vient e 2PU + 2 T I Enfin une troisiéme différenciation
donne

a‘U du dp __
=g T2 v=o

¢qyaation toute semblable a celle que Pon a obtenue u° 4.

On prouve, dans les numéros suivants, que Iéquation de Perdre (g -+ 1) dout
u dépend n’a pas d’intégrale algébrique et rationnelie. De la et de ce que nous
venons de dire il suit que le produit U ne peut pas non plus se réduire a4 une
fonction algébrique et rationnelle, Ainsi en particulier la quantité y7y" v'est
jamais une fonction algébrique et rationnelle de z.

Au reste, ces détails ont peu d’importance dans la question Gui nous occupe,
Nous ajouterons seulement que Pintégrale complete de Péquaticn ez 1o U de
Yordre g <4 t est

U= Agt AT+ A 3

et

Y et y, désignent deux intégrales distinctes de Péquation (1); A, A, ... Axy,

sont des constantes arbitraires. Le lecleur se rendra aisément comple de ce

theo-
X
reme dout nous ne ferons aucun usage dans tout ce qui va suivre.
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(c),- .. nous permettent de prouver que I'équation (1) n’a pas d'in-
tégrale algébrique quand on met de cbté, bien entendu, Pintégrale
insignifiante y = o dont on doit tonjours faire abstraction.

En effet, si 'on satisfait & Péquation (1) en prenant pour y une
fonction algébrique de &, cette valeur algébrique de x pourra étre
regardée comme la racine d’une équation irréductible de la forme

gy — Ly —....—= My —N=o,

que nous représenterons pour abréger par f=o, et dans laquelle
L,....M, N désignent des fonctions rationnelles de x. En différen-
ciant deux fois, on aura

dr dy = dr ?
a&f d&f dy af rdyy dD’ diy
dx* + 2 dxdy ° dz + dy* (dx + i = °

Pour qu'une des racines y, de f ==o satisfasse & I'équation (1), il
faut et il suffit que I'équation

af af dy
d.z'“+ dzdy * dx+d_y" r)+dj dx’_o’

- . . : Y 1 3 d
soit satisfaite lorsqu’on y pose y = y; aprés aveir remplacé j% par
df
(z;)

d'y . . . - . -,
et —= par Py. Mais apres ces substltutlons, I'équation dont nous par-

sa valeur

lons devient algébrique, et son premier membre est rationnel en x
et y. Deés lors elle ne peut avoir la racine y, sans avoir aussi les
autres racines ¥,, Js,.....ra de D'équation irréductible f = o.
Donc, si la racine y, est une intégrale particuliére de I'équation (1),
il en sera de méme des autres racines 7,, ¥s,-«+-Ya-

Cela étant, faisons

u=yf + gyt 4+....4+ 7k,
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p étant un nombre entier positif : la valeur de u €tant rationnelle et
symétrique eny,, ¥5,... ¥m Sexprimera rationnellement en fonction
des coefficients L, M.....N, et sera par suite rationnelle en x.
Pour certaines valeurs particuliéres de o, il pourra arriver que I'on
ait == 0. Mais si 'on donne & p successivement les m valeurs sui-
vantes y==1, pm==2,....u==m, une au moins des m valeurs
correspondantes de « sera rationnelle sans étre nulle : auirement il
faudrait que les coefficients L ,....M, N fussent tous nuls, ce qui
est absurde. Or, quel que soit I'exposant w, je vais prouver que la
valeur de u, supposée différente de zéro, ne peut jamais étre ration-
nelle. Cela fait, il sera prouvé que I'équation (1) n’a pas d’intégrale
algébrique.

6. La démonstration qu'il s'agit d’exposer prend deux formes dis-
tinctes suivant que x est pair ou impair. Pour fixer les idées, je
considérerai donc successivement le cas ou1 'on a u = 4 et celui on
Yon a w=>5. On verra de suite que les mémes raisonnements s’ap-
pliquent & tous les cas possibles. Mais il faut rappeler d’abord que la
valeur de « salisfait & une équation différentielle linéaire de l'ordre
(z=+1) que nous avons enseigné 1 former (n° 4). Le coefficient de
u N
de*t!
coefficients sont des fonctions entiéres de x. D’aprés la méthode
qne j'ai donnée dans mon second Mémoire sur la détermination
des intégrales dont la valeur est algébrique (*) pour trouver les
intégrales rationnelles des équations linéaires d’ordre quelconque, on
voit déja que la fonction u réduite a sa plus simple expression n’a pas
de dénominateur qui soit dépendant de x. A la seule inspection des
équations (a), (), (c),... on comprend qu’il en est de méme des
quantités ©', «”, etc. Ainsi les valeurs de u, %/, etc. ne peuvent étre
ratiounelles sans se rédvire & des polynomes entiers (%H),

dans cette équation est toujours égal a I'unité, et les autres

(*) Journal de I Ecole Polytechnique, XXII® cahier.

(**) La décomposition connue des fractions rationnelles en fractions simples suffit
aussi pour montrer que 1, ', etc., doivent se réduire 3 des polynomes entiers.
En effet il résulte de cette décomposition et des équations (a), (&), (€),-+-. que

si un facteur linéaire = — 2, entrait en dénominateur, dans la valeur de u réduite
Tome 1V. — Novemeae 18%0. . 55
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7. Si l'on suppose m=4, on aura les cinq équations sui-
vantes :

du ’
= =%
du' — P 7
dex — 4Pu + u,
"

®) % = 6Pw + u"”,
% = 6P« -+ u'’,
d — 4pu,

Le premier ierme du polynome P ordonné par rapport axestaxt.
Représentons par Az le premier terme de u, en sorte que I'on ait

u = Ax* 4= Ba2r—1 4 etc.
La premiére des équaﬁo;ls (g) nous donnera
W = aAx*—' 4 etc.
La seconde nous donnera ensuite

' = — 4Aax+t - etc.
On aura de méme

U = — 2Aa (5a - 2¢) x*+—1 4 etc.
1" = 24Aa*x*+1 - etc.
Or ces derniéres valeurs ne peuvent s’accorder avec 'équation

du:v
dx

= 4Pu";
pour cela, en effet, il faudrait que l'on eut

24Aa* (¢ + a¢) = — 8Aa*(5a 4 2¢) ,

a sa plus simple expression , avec I'exposant v, il entrerait dans les dénominateurs

du(l“) .
i avec les exposants respechfs 'y+l,. ytpm—1,

deu,....u\*— 1), ul#),

. . dul)
v+ Ky v+ 4+ 1, ce qul ne peut pas étre pulsqu’on a _;:c_ =pPu(p—|_‘,.
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c’est-a-dire
a + ¢ =o,

ce qui est absurde, puisque Pexposant . est nul ou positif et I'expo-
sant ¢ >o. Donc la valeur de » qui répond 2 p==4 ne peut étre
rationnelle sans se réduire & zéro. Une démonstration semblable sap-
plique & tous les cas ol u est pair. Clest uniquement pour abréger que
nous avons posé en particulier p = 4.

: k4 - ’ - -
8. Si lon suppose ¢ =5, on aura les six equations sulvantes :

du ,

dr = U

du’

= = 5Pu 4 ",

du”

—— = 8Pu’ w"
(h) dz + u”,
. du” "

T = obu’ 4 v,

dulv

dr — 8P + w,

d v

= s

Représentons encore par Ax=* le premier terme de la fonction z
supposée entiére. A laide des cinq premieres €quations (%), on
démontrera que les fonctions «/, «”, v, w'”, u* sont respectivement
dedegré a—1, a-¢, a4:—1, a4 2¢, a-f2e—1; le degre

de u'” surpasse ainsi d’'une unité le degré de «', tandis qu'en vertu

, . du® . . . . P
de I'équation —— = 5Pu'", il devrait au contraire lui étre inférieur
q dxr 4

de ¢4 1 unités. La méme démonstration est applicable toutes les
fois que u estun nombre impair. Ainsi 'équation (1) n’a pas d'intégrale
algebrique. Cest au reste ce que I'on aurait pu voir d’une maniére
tres simple en essayant de représenter y par une série ordonnée
snivant les puissances descendantes de x. Mais bien que I'emploi des
séries puisse étre ici rendu rigoureux, nous avons cru devoir préférer
la méthode précédente.

9. Maintenaut, occupons-nous des intégrales qui peavent s'exprimer

sous forme finie, en joignant aux signes algebriques les signes expo-
/4
55,



436 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

nentiels et logarithmiques, et si I'équation (1) possede plusieurs
intégrales de ce genre, considérons spécialement celle dont Iespece
est marquée par le plas petit indice. En désignant par n cet indice ,
il faudra que l'intégrale en question contienne au moins une trans-
cendante monome de n*™ espéce. Je dis que si 'on réduit & son
minimum le nombre de ces transcendantes monomes de n*™ espece,
aucune d’elles ne sera de la forme logy.

En effet si I'on pose log =14 et si Pop représente par y="F(x, §)
Yintégrale dont nous parlons, la fonction F(x, §) sera algébrique
par rapport a @ et pourra contenir en outre d’autres transcendantes
dont il est inutile de faire mention. En différenciant deux fois la
valeur de 7, on obtiendra un résultat de la forme

g—;l: = F, (x, L)) ’
F, désignant une fonction du méme genre que F : pour que I'équa-
tion (1) soit satisfaite, il faudra donc que 'on ait

F,(x, §)=PF(z, ),

équation algébrique entre x, § et toutes les transcendantes de n*™
espece dont F(x, §) dépend, et qui par conséquent doit subsister si
Yon remplace § par u-8, # étant une constante quelconque (*).
On a donc ‘

F(x, u+0) =PF(x, u-+6)
Mais si l'on avait pris '

Yy = F(x’ /u'l"e)’

on aurait trouvé

R,

L =F(x, u+0=Pr;

C'est 1a un fait dont on peut s'assurer en exécutant le calcal, et qut
tient 2 la nature logarithmique de la fonction 8, car il cesserait d'avoir
lien si 0 était par exemple une exponentielle.

L’intégrale F(x, 6) nous en fait ainsi découvrir une infinité d’autres

(*) Poyes tome 11 de ce Journal , page 74
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comprises sous la forme F (x, u#—--0) ot & est une constante arbi-
traire; et comme en différenciant I'équation (1) par rapport 2 x,

on a
n (A7
(%

dx

dy -
=P,

il s’ensuit que les dérivées de F(x, u - 8) par rapport 4 u satisfont
aussi a cette équation (1). En posant g = o aprés la différenciation,
on obtient de la sorte les deux intégrales suivantes F; (xc, 8), Fylx, §)
dont la considération nous sera trés utile.

La dérivée ¥4 (o, 0) ne peut pas étre nulle, x restant indéter-
minée; car si 'on avait en général,

Fg(x, 6) = o,

cette équation étant algébrique par rapport 4 § devrait subsister en
remplacant § par une lettre indéterminée i. Il viendrait ainsi
F/(x, {)=o0, dou F(x, i) = F(x, i,), i, étant une valeur parti-
culiere quelconque de i; par conséquent la fonction F(x, §) serait

égale 4 F(x, i) et ne contiendrait pas § contrairement a notre
hypotheése.

Le rapport des deux intégrales F (z, §), F;(x, 8) ne peut pas étre
une simple constante A, car si 'on avait
Fo(x, 8) = AF(x, 0),

on pourrait dans cette équation, qui est algébrique par rapport &
§ et par rapport aux transcendantes de n*™ espéce, remplacer § par
une indéterminée i. On trouverait par la

F/(x,i) = AF(x, i),

et dés-lors en intégrant et désignant par i, une valeur particuliere
de la variable i, on obtiendrait

F(x, i) = F(x, i,).eft),

ce qui est absurde, puisque F(x, i) est une fonction algébrique
de i.

Les deux intégrales ¥ (, 8), F,(x, §) n'ayant pas entre elles un
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rapport constant, la troisieme intégrale Fg (x, §) doit nécessaire-

ment étre de la forme
Fy(x, 8) = AF;(x, §) 4+ BF x, 6),

A et B étant des constantes. Dans cette équation on peut rempla-
cer § par une variable indépendante i; elle est alors linéaire et a
coeflicients constants par rapport 4 Vinconnue F considérée comme
fonction de i, et I'on en déduit

F(x, i) = ae™' 4 ™,

m,, m, désignant les deux racines -de I'équation m*'=Am-B, et
@, ¢ €tant deux quantités indépendantes de i, que Yon détermine-
rait, si I'on voulait, en attribuant a i deux valeurs particulieres
quelconques. Toutefois si Pon avait m, = m,, la formule précédente
se modifierait et deviendrait

Fe, i) = (¢« + ipremt,
et enfin on aurait
F(x, ) = a + i3,

si les vactnes m,, m,, étaient a la fois €gales entre elles et égales a
zéro. Quelle que soit celle de ces trois formes que 'on adopte, on
arrive a4 une absurdité. Les deux premieres sout d’abord inadmis-
sibles d’aprés un théoréme que j'ai démontré a la page 69 du tome II
de ce Journal; la derniére donnant

F(x, 9) = a -+ fA4,

exigerait que I'équation (1) eiit I'intégrale F; (xr, §)=f, et cette
intégrale dans laquelle 8§ n’entre plus, contiendrait une transcen-
danie de moins que l'intégrale F(x, 8), ce qui est impossible.

De cette discussion compléte, il résulte que nous ne devons dans
la valeur de y la plus simple admettre aucune transcendante de
n* espece de la forme log v.

10. Les transcendantes de n“™ espéce contenues dans y devant
&tre, comme on le voit, de la forme § =¢", représentons par

y = F(x, 6)
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la valeur de y ou l'on a mis en évidence une seule de ces transcen-
dantes. En différentiant deux fois cette expression, on aura

d"}‘ Al

e F,(x, ),
F, désignant une fonction de méme nature que la fonction F, ct
pour que I'équation (1) soit satisfaite, il viendra

F,(x, §) = PF (x, ),

eéquation algébrique par rapport & x, 8, et par rapport aux diverses
transcendantes contenues algébriquement dans F, ¢n sorte que I'on
pourra y remplacer § par u8, « étant une constante arbitraire. On
a ainsi
F.(x, uf) = PF(x, ub).

Mais si l'on avait posé

X Yy = F(x, ulb),
on aurait trouvé

o3 .
7= = F(x, ub) = vy,

comme il est aisé de s'en assurer en effectuant les difiérentiations, e
ds du . <L,
en se rappelant que — =4§ Zz- Donclexistence de l'intégrale F (x, )

eniraine celle de Vintégrale F (x, 10) et par suite celle des deux inte-
grales 8F; (x, 0), 0°F; (x, 8), que I'on obtient en différentiant F (x, ub;
par rapport & u et faisant ensuite g — 1.

On ne peut pas avoir Fy («c, )= o0, tant que x reste indétermie
née , car a cause de la forme de la fonction F qui est algébrique par
rapport a §, on pourrait dans cette équation traiter § comme une
variable indépendante, et il en résulterait que § n'entre pas dans la
fonction F(x, 6), ce qui est absurde.

Si le rapport des deux intégrales 4F; (x, 4), Fla, 8 estune cons-
tante m, on aura

0F, (x, 8) = mF (x, 8,
et par suite
iF (x, i) = mF (x, i.

En intégrant cette équation différentielle, et désignant par 7, une
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valeur particuliere de la variable indépendante i, on a donc
. . il
F(x, i) = F(x, ). =
el par conséquent
F(.Z‘, 9) = af" ,

« étant une fonction de x contenant une transcendante de moins
que F(x, 0), savoir la transcendante 6.

On satisfera encore 4 1’équation (1) par une intégrale de la forme
28" quand méme le rapport des deux intégrales 6F; (x, 8), F(x, 6)
ne serait pas constant. Alors en effet il faudra que l'on ait

OF,(x, 8) = AfF; (=, §) + BF(z, 6),
A et B étant des constantes. En remplacant 8 par une indéterminée i,
ou aura ensuite

#F! (x, i) = AiF/(x, i) + BF (z, i),
équation différentielle du second ordre dont lintégrale est de la
forme

F(x, i) = ai* + Bi™:
m et m, sont les deux racines de I'équation
m(m — |)=A_m+B;

2z et B sont deux quantités indépendantes de i, mais fonctions de x;
elles contiennent une transcendante de moins que F(x, 6), savoir
la transcendante §; on en déterminerait si on voulait les valeurs en
donnant 3 i deux valeurs particuliéres quelconques &, #,, puis ré-
solvant les deux équations du premier degré

Fx, i) = aif + B,

F(x, i) = aii + Bi™.
En faisant i =6, on a maintenant

F(.'L’, 0) = .aﬂ"' -+ ﬂem._

Or, Pexistence de cette intégrale entraine celle de Vintégrale nouvelle

F(z, ul) = au™d" + B o™,
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ou u est une constante arbitraire, et la combinaison des deux pré-
cédentes en produit une troisieme

m, !

F(x, ”e)_me(x, & — alr,

K —

qui a la forme indiquée plus haut. On n’a pas d’ailleurs a craindre
que la fonction « se réduise 4 zéro; car si cela était, on aurait

E(x) 9) —_ 489"‘"

et par suite le rapport de 6F; (x, 8) & F(x, 0) serait une constante
m; contrairement a Ihypothése adoptée plus haut.

Si les deux racines m, m, étaient égales entre elles, I'intégrale de
I'équation

*F!(x, i) = AiF/(x, i) + BF (x, i)
changerail de forme et deviendrait
F(x, i) = ai® 4 Bilogi,

les coefficients « et B étant comme ci-dessus indépendants de :.
Mais comme la fonction F (o, i) est algébrique en i, il faudra que
log i disparaisse du second membre et que 'on ait B=o. En effet,
si B n'est pas zéro et que l'exposant m soit rationnel, on tire de
Yéquation précédente

F(x,i) — "

logi = o ’

cest-a-dire log i = une fonction algébrique de i, ce qui ne se peut.
Et si m est irrationuoel ou imaginaire, on en tire
o F(x, )
T o« 4 glogi’
cest-a-dire i® = une fonction transcendante de premiére espéce, ce
qui n’est pas possible non plus puisque dans ce cas i est toujours
une fonction transcendante de seconde espéce (*). 11 est douc nécessaire

(*) Farez tome Il de ce Journal, page 94.
Tome 1V. — Novewmsrg 1839. 56
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que B soit nul, et alors il reste simplement F(x, i)=ai®, d'ou
F(x, 9) = af~.

1 1. Cette discussion approfondie nous montre que si 'on peut sa-
tisfaire a P'équation (1) en prenant pour » une fonction transcendante
de 7™ espéce ou le nombre des transcendantes monomes de n“™ es-
pece est supposé réduit a son minimum , toutes ees transcendantes
seront de la forme ¢’; de plus si 'on désigne I'une d’elles par §, on
pourra toujours supposer l'intégrale mise sous la forme af”, m étant
une constante et @ ne contenant plus 8. Si 'on désigne par §, = ¢,
f, = e, etc., les autres transcendantes de r*™ espece, on pourra de
méme les mettre ainsi en facteurs dans 'expression de y qui devien-
dra par suite

y =0cf"m 0, ... = gemrm.itete,

ou, ce qui est la méme chose,
Y —_je*,

o el » désignant des fonctions de (n — 1)*™ espéce seulement.
Actuellement posons

f=ejtd.r,
d’ou
dy 1 /de ds
e T )

¢ satisfera a P’équation
dt :
(@) 2 +o="r,

et sera, comme les deux fonctions s et w, de (n— 1)** espéce tout
au plus, en sorte que si 'on suppose ¢ de m*™ espeéce, on aura m < n.
Jajoute méme que ¢ se réduira 2 une simple fonction algébrique.
Cette proposition sera démontrée si I'on fait voir qu'en supposant
m > o, la valeur de ¢ conduit & une intégrale de I'équation (1) expri-
mée par une fonction transcendante de m*™ espece, ce qui est absurde,
(i étant < n) puisque Vindice n a été pris le plus petit possible.
‘Admettons en effet que ¢ soil une fonction transcendante de m*™ cs-
pece, m étant > o, et réduisons a son minimum le nombre total des
transcendantes monomes de m*™ espece qui s’y trouvent contenues,
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puis supposons que I'une d’elles soit de la forme ¢, ¢ désignant une
fonction de (m —1)*" espéce. Pour mettre f en évidence, posons

t = @(x, 9),

la fonction @ étant algébrique par rapport 2 § et par rapport aux
autres transcendantes de m™™ espece qui s’y trouvent sous-entendues.
En differenciant, on a

dt , / dv
o= ¢I(xv g) + ¢g(x’ 9)9 E:

ax

I'équation (2) devient ainsi

p-(x, B) + 0;(x, 0)§ 5 + o(a, G = P.

Comme elle est algébrique par rapport aux transcendantes de m*™
espece dont le nombre a été réduit a son minimum , on peut y rem-

placer 4 par pfl, x étant une indéterminée : cela donne

, , d \
@x(xp U-e) -+ @Fg(x’ ’/g)ﬂg (T‘;_‘ -+ 7 (.’L’, “9}‘ =P
ou
do (x, ub)+ @(x, ub)dx = Pdx.
Il faut en conclure que Péquation (a) serait satisfaite aussi par
{ = @(x, uf'. En d’autres termes, V'équation (1) aura cette intégrale

y = ef?(x, wb)dx

dans laquelle u est une constante arbitraire. Comme en différenciant
par rapport a &, on a d’ailleurs

il Sensuit qu’on obtient encore une nouvelle intégrale en différenciant
la précédente par rapport i u et posant si I'on veut w =1 apreés la
différenciation. Nous vérifierons donc V’équation (1), soit en prenant

56.,
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soit en prenamt
y = e/ 7> aj"fﬂ(po'(x, f)dx = 7,

A cause de la relation qui existe toujours entre deux intégrales
¥1s ¥s, nous pourrons donc écrire

dr, dy, 2 . -
jl L —fsd_.2' =]‘|'0¢0<x? 6) == (f)

C étant une constante.
Quand la constante C n'est pas nulle, il vient

ve
Voei(z, §)

’

=

c'est-a~dire y,= une fonction transcendante de m*™ espéce, comme
nous l'aviens annoncé. Si au contraire la constante C se réduit a
zéro, c'est-a-dire si la fonction @;(x, §) est égale a zéro, cette con-
clusion n’est plus permise. Mais alors dans I'équation ¢, (x, 0) = o,

on peut traiter § comme une variable indépendante; d’ou il suit,
comme on I'a déja expliqué plusieurs fois, que @ (x, 8) ne contient
pas 8. Pour que notre démonstration soit en défaut, il faut donc
que ¢ ne renferme aucune exponentielle de m*™ espéce.

La fonction ¢ étant de m™™ espece, elle doit nécessairement dans
ce cas renfermer au moins un logarithme de m*™ espece. Soit §=1logv
ce logarithme que nous mettrons en évidence en posant 1==¢(x, §).
Puisque la fonction ¢ contient nécessairement §, nous ne pourrons
pas avoir cette fois ¢; (x, 8) = o.! En différenciant la valeur de ¢,

on trouve

, , dv
X = olix,0) + o;(x, 8) Z

Péquation («) donne par suite
’ # . d
0:(x, 0) + qilx, 8) 7 + o(=, b =P,

équation ot Pon a le droit de remplacer § par x40, w« étant
une constante arbitraire. Or 1'équation nouvelle que lon obtient



PURES ET APPLIQUEES.

ainsi prend aisément cette forme

ol
.
Ut

do(x, u +8) 4 ¢(x, p+4 b)dxr = Pdx,

et elle nous montre que I'équation (&) serait encore satisfaite en
prenant t= @(x, u—+8§). De la résulte pour I'équation (1) cette
intégrale

ef¢(x, p=6)de

qui, différenciée par rapport a x, donne naissanee a une autre inté-
grale de cette méme équation (1), savoir

o/ s KD it ) dr,
ou plus simplement,
'ef?(x: 0= g (x, 8)dx,
en faisant w==o aprés la différenciation. Ainsi I'équation (1) est
satisfaite 4 la fois par lintégrale

y o= e —
et par lintégrale

y=e Sl 9’“”]‘({)6 (x, ) dx =7,,
entre lesquelles on doit avoir une relation de la forme

dy, dy, __
Nge gz = C.

Mais en mettant pour y, et y, leurs valeurs, cette relation fournit
720 (x, 8) = C.

Comme la dérivée @{x, 8) n'est pas nulle, la constante C ne le
sera pas non plus. On aura done

v C

J" = ——;—_‘
\V gz, 6)
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Par suite équation (1) sera satisfaite en posant

Ve

f -_— ————
\/% (x, 6)
» . . . . M " .
cest-a-dire y= une fonction transcendante de m*™ espéce , ce qu'il
fallait démontrer.

12. Par ce qui précéde, il est prouvé que s’il existe une intégrale
de V’équation (1) exprimée par une fonction finie explicite de x, on
pourra toujours satisfaire 2 cette méme équation par une valeur de

la forme
J_ — eftd.z,
t étant uue fonction algébrique telle que Pon ait
: dt .
.d' d—x + [ A P.
Désignons par
B @(xc, t) =0

I'équation algébrique irréductible et a coefficients rationunels dont ¢
dépend. En la différenciant elle nous donnera

de (X, i)

e = 2z, 0’

= (x,t), @ (x,t) représentant les dérivées de @ (x, t) par rap-
port a & et par rapport 4 ¢. En substituant cette valeur dans (a!,

on aura donc

) wex,t) 4+ (P—1t ;@ (x, 1) = o.

Les équations () et (3) doivent donc avoir une racine commuue ;
et comme la premiére est irréductibie, il suit de la, par un théoreme
connu, que loutes ses racines 7, , Z,, etc. appartiendront a la seconde.
En d'autres termes 'équation (1) sera satisfaite par toutes les inté-
grales particuliéres

y, = ef"d", Y. = e/, etc.

dont le nombre est égal au degré de I'équation (B).
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4

On prouve aisément que ce nombre ne peut pas surpasser 2. En
effet deux intégrales y,, 7,, de I'équation (1) sont toujours lides
par une relation de la forme

dy, dy,
J’n;{;. —Y. gz = G,

et cette relation devient ici

ol (t + talde (t, . l,) — C

1?2
on

. - — C'

D). = PR—

Si la constante C, était nulle, on aurait ¢, = ¢,, et l'équation (%) pos-
sédant des racines égales, ne serait plus irréductible : C, est donc une
quantité essentiellement différente de zéro.

L’existence d'une troisiéme intégrale

R tydx
Y= e/
entrainera de méme les deux équations

C3
1, — i3

C,
Ja¥s = —= % Fa) =

’
t3—1t,

qui divisées membre 3 membre donnent

Fr_ Cal—1y
7o G-y
Le quotient et le produit des quantités y,, 7, étant algébriques,
on voit que ces deux intégrales le seront aussi. Or cela est abhsurde,
puisque I'équation (1) n’a pas d’intégrale algébrique.
13. L’équation (8) est donc ou du premier ou du second degre
Mais cette seconde hypothése doit elle-méme étre rejetée, en sorte

que t ne peut étre qu'une fonction rationnelle de x. Clest ce que je
vais démontrer (*),

(*) La démonstration donuée dans le texte est tres simple, inais assez lengue :
un arrive plus viteau but en gappuyant sur la note du n° 4, dapréslaquelle 37y

ne peut jamais éive unc fonction rationnelle de . En ellst si Péquation (g) était du
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Si I'équation () était du second degré la valeur de £ serait de la
forme
t=U+ VV,
U et V étant des fonctions rationnelles de &, et 'on en tirerait
e _ dU VvV dv
de ~ dx aV " dr’
L’équation (a) deviendrait donc
dU . g/ dv \
& T U+V—P+ V(5.2 +2U) = o,
de sorte qu’a cause du radical \/V, on devrait poser séparément

dU s —
d7+U+V_P—O’
dv

dr

=+ 40UV = o.

Toute fonction rationnelle V peut se mettre sous la forme
V= H(x—p)(@x—q) . (= —n?t,

H, p, q,....r étant des constantes, et @, B,....y des exposants
entiers positifs, nuls ou négatifs. Mais je dis qu'ici ces exposants ne
peuvent pas étre positifs.

sccond degré, ses deux racines t,, f, seraient de la forme U+ V'V, U— VV:
c. ¢
by — ‘l - QV_V—

conséquent y; y; = %r- = une fonction rationnelle de x, ce qui est absurde.

d’aprés ce qu'on a va n® 12, il en résulterait "y, y, = et par
p q i g P

On substituera , si Pon veut, cette méthode a celle du n° 13. 11 faut méme ob-
server qu’a Paide des principes de la note du n° 4, on peut démontrer tout d’un
coup que le degré i de Péquation (B) ne surpasse jamais Punité. En effet si 7 était

1, on avurait i : L) équations semblables a celle-ci 77 =GE_")' Malti-

pliant entre elles toutes ces équations, on voil que le premier membre de Péqua—
tion résultante est le produit d’'un certain nombre d’intégrales de Péquation (1),
et que le second est rationeel, puisqu'il se forme en divisant une constante par le
dernicr.terme de équation aux carrés des différences des racines de U'équation (8):
or ce résultat est absurde , d’aprés ce qu’on a dit.dans la note citée.
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On a

dII ]
V=P—It—U’

dVv _ dP  dU ydu
dx dv ~ dz* 2 dr’
En portant ces valeurs dans I'équation
¥+ 4UV =o,
il vient
(@) dx, -+ 6U + 40— — 4PU =

Mais, a cause de la valeur de V écrite ci-dessus, I'équation

dav 1 dv
4 + 4UV=0 ou U =— Vo
donne
U > _ _B _ _ v
f(x—p) flz—q) 77 h@x—1r)
d’ou résulte
dU -
= o=t e Tt ey
aUu __ 20 28 2y

dr* = flz—pF fa—gqr T f@—n"

Substituant ces valeurs dans Véquation (4'), on voit que celle-ci con-
tiendra un terme divisé par (x — p)*. En meltant ce terme en évi-
dence, il sera aisé de douner a l’équation (J') la forme

u_ff_:f—2)(¢+4) . M
16 (x — p)? — N(x-—p*

M et N étant deux polynomes entiers dont le second n’est pas divi-
sible par x — p. Mais de la on tire

« (2 +2) (- 4)
r—p
Tome IV. — Noveusee 183g. 57

== 16M =— une fonction entiére.
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Douc pour qu'il n'y ait pas ahsurdité, il faut que Pon ait =0 ou
#==—2 ou @ =—4. Ainsi tous les exposants a, 3,....y sont

nuls ou négatifs. :
De la il suit facilement que l'équation (J) est impossible. En
effet, st on la met sous la forme

dpP | a‘u dU
;;-+4PU = 3;+6UE+4U3;

ou voit que le second membre est uniquement composé de fractions
proprement dites, en sorte que la partie entiére contenue dans le
premier doit disparaitre d’elle-méme. Mais pour cela il faudrait que
le coefficient de la puissance de x la plus élevée se réduisit a zéro,
tandis qu'il est essentiellement différent de zéro. Pour le montrer

j'observe que P étant = awx* 4-ba*—' -=etc., on ag =¢axr—" + etc.

De plus en divisant P par les divers facteurs x —p , £ —¢q,...x—1/,
qui entrent en dénominateurs dans Vexpression de U écrite plus haut,
on voit que le terme de 4PU du degré le plus élevé est

—a(a 4+ B+4... 4y x—".

. dp . . e ,
Le coeflicient de a*—" dans — -+ 4PU se trouve ainsi égal a

ale— (a+B+... 4]

par conséquent il n'est pas nul puisque ¢est >0 et que....

a4 @3 4...4 ) est =0 ou <o.
Ce résultat absurde nous fait voir que I’équation () ne peut pas

étre du second degré.

14. La valeur de ¢ que I'on cherche est donc rationnelle : elle se
compose d'une partie entiére Q et d’'une partie fractionnaire véduc-
tible en une suite de fractions simples de la forme

G
@—p*’
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de sorte que P'on peut écrire

{ == Q -, = —-G———
(z —p)*
De la résulte
a A __ s 6
° dr dx (. —py+t’
et 1l faut qu'en portant ces valeurs dans I'équation (a), celle-ci soit
satisfaite. Mais comme son premier membre se composera aussi d’une
partie entiere et d’'une partie fractionnaire , il sera nécessaire que ccs
deux parties sannullent séparément. Or la partie entiére de #* con-
tient outre Q* un terme Q, provenant du double produit de Q par Ia
partie fractionnaire de £. On doit donc poser

daQ . _
XT—!’-Q +Q|'—P—0’

d’ou
d
P=Q dg Q.

dQ
dx
moins d’une unité i celui de Q. L’équation que je viens d’écrire exige
donc que P et Q* seient de méme degré et par suite que P soit de
degré pair. On a donc ce premier théoréme : Lorsque le degréd « de
la fonction P est impair, I'équation (1) n'a jamais d'intégrale expri-
mable sous forme finie explicite.

Supposons maintenant e==2v; Q* étant de degré 2v, Q sera de

Le degré de la fonction Q, et par suite de —= +4- Q. est inférieur au

. dQ , 40
degré » et — + Q. de degréy — 1 tout au plus. Done -t Q, est

le reste R qu’on obtiendra en extrayant autant que possible la racine
carrée de P, tandis qu'au signe pres la fonction Q est égale a la partic
entiere de cette méme racine carrée. La détermination de Q est donc
Jacile : elle se réduit a trouver la partie entiére de la quantité \/P
ordonnée suivant les puissances descendantes de x. La valeur de Q
pourra dailleurs étre affectée du signe + ou du signe —.

i5. Maintenant occupons-nous de la partie fractionnaire de ¢.
Parmi les fractions simples qui la composent, considérons spéciale-

-
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ment celle qhi répond au diviseur x — p et qui est de la forme

-

G -
(x—p)*’

en outre, sil y en a plusieurs de cette espéce, attachons-nous de
préférence a celle ou 'exposant « est le plus grand Dés-lors les

dt
valeurs de 7 et de #* pourront s'écrire ainsi

di «G M,
dr — T (.z‘—p)""‘ + N, (z _P)u. 4
G* M,

=

(@—pP*  N@—pe—t’

M,, M,, N,, N,, étant des polynomes dont les deux derniers ne sont
pas divisibles par &— p. En les substituant dans (a), on aura

G* «G M,
(I _P)ﬂn (x — p)z-f-l + N, (x__P)u:
M
—_—— — P=o0.
+ Nl (1' _P)“

Or si 2a est > ou < a + 1, cette équation est évidemment absurde.
Il faut donc poser 2a =a -1, Cest-a~dire a=1. Pour que les
~deux premiers termes se détruisent, il fant - de plus que G=1.
Aipsi la quantlte

2 G

(x —p)*

se réduit a
]
+

r—p xr—gq

16. Il s’ensuit que ¢ peut avoir I'une des deux formes suivantes

t=Q 1= o+ A e+

P 1' 1'-—7‘

r—p r—gq z—r’

t=— Q4 —— 4+ ——— ... —
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suivant que I'on prend Q avec le signe 4 ou avec le signe —.
Toute intégrale rationnelle de I'équation (a) rentre dans l'une ou
Pautre de ces formes; mais nous verrons tout-a-I’heure qu’elles ne
sont jamais possibles toutes deux 4 la fois.

17. A la premiére valeur de ¢ vrépond une valeur de ¥ exprimeée
par
e/ ou Y&/,

Y éetant un polynome entier. On en déduit

dy _ [fQd=,4Y
dz — € %'l- QY)’

i dy  JQar &y dY | sdQ | o
En vertu de I'équation (1) on doit donc avoir

&Y dY | /dQ . Vv

w2 U+ (G + ¢ —P)¥=o,

c'est-a-dire

aY dY | dQ
(A) =+ 20g +(F—R) Y=o,
puisque P = Q* 4+ R.

Telle est I'équation différentielle dont la fonction Y dépend. 11

sera par son moyen toujours trés facile de trouver cette fonction
ou de prouver qu’elle n’existe pas.

Voici, du reste, comment on calcule le degré de la fonction Y.
Le premier terme de Q est x* \Va: soit a'ar—1 le terme de R
ou x est élevée 4 la puissance v — 1, a4’ se réduisant & zéro
quand ce terme manque dans R ; enfin, soit At le premier terme

de Y. 1l est clair que le terme du degré le plus élevé dans le preniier
membre de I'équation (A) sera

Afaiva 4 v\a— a') 't
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Pour qu’il disparaisse, il faudra donc qu'on ait
a — v V
2y a
Pour que le polynome Y existe il faut donc que
d — v Va R

2y a .
soil uu nombre entier nul ou positif : cette condition étant remplie,
on prendra ce nombre pour valeur de i; on fera

Y p—— A.I" + A,_,:I.‘i—' +.c-+ Ao,

¢l Pon cherchera par la méthode des coeflicients indélerminés si une
valeur de cette forme peut oua non satisfaire a I'équation (A).

Si Pon avait pris Q avec le signe —, on aurait de méme trouvé
pour 7 une valeur de la forme

y = Ze—/Qis,

a

l =

Z étant un polynome entier déterminé par I'équation
. 4 aQ
B E-RE—(EF+R)Z=

L degré du polynome Z aurait été

a + Va
2Va

Or on peut observer que la somme des deux quantités

a —ya _a'+r\/¢_z

ava 2V¢_z_
est egale 3 — v : quand une de ces deux quantités est nulle ou posi-
tive, lautre est donc nécessairement négative : ainsi les deux poly-

nomes Y el Z ne sont jamais possibles a la fois.
Quand ils n’existent ni Pun ni Tautre, 'équation (1) n’a aucune

intégrale de la forme y = une fonction finie explicite de x.

Si au contraire I'un d’eux, Y par exemple, existe, on satisfait a
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I'équation (1) en posant
y = Yes0% = Yer,

ou A désigne lintégrale de Qdx. Celte valeur de y est une fonction

transcendante de premiére espece. Mais daus ce cas méme I'intégrale
complete de V'équation (1), savoir

7y = AYer 4 BYeAf‘fﬁf,

Yn

nue peut pas etre débarrassée du signe . En effet, si lintégrale

fe_"’"dx
Y .
€tait exprimable en fonction finie explicite de x, il suit des théo-

vemes démontrés dans mon Mémoire sur Uintégration dune classe
de fonctions transcendantes (*) qu'elle aurait une valeur de la forme

X e—2n ,

X étant une fonction rationnelle de . [’équation (1) aurait donc
cette intégrale particuliere

YXe-* oun YXe—/Qdx,

par suite équation (a) & laquelle on satisfait déja en premant
dY
t=Q+ 5z

serait également satisfaite par

d(YX)
t=—Q+ 35y

C'est-a-dire que 'on pourrait attribuer & ¢ U'une et I'autre des deus
formes indiquées n® 16. Maison a vn plus haut que cela est impos-
sible. Donc l'intégrale complete de I'équation (1) n'estjamais expri-
mable en fonction finie explicite de ', bien que cette équation @

{*) Journal de M. Crelle, tome 13, p. g3.
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puisse avoir dans certains cas une intégrale Yer on Ze—* réduc-
tible a cette forme.

18. Je terminerai ce Mémoire par une observation qui n’est pas
sans importance. En cherchant & intégrer 'équation (1), nous avons
toujours borné notre analyse aux fonctions qu'on obtient en combi-
nant un nombre limité de fois les signes algébriques expouentiels et
logarithmiques; mais cette analyse s'étend d’elle-méme au cas ou
P’on joindrait & ces trois signes le signe / indiquant une intégrale indé-
finie, relative i la variable x, c’est-a-dire une intégrale dont la li-
mite supérieure est x et dont la limite inférieure est une constante
déterminée ou arbitraire. En effet, les fonctions qui naissent de
Iemploi du signe f jouissent , dans ce genre de recherches , de pro-
priétés toutes semblables a celles des logarithmes, et peuvent se
traiter par les mémes méthodes.



