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LRUVERY “ .

MEMOIRE

Sur la Réduction d’'une classe d Intégrales multiples :

Par E. CATALAN,

Répétiteur a I'Ecole Polytechnique.

Dans ses Exercices de Calculintégral, Legendre détermine 'aive de
Vellipsoide & trois axes, d’abord par le développement en série, et
ensuite par la considération des lignes de courbure de la surface (*).
En essayant de reprendre la méme question sous un auire point de
vue, j’ai rencontré une méthode de réduction pour une certaine classe
d’intégrales multiples : I'exposition de cette méthode, et son applica-
tion & quelques exemples, sont I'objet de ce Mémoire. Mais, afin de
bien indiquer la marche que mes idées ont suivie, je traiterai en pre-
mier lieu la question de l'ellipsoide.

I

X IV () =

(a> + (ﬁ) +(7> =1
équation de la surface de Vellipsoide. L’élément de cette surface a
pour expression

Soit

de'dy VT P+,

. \ o . . g . . d:
p et ¢ désignant a Pordinaire les coefficients différentiels partiels d—i—, ,

(¥) M. Plana a aussi traité ce sujet (Journal de Crelle, 1837, page 345); mais
nos deux méthodes n'ont aucun point commun.

41..
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dz’
d:” savoir, p=—-( ) = == (ﬁ) =+ En substituant ces

valeurs dans I'équation précédente, et désignant par A’ la huititme
partie de l'aire de l'ellipsoide, il vient

e [ [y /R BOD

L'intégrale doit s'étendre A toutes les valeurs positives de x et de y
satisfaisant a la condition

&+

Pour simplifier, je fais

z : A .
— ==z, "—’=_7, (=L =g, L =
comme on peut supposer « > 3 > 9, a* et b* seront des constantes

positives, moindres que l'unité, a* étant la plus grande. L'intégrale
qu’il s'agit de déterminer est alors, en faisant A’ = a8A ,

A __ffdxdy\/'_,_‘_':a:—_b; ; )

et cette 1ntegrale doit étre étendue a toutes les valeurs positives de x
et de y qui vérifieront la relation

x4 : I. (2)

81 nous désignons par z la valeur positive du radical placé sous le
signe [, lintégrale A devient fzdxdy: elle peut étre considérée
comme exprimant le volume d’une pornon du cylindre dont I'é-
quation est x*--y*=1, portion comprise entre les parties positives
des plans coordonués, et la surface représentée par

1 — a*x* — byt .
T—r—r (3)

2 =
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Or, si apres avoir mis cette équation sous la forme
(8 — @t 4 (= — by =t — 1, ()

nous y regardons z comme un parametre variable, nous conclurons
que tout plan perpendiculaire i I'axe du cylindre, et situé 4 une dis-
tance plus grande que 1 de l'origine, coupe la surface suivant une
ellipse qui a pour projection sur le plan des xy, une ellipse égale,
représentée par I'équation (4). Pour z= 1, cette projection est P'ori-
gine des coordonnées; et si, a partir de cette limite inferieure, on
fait croitre z indéfiniment, on obtient une série d’ellipses concen-
tx:iques, ayant leurs axes dirigés suivant ceux des x et des j, et
dont la limite, répondant & z infini, est le cercle représenté par
Xt yr=1.

D’apris cela, nous prendrons pour élément du volume dout il
s'agit, le cylindre ayant pour hauteur z, et dont la base serait la cou-
ronne comprise entre les deux ellipses déterminées par I'équation (4),
quand on attribue au parametre deux valeurs consécutives, z et
z -~ dz.

Représentant par X et Y les demi-axes de la premiére ellipse, Ia
couronne elliptique aura pour mesure 7#d.XY ; et comme nous ne
devons prendre que le quart du cylindre correspondant, nous aurens,
au lieu de l'intégrale (1),

A =7 [ zdXY. )
L'équation (4) doonz

23— 1 P L
X = \/z_‘—a” Y= Vs

dz d.
dX=(1-a* ih__ dY={(1—b*) 2%
(l ) (z*— a) V (z*—a”) (z°— =\ ) (z*=0%) V(z’ b (z’—') ’

_ 1—a 1— 0 zdz
d. XY=XdY+YdX = (-—a’ z—b’)y’rc?)(T—_bT);

ce qui change la formule (5) en celle-ci,

© zdz @© 3
a="T (e 1 b z°dz
4[(' T ey aaeay ¢ )f -8 Ta )z~ !z)] ©
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que l'on pent écrire sous la forme abrégée :

A"i('—aa 3:: l—bg db)f, V(z.__:.,j)z(z oy L (7)

en ohservant que

i z'dz - az®
da ‘/(z’ ___ay) (z1 — b’) - (zu — a:) v (zn — a*) (z- — ba)'

L'intégrale double (1) se trouvant ramenée ainsi b une ou a deux inté-
grales simples, la question principale est résolue : je vais actuelle-
ment, pour la completer, transformer les intégrales contenues dans(6),
de maniére i exprimer A en fonctions elliptiques ordinaires.
On a
o<b<a< 1 Lz:

on peut donc supposer

z* — a* = (z* — b*)sin* Q.

Ce changement de variable donne, en posant b =ca,

a'(1—c*sin’p) edz— a*(1-c*)sin pdp Qd@ di— a* (1—c*)sin ¢pdp

P= -—‘“/l—c'sm ?.

cos‘® cos’ ¢ cost @
. . sin®* @ s . —_— sing
P—a=a(1—¢) o, Ph=a=AT0, Ve Ebmat(i- gy
z'dz [ V 1—c*sin* @
” —3 dp_..._.____. .
(z-a’) V (7 —a)(z*—b")  a(1—¢) sin’@

z’ds

I
YV s R e AL

L’équation (6) devient, au moyen de ces valeurs,

L<-—a->f W;::'m ot

—a*
A= arcs§in Fay T
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Les intégrales elliptiques qui entrent dans cette expression sont prises
a partir de la valeur A de I'amplitude : afin qu'elles s'évanouissent
ainsi qu'on le suppase ordinairement, pour ¢ = o, je fais

ta _————
ng @ Vi—c® tangG’

ce qui donne, en représentant par A le radical \/'1—c*sin*§:

. 2 6 sin? 0
sm‘(p._—_“:‘ , cos’¢=(1—c’)7, 1—c*sin® cp.._..(l—(,)A“
1f¢ — 1 do
cos* @ Vi— ¢ sin? sin” 6
d¢'———‘/I—C'E, de \/1——-0‘9m’¢——-—(|—c‘) 3,
d¢\/1—-c“sm<p.__(l__c,) -
sin® P O cos*

La limite supérieure x# des nouvelles mtegrales est déterminée par

Véquation
1—a* 1 .
1—a’c’ . 1 (1—c*) tang* g’

laquelle donne
tang u = Vi sinu=a, cosu =V i1—a
La substitution des valeurs précédentes dans la formule (8), donne
R » do ,
—[(I a)_/ Acos’0+(l_a’c )fo ’ (‘9)

Or, on a (*)

M do 1 Ty I \ s -
f o 1-—_02[\/‘—‘ sin*u tang = (1—c*) F(e, ) —E(c, u)!,

o Acos*t
edd 1 sin g COSpe
— = —— | E(c —_—? ]
o &° x—c“[ ( r ) —c V 1—c"sin® ’

(*) Ezercices de Caleul intégral, 1811, tome I, page 199.
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en posant , i 'ordinaire,

Fle, )= f"%, Ee, w)=["a.ds.

Au moyen de ces valeurs, et de celles de tangu, sin g, cosu,
la valeur de Pintégrale se change en

A= L (@B, W)+ (1—a)F (e, 4)+a VIm@ Vim@s]. (10)

Par suite, I'aire de l'ellipsoide deviendra
BA'= amy' b 2 (=7 )E(e, )+ F (e, )} (1)

Cette formule ne difféere que par la notation de celle qui se trouve a
la page 191 du tome premier des Exercices. Pour Pappliquer, on
doit se rappeler que : ‘

L4

o= cosu ="-.

- B'(c’—?’-) ’

*

11

En second lieu, soit I'intégrale

A =[ f f dxdydsz \ v/“—:f;—_b}r’__‘f’z,: (13)

dans laquelle @, b, c sont des constantes positives, moindres que
Vunité. Cette intégrale doit étre étendue a toutes les valeurs positives
de x, 7, z, propres  salisfaire a la condition

x’+]"+5': I. . (13)

En regardant x, y, 5 comme les coordonnées d’'un méme point
matériel, rapporté 2 trois axes rectangulaires , cette relation (15)
représentera ensemble de tous les points matériels contenus dans
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une sphére ayant son centre a l'origine, et ayantl pour rayon,
Pumité. ‘

De plus, si 'on fait

1 — a’x"—b'y—c'z?
(14)

H

= | —x —y*—2
on pourra supposer que v représente une vitesse dont serait animée la
molécule ayant-pour coordonnées x, ¥, z, et pour volume, dedydz.
Prenant alors la densité de la sphére pour uriité, le produit vdxdydz
exprimera une quantité de mouvement, et I'intégrale (12) ne sera
autre chose que la somme des quantités de mouvement de tous les
points matériels composaut la sphére.

Pour évaluer cette somme , jobserve que les valeursde x, y, z
qui répondent & une valeur donuée de v, devant satisfaire a I'équation

(vl__ aa)xa + (vl —— bl)‘},l + (02'— csj 78 '='v. —, (l 5)

il résulte de cette dépendance, que tous les points qui ont méme
vitesse, sont situés a la surface d’un ellipsoide a trois axes, représentée
par cette équation. En considérant alors la portiog de la masse. sphé-
rique comprise entre les deux surfaces ellipsoidales qui répondent a
deux vitesses consécutives ¢ et v-~dv, la somme des quantités de
mouvement de toutes les molécules composant cette couche, sera égale
au volume de la couche, multiplié par ¢.

Par suite, si nous désignons par X, Y, Z les demi-axes de Yel-
lipsoide (15), lintégrale (12) deviendra, 4 cause que nous ne de-
vons prendre que le huitieme de la couche,

A=F [ vd.XYZ. (16)

L équation (15) donne

v —1 ) R pr— 1
X=ViZ Y=Vige z=Vis
v‘-—-a‘ v:_bs ? vn_c-x

dl = — (1—c) Vd" __ XYdZ — (1—c*) vdv V/ v'—1
i 7z (v —e) V (r—ar (=) (v=c?)
d.XYZ = vdy Y/ v —1 i—a b iy
V o —a) (b —c) (v’—-m + o+ v’—c’)

Tome IV, — Aoct 183g. 42
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Cette derniere valeur conduit a

A:l_;.— (1—a ®© v’dv‘/;?l ) : Y » v’t‘iv\/;tl -
6 [ ’ ")f- (v’-a")V(v’-a’)(v’—b’)(v‘-c’)+(l )-/: -6y (v°-a’)(v’—b‘)(0”—f’)?

—et ® vidv\/ v*~1 .
+(' )‘/; (u’— Cn) ‘/ (vg_ ag)(v,-bq)(vu_ca)] H

formule que Von peut écrire

N l—a‘ii_, 1—'-b’¢i 1—0’4_1_. b vy vie—1
A—G’”( a da+ b dc+ c dc)_ﬁ V v—a ) —b)v-c) (18)

(tq:

Le second membre de I'équation (17), si on le multiplie par &,
peut encore étre considéré comme exprimant la masse d’une sphére
ayant pour rayon 'unité, et dans laquelle la densité varierait suivant
une loi donnée par I’équation (15).

Iil.

Les résultats contenus dans les deux paragraphes précédents, out
été obtenus a 'aide de considérations géométriques ou de considéra-
tions mécaniques. Si Fon voulait, par des procédés analogues,
sélever & lintégrale quadruple, la chose deviendrait, je crois, plu:
épineuse : mais il parait évident, a priori, que toutes ces considéra-
tions détournées doivent étre Pexpression d’un seul et méme fait ana-
iytique. Cest ce dont il est aisé de s’assurer.

Considérons en effet, I'intégrale multiple d’ordre 7 : .

A=[ ...dedyde\ /ity —ew

.—.z“—]"_ x* ?

dans. laquelle nous supposerons que a, b, ¢,... sont des constantes
positives moindres que l'unité, et x, ¥, z,... des variables positives,
lides entre elles par la condition

x'+]'+z‘...zl. (20)

Cette mtégrale définie est égale i la somme des valeurs que prend Ia
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différentielle , quand on y fait varier x, y, z,... de toutes les ma-
nieres possibles, compatibles avec la relation (20). Ordinairement ,
pour obtenir la valeur de cette intégrale, on suppose en premier lieu,
¥, 2... constantes et déterminées, et l'on somme par rapport
a4 a, en faisant croitre cette variable de o a \/ [—V‘r'——z‘:':: :
puis, supposant z,..... constantes, on fait varier y de o &
V1— z*— ..., etc. Cette maniére d’arriver au résultat n'est pas la
plus simple que P'on puisse adopter, au moins dans le cas actuel
Pour le faire voir, posons

fm—. . o—C320" . *—atx*
Z ; (21)

]
11— .= 2'— y'—
«Jonnous pour un instant & ¢ une valeur constante et déterminée, puis
cherchous fdxdydz. .., en attribuant 2 &, 7, z,... toutes les va-
leurs propres a satisfaire a la condition

m—@ﬁ+W—Wf+w—ﬂ#+”zmﬂ’ (22)

laquelle se déduit de Véquation (21), et n’est pas contradictoire avec
pr—q® B
20, attendu que les rapports ——, ——,... sont tous plus grands

— ]

que Punité. Nous obtiendrons de la sorte une intégrale définie, ex-
srimée en v, a4, b, ¢,... que nous pouvons représenter par F(v).
Attribuons mainienant a ¢ une nouvelle valeur ¢'==¢ -~ dv; calcu-
tons lintégrale fdxdy. .. entre les nouvelles limites, lesquelles
déduisent de (22) eny remplacant ¢ par ¢'; puis , retranchons lc
r résultat du second : la différence, égale a d.F (v), représen-
tera la somme des valeurs que prend la fonction dxdyds. . ., lorsque
{es variables satisfont & 'équation (21), el que, dans cette équation ,
le parametre passe de ¢ & ¢'. Par conséquent, d’apres les premiers
principes du calcul intégral, on pourra considérer le produit vd.F(v),
comme exgimant, dans l'intégrale (19), la partie que l'on obtien-
en faisant croitre le radical de ¢ & ¢ 4dv. Daillenrs, aux

S

premie

drait ,
Limites
x4+ r+*+...=o, a4yt =1,

42. .
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correspondent
y=1, v=o0 3

donc pour déterminer la valeur compléte de l'intégrale cherchée , il
suffit de prendre la somme des valeurs qu’acquiert la fonction vd.F(»),
lorsque ¢, croissant par degrés infiniment petits, passe de 1 a l'infini.

Autrement dit, si 'on fait

F(v)=/....dzdydx, (23)

les limites étant déterminées par

(v* — a*) x* 4 (v —-b')]’-!-.(v'— )zt ... Z w1,
on aura ce théoréeme :
I—...—C'z'=—b’y*—a'x" o
f dZd‘r dx \/ . c—-zz’—j et = _/: vd.F (V)7 (24)

les limites de Vintégrale multiple étant données par

xt 4 42t Zl
1V.

Pour déterminer la fonction F(v), j'emploie la formule trés remar-
quable donnée par M. Dirichlet :

i)

qu... (l+ +2 + )

Dans cette équation, toutes les constantes sont positives: les variables
X, ¥y % .. sont aussi positives, et doivent satisfaire i la condition

O+ @+ +-Tn e

(*) Comptes rendus hebdomadaires des séances de I'Académic des Sciences,
tome VIII, page 156; ow Journal de Mathématzque:, mars 1839 , page 168,

f.r""j""z‘-'. - (25)

[T [ Voot AR NN] TR ENER I Y R AN |
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Pour appliquer cette formule a Vintégrale (23), je mets la condi-
tion (22) sous la forme

(y/ - _a,) (V/f:bﬁ) “‘r:r T

Comparant alors le second membre de I'équation (23) avec le premier
membre de la formule (25), jobtiens immédiatement

_ (V*) 5
F (v) = dxdydz...— \/(U,__a, o=p)--- ()

[ ¥4

Donc Vintégrale multiple (19) se trouve ramenée a lintégrale
simple

(V'
A= \/(::af, i) P (28)

$i, dans la formule (1g), les variables pouvaient recevoir des va-
leurs négatives, il est ‘évident que le résultat précédent devrait étre
multiplié par 2. "

Eun effectuant la différenciation indiquée, la formule (28) devient

A= (%3)—"- ) Vi — ‘)g—xd" (1=, 1—b° ) (29)
r(:-}-g) ' ‘/""‘”’)(V"—b")(t"—c“)....\V“—a“ - 9

Le cas ou les quantités @, b, c,... seraient égales entre elles, doit
étre remarqué : on a alors

A =
% * a_,
dsdydey/® -a’(xj+f’+=;+ e 3 [ e
—(=x +.7’ +2t.) (1+—) R
[ 2 1 (v'—a")’

Y (30
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En posant ¢* —1 = (v*-—a*)sin* @, il vient successivement

. |—-a‘sm"¢_’ O —ar—= l——i, vl—l:(l——a’)iq:ﬁ, vdv=(l—a’)5in?d3,
cos'e cos* @ cos*@ cos' g
. T o 2 n

v == (1 .. a‘)su@d? :;:4—;—0 SIn (D, ((‘:1:’)1(:5::‘“ 2T , _la,‘sin"-w‘@ \/T?‘q;;‘—é ;
d'ou

l/l’>" z

2 L —

A= 2 ;(‘n) . sin*—'odp\/1 — a* sin* @. (31)
2

Si 2 est impair, lintégrale sera réductible aux transcendantes ellip-
tiques de premiére et de seconde espéces, et si n est pair, celte méme
intégrale pourra s'exprimer par des logarithmes. Dans les deux cas,
la veduction se fera par le calcul suivant.

A rveprésentant le radical \/1 —a%in*g, on a identiquement

SR L deA = sin* 3 pdoA - mla‘ SIN"% @ COS P 3 —24°Sin PCOS PAPA ;
i.]'IOl‘l

X 3 :
f sint " lpdpA= fo sin*"fpdpr — 3—;—; j; a* [(n — §) sin""3pcos’pdp — sin~3 pdp]
o 2 «

-

- T T
2 n—4 2, n—f§ 2 :
- sin®*pdpA—m— a=5 A ——-—-—f in*=*
fo sin*—lpdg. 37 o 810" " pdpA-4- 5/, sin*~* pdpa
bl 4
n—3 2. —3 n—3 2. n—
+ ‘E?_f:, s pdpA — —3 /:) SIn*~' pdpa.

Cette equation donne

A, = (n—1)a* 4+ (n—3) A, — n —4A,._5, (52)

na* na*

en posant , pour abréger

A._. =j: sin"~'@dp \/ 1—a*sin® @.

‘ous devons actuellement faire la séparation des deux cas:
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1°. 2 1mpatr.
On a(*)

2a*— 1 1—u’

A, =E,, A =—— T E, + — = F, .

et la formule (32) donne ensuite

4a +2 20—1 4a + 2 1—a*
A(‘_‘ : 50‘ . 3a* ) |+ * T 3a7 >F|7

6a’+4 4a+2 2a*—1 6aa+4 3 pat— iy
Ag _( g = T B e 3 JE

6a+4 4a +2 1—a* 3 1—a
+( @ Bar  3a° qa* 3 ) *?

etc.
2°. 7 pair.
Les termes initiaux de la série sont

A.:f sin @dp \/ T—a* sin*@, A,zfo ind @il N/ i 1

Pour déterminer ces deux intégrales, je pose

a’cos*p

I — a*sin® @ =— —
¢ sin 42

rette transformation est permise, attendu que, @ étant momdre que
Vunité, on a

a* (1 — sin®* @) < 1 — a* sin® @.
I'obliens successivement,

a*—sin’ 9 (1—a*)sin”b i—a

. . 77§
SN Q=T e, COS* Q== ————— 5N @ cOs Qdp — — A
a’ cos’@ ’ ? a®cos?§ ’ ¢ ¢ag ar ot *
ah ’ —
T I—a
dp = — Y L — T {——als n’@:v——-
Vv cos6y a’—sin®h’ v ' cost °
A = 1—a* =z df A1 —8 (= b (@F—sin* 4;
* a o cosl’ TS o cosb
“n posant & == arc sin a.

Y Exercices de Calcul intégral, tome 1*", pages 199 et 200.

™
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On trouve facilement,

;] [ \/1+a o dg(an_smvg) a(3a’- 2) \ \/l+a]
fom I_a‘“'” ,_a v 8[: + (3a*41){

Il résulte de ces valeurs,*

_ s - —a*)(3a?
_+l_: a? \/x+a, A’_£3a 2+l(( a£a+1l\/1+a’

1—-a

Lesdeux premiers termes de la série étant ainsi connus , la formule (32)
donnera ensuite, de proche en proche, les valeurs de As, A,, etc.
Dans Y'équation (31), supposons a=o : I'intégrale contenue dans

o "G

le second membre, se réduit a sin*'odp=- /7

: ey

n n+l
dzzizdz. o

Vi . () (n+l)

résulte cette formule trés simple

(33)

Dans cette intégrale, les variables sont positives et satisfont a la
condition

xt = PN

N

V.

La méthode dont nous avons fait usage dans les deux paragraphes
précédents, peut étre présentée sous la forme générale suivante.
Supposons, 1° que l'intégrale proposée soit

A=f"dxdjdz...§(x,f,z,...).qu)(x, Frapee )l (34)

2* Que les 7 variables x, y, z,... positives pour plus de simplicité,
doivent toujours satisfaire 2 une condition exprimée par

¥(x, 7, z,...): o; (35)
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3°. Que la fonction ¢(x, ¥, z,...)soit de telle nalure, quelle
prenne des valeurs déterminées et connues, z et 8, quand on fera
x=y=z=...=0, etquand ces variables satisferont a 'équation
"I‘ =0

4. Que de plus, Plintégrale fdxdydz...%(x, y, z,...), prise

entre les limites
x=y=z==...=o0, et o@(xr, 5, z,.. .)zv,

soit connue, et égale a F(v);

5°. Qu’enfin, la condition ¢ (x, 7, z, ¢ ne soit pas contradic-

ces) <
toire avec (35), et qu'en faisant varier ¢ dans la premiére, depuis «
jusqu’a B, on reproduise tous les systémes de valeurs de x, y, z,...
satisfaisant 4 la-seconde ; on aura

A= (" f(0). 229 4 (36)

Ce théoréme deviendra évident, si P'on répéte, sur ce cas général, les
raisonnements qui ont é1¢ développés, dans le paragraphe IlI, sur un
exemple particulier. Les paragraphes qui vont suivre sont destinés
4 faire voir quelques-unes des applications que l'on peut faire de Iz
formule (36).

VI.

Pour premier exemple, je considérerai I'intégrale

1—ax*—byP—cg¥—. . .)_’

A=fdxdjdz...><x"-']"'—'zr-' e ( " (37)

1— z*— g .,
dans laquelle les quantités p, ¢, r,..., a, 8, ,... sont des cons-
tantes positives quelconques; a, b, c,... des constantes moindres
que P'unité ; m une constante posxtlve plus grande que un, et x,7,..
des variables qui peuvent recevoir toules les valeurs posmves compa_
tibles avec la condition

x=+yﬂ+z7+...:1. (38)

Tome 1V. — Aovr 1539, 43



338 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
Si je fais

1—ax*— byP—czy —. .. (30)

=
1= % y’s— 2 —

puis si je pose
Fiv)= fdxdydz... X xr= yi='5 . . ., (40)

les limites étant déterminées par
(v"—a)ax=+ (v — D)y 4 (v —c) v +4-... Zv"—- 1; (41)
jaurai A =/‘Im vdF(v).

Pour déterminer F (v), je mets la condition (41) sous la forme

:::'> ( :‘::‘ \/:I:i>

le théoreme de M. Dirichlet (25) donne alors

b = = =) <:3:: @@ (D

(;+‘:+Z +)

Al

Donc,

o1 X f"” a [(E22Y (2 T

wBy... P q
I‘(t+‘+—§

ou bien,
A=
P\ —pfp i
g_ ( I(ﬁ) vm(v"_l) +¢+ﬂ + P(I-a) +9(l-b) + ]dv 43)
f, . L. E q Z q ( m_ ﬁ m_ H
r(x+“+8+>... ST «(v=a) * g(v™~c)
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ou encore, en posant y"=u, et i—’+%—|—£+. =k
P\e(? ® L — .
( ) ( ) um(u—[)k du p(l—a)iq(x ] G4)-

= wBy. . T(14k) [ 9 Le(u—a)' gu— b)
. (u—a)“(u—b)ﬁ' "o

Si les constantes a, b, ¢, sont égales entre elles, la formule se
simplifie beaucoup : elle devient

et aer 1—a &+ + z“’+.->]

3~

dxdy...... dzx ¥ z - 3 >
—(x +ry + 2z +..)

= (1 —

Si, dans cette derniére, a est nul, le second membre se réduit a

G)() ® (u—n)du

“ﬁy r(k) 1 uk.’.]_;:!_

(’") QY

i@ ) o w—aw )

1

7 Pintégrale se transforme en

= (e

8 (1— )""d@—-——k+h.->

Je pose u==

e/ o
donc

drdyds. . .xP='y 1=z .. 1"(1—:—”)1*(5)[‘(% . (46)
- a/zy...r(x—:—n+€+g+...)

(1— z*—y P — . )"
Dans toutes ces intégrales multiples , la condition aux limites est tou-
jours

x4 yf 4 2 +...z:.
£3..
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VIL
La formule (46) peut se déduire d’'une autre formule trés générale.
Prenons A = [Pyt~ .. .dxdydz.@(x +y 4 2+...), (47)

la condition aux limites étant x -}y —4-z-4... : A

En posant
x4y +s4...=v,

nous aurons a chercher l'intégrale
Fo) =/ a2y~ 2~ ... dxdydz,
entre des limites données par
» ¥ z
P aie s le Bhis

Or, par la formule de Dirichlet,

L.

A

P(P)P(Q)P(r)' e LpHptrhre. o
Fid+p+g+r+...)

F(v) =

douc,

r{p)r(gr(n)... @, e . i
T rptetr+.D /; pTIrPRI g(o)dy (%) (48)

I est clair que, par un simple changement de variables, eette for-
mule donnera I'équation (46); elle conduit également a celle-ci :

.fdxdfdz. vea X XPT T L (x —_ x‘—]-ﬁ—- z’-—-...)i"'

CO@

T e (it L+ 2+ g+...)_‘

Dans cette derniére équation ,. toutes les constantes ont la méme si-
gnification que dans (46) ; I'équation aux limites est la méme; m est

une constante positive quelconque.

(") Cette formule a été démontrée d’une autre manidre par M. Liouville (Jour-
nal de Mathématigues, mai 1839.
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VIIL

Pour application de la formule (48), je prendrai l'intégrale

_ 1— (4 4+ 4...) ~ .
A —fdx'dde-v'\/I+(xg+.rm+za+“.)’ (JO}

dans laquelle les n variables seront positives et satisferont a la
condition

x4yt 4= ... 21.
Cette intégrale se transforme d’abord en
__ (Y [ dxdyds . ..\/T:(x+y FzH..)
A.—(z)/‘ Vaxyz... r+(x+r+z4...)° (1)
la condition aux limites étant

x4y 42+ 2 1

Yapplique actuellement la formule en question, et j'obtiens

(\/w> 1 ['v doo )= (52)

L’intégrale équivaut a

2 1 n

7= —_ ——1 P

B L A
(4+ JHOREONOS
- G+ TG
en posant v = 9i , et faisant usage de la relation,

P(P)F(Q) ! ppemt. -
)
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Au moyen de ces valeurs, je trouve, au lieu de P'intégrale (50),

(5 G, Q)
() (4"") r(;+3)

Cette formule donnera successivement

A=

T (4) : (Z) V” r(4)°’ 54)

/ \/ 1 —x (4) (4) (4) __*Va

a cause de ,
r:rs=—"2_;
44 sin%r
[tts VSR =5 f—*)’ (55)
furtin [ EEETS = v =t (] o0
[dxdydzde ) ;g;::g;::;:j::; = %(x - 6
etc.

IX.

Je choisirai enfin, pour application de la formule (48), I'intégrale

_ drdydz, ..
A _f(z‘+y‘g+z7+...)"’ (58)

entre les limites
x* +]g + 27 ... :x.

En remplacant 2= par x, y# par y, etc., elle devient

l | 4

1 fndxdjdz X e j‘ ..
T ey (F+r+s+.. )" ?
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<t la condition aux limites :

x+]‘+z+...<

I.

La formule (48) donne alors

] 1
P(—)F(—)... _I_m+.‘_+_+l+...
A — * A flv N dv.
]

—xﬁy...l‘(i-}--;——{-...)

Pour que l'intégrale ne soit pas infinie, on doit avoir
1 1 I .
2+E+;+ LI ) >m’
r(1)r(z
: ©r@:-
11 1,1 )
(;+E+.. .—m) uﬁyu.l‘(;-}-g-!-...)
Si les exposants ¢, 8, ,... sont égaux entre eux,
i n
[(+D]
= {Go)
G=m)r()
Nous avons supposé l'exposant m positif; s'il était unégatif, nous

trouverions
1 H
r (_) r () .
-4

uﬁy...(m -%-i+é+...>r (i—}-z;--{-)

et, cela étant,

(59}

ﬁx‘+jﬁ+z7+. c)dxdydz. .=

. "\(il}
Dans le premier membre, supposons m entier, et développous la
puissance du polynome: l'un des termes & intégrer sera de la forme

r'(m- 1)
ria-+)y r-+u..

[ xRy || dxdydz,

¢n posant

a4 b4 cA4...—= m
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Or, en observant que lintégrale doit &tre i)rise' entre les limites don-
‘nées par

x* -l-_y‘g -+ z’-F... z:,

la formule de M. Dirichlet donne

fx““]“’ﬁz"'...dxdjdz = — I‘(a+E)P(b+§).-- ;
“Bye- P(x+m+£+%+...),

d’ou résulte, en comparant avec I'équation (61),

QOLONO R o) G S

r('_+1+1+,__) _r(m+;+1+”_) r(a+Dre+ore+n..’
a B8 v a B

Le signe = indique une somme de termes de méme forme que celui
placé sous ce signe:a, b, c,... doivent recevoir toutes les valeurs
entiéres non négatives satisfaisant a I'équation

a-tb—+c—+...= m

Le nombre de ces termes est dailleurs (*)

N (D mEba  omia—

i n—1

( Avril 1839.)

(") Journal de Mathématiques , tome II, page x13.




