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PORES ET APPLIQUÉES. 3 2 5. 

MÉMOIRE 
Sur la Réduction d'une classe d'Intégrales multiples ; 

PAR E. CATALAN , 

Répétiteur à l'École Polytechnique. 

Dans ses Exercices de Calcul intégral, Legendre détermine l'aire de 
l'ellipsoïde à trois axes, d'abord par le développement en série, et 
ensuite par la considération des lignes de courbure de la surface (*). 
En essayant de reprendre la même question sous un autre point de 
vue, j'ai rencontré une méthode de réduction pour une certaine classe 
d'intégrales multiples : l'exposition de celte méthode, et son applica-
tion à quelques exemples, sont l'objet de ce Mémoire. Mais, afin de 
bien indiquer la marche que mes idées ont suivie, je traiterai en pre-
mier lieu la question de l'ellipsoïde. 

I. 
Soit 

(S+©'+(:-)·='· 
l'équation de la surface de l'ellipsoïde. L'élément de cette surface a 
pour expression 

άχ'άγ' \/1 ρ* -)- q', 

pet q désignant à l'ordinaire les coefficients différentiels partiels ̂  , 

M. Plana a aussi traité ce sujet (Journal de Crelh , 1837 , page 345) ; mais 
nos deux méthodes n'ont aucun point commun. 

4i. . 
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; savoir, p = — («) 7* 9
 = —

 © ?"·
 En substituant ces 

valeurs dans l'équation précédente, et désignant par A' la huitième 
partie de l'aire de l'ellipsoïde, il vient 

/-frX-SO-frA-

L'intégrale doit s'étendre à toutes les valeurs positives de χ et de y 
satisfaisant à la condition 

(τ)"+ (*)<'· 
Pour simplifier , je fais 

— = x, — —y, ι —= ax, i —zsb* : 

comme on peut supposer α > β > y, a* et £· seront des constantes 
positives, moindres que l'unité, β* étant la plus grande. L'intégrale 
qu'il s'agit de déterminer est alors, en faisant A' = β/3Α , 

A = /MÎ/' ; (,) 

et cette intégrale doit être étendue à toutes les valeurs positives de χ 
et de y qui vérifieront la relation 

sC + j\ <i. (a) 

Si nous désignons par ζ la valeur positive du radical placé sous le 
signe f, l'intégrale A devient fzdxdy : elle peut être considérée 
comme exprimant le volume d'une portion du cylindre dont l'é-
quation est x% +yl = ι, portion comprise entre les parties positives 
des plans coordonnés, et la surface représentée par 

, ι — a1*4 — b'jr* 
Z " ι — x4 —J" (3) 
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Or, si après avoir mis celte équation sous la forme 

(a· —— j, (4) 

nous y regardons s comme un paramètre variable, nous conclurons 
que tout plan perpendiculaire à l'axe du cylindre, et situé à une dis-
tance plus grande que ι de l'origine, coupe la surface suivant une 
ellipse qui a pour projection sur le plan des χ y, une ellipse égale, 
représentée par l'équation (4)· Pour z= ι , cette projection est l'ori-
gine des coordonnées; et si, à partir de cette limite inférieure, on 
fait croître ζ indéfiniment, on obtient une série d'ellipses concen-
triques, ayant leurs axes dirigés suivant ceux des χ et des y, et 
dont la limite, répondant à ζ infini, est le cercle représenté par 
x* + y* — 1 · 

D'après cela, nous prendrons pour élément du volume dont il 
s'agit, le cylindre ayant pour hauteur z, et dont la base serait la cou-
ronne comprise entre les deux ellipses déterminées par l'équation (4), 
quand on attribue au paramètre deux valeurs consécutives, ζ et 
ζ -j- dz. 

Représentant par X el Y les demi-axes de la première ellipse, la 
couronne elliptique aura pour mesure πά.ΧΥ ; et comme nous ne 
devons prendre que le quart du cylindre correspondant, nous aurons, 
au lieu de l'intégrale (ι), 

A = ï />·ΧΪ· (S) 
L'équation (4) donnj 

x = v/^. * = 

ΛΧ=(ι-β·) /dz ΛΥ={,_M ---
ΛΧ=(ι-β·) /dz ΛΥ={,_M ---

d.X.Y=XdY+YdX=f— . 

ce qui change la formule (5) en celle-ci, 

α=;Γ(,-*) r—-y·-—+(,-ί·)Γ z'A η « 
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que l'on peut écrire sous la forme abrégée : 

• τ /i—a' d. ι— b' z'dz . . 
4 \ a ' da b dbJJ , γ/(

ζ
*_

α
η (z·— b-) ' 

en observant que 

d. z'dz az1 

da |/{z'—a') (z' — b') (za — a') V — (Γ) (ζ' — £')" 

L'intégrale double ( ι ) se trouvant ramenée ainsi à une ou à deux inté-
grales simples, la question principale est résolue : je vais actuelle-
ment, pour la compléter, transformer les intégrales contenues dans (6), 
de manière à exprimer A en fonctions elliptiques ordinaires. 

On a 
ο < b < a < ι <z : 

on peut donc supposer 

ζ* — a* = (ζ* — b") sin* φ. 

Ce changement de variable donne, en posant b s=ca
t 

e'(i —c'sin'®) , e*(i-cs)sin φάφ , az (i—c')smpdp 

Ζ»-
Λ
'=

β
·(,z'-*'=a3(.-c3)—, »/(z'-«»)(,'-*·)=„·(,-c3)^. 

z'dz t j/1—c'sin'p 
(z'-a3)V/(z'—a')(z*—b') a(i —c') ^ sin3 ρ 

(«■—ό·)ν/(χ»—α*)(ζ*-Ηfr3) «('—Ο 

L'équation (6) devient, au moyen de ces valeurs, 

6) devient, au moyen de ces valeurs, 

λ = arc »n »/ · 
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Les intégrales elliptiques qui entrent dans cette expression sont prises 
à partir de la valeur λ de l'amplitude : afin qu'elles s'évanouissent, 
ainsi qu'on le suppose ordinairement, pour <p = ο, je fais 

tang φ = — — ; 
V ι— c1 tangfi 

ce qui donne, en représentant par Δ le radical v'i—c*sin*fl : 

sin'(p = ̂ , cos*ç = (i—Ο —, i—c'sin*cp = (i— 
ιΐφ ι dO 

cos1 φ y/ ι— c1 s'n' ® ' 

dtp =—\/1—
c
*%t V

1
—

c%
 = — ('—

c
') ' 

d$ y/ ι — c1 sip'φ t j g»'. & ^ 

sin1 φ ^ cos10 

La limite supérieure μ des nouvelles intégrales est déterminée par 
l'équation 

ι —β1 ι 
ι—a'c" ~~ ι-|-(ι—c^tang1^' 

laquelle donne 

tang μ — sin/i = «, COS/U =V ι—a%. 

La substitution des valeurs précédentes dans la formule (8), donne 

A = -H1 -a'^fo S]' (9) 

Or, on a (*) 

f: 7=7 IV1 —^sin> tan
gy

u + (i—c') ¥(c, /*)—E(c, uj] , 

"r9 = LV i — c*sin> tanghi-|-(i— c*) F(< 

(*) Exercices de Calcul intégral, 1811, tome I, page 199. 
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en posant, à l'ordinaire, 

F(c, ·»)=/'2, Ε (c,u.)=f^,dt 

Au moyen de ces valeurs, et de celles de tang^, sin μ, cos μ, 
la valeur de l'intégrale se change en 

A= ̂  [a'E(c, μ) + (i—a*)F(c, μ) -\-a \/1 — a* S/1—a*c*] · (10) 

Par suite, l'aire de l'ellipsoïde deviendra 

8A'=*ry+ p)+y<Y(c, μ)\ (..) 

Cette formule ne diffère que par la notation de celle qui se trouve à 
la page igi du tome premier des Exercices. Pour l'appliquer, on 
doit se rappeler que 

y·) ν 
— y') ' COS/" —„■ 

II. 

En second lieu, soit l'intégrale 

A=///Wv/^SE^?'. <») 

dans laquelle a , b, c sont des constantes positives, moindres que 
l'unité. Cette intégrale doit être étendue à toutes les valeurs positives 
de χ

 t
 z, propres à satisfaire à la condition 

x* + rt + z*< *· . (l3) 

En regardant χ, y, ζ comme les coordonnées d'un même point 
matériel, rapporté à trois axes rectangulaires , cette relation (i5) 
représentera l'ensemble de tous les pointe matériels contenus dans 
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une sphère ayant son centre à l'origine, et ayant pour rayon , 
l'unité. 

De plus, si l'on fait 

1—χ*—y'— z3 ' v 

on pourra supposer que v représente une vitesse dont serait animée la 
molécule ayant pour coordonnées χ, y, z, et pour volume, dxdydz. 
Prenant alors la densité de la sphère pour unité, le produit vdxdydz 
exprimera une quantité de mouvement, èt l'intégrale (12) ne sera 
autre chose que la somme dés quantités de mouvement de tous les 
points matériels composant la sphère. 

Pour évaluer cette somme, j'observe que les valeurs de χ, y, z 
qui répondent à une valeur donnée de v, devant satisfaire à l'équation 

(V — a*)x% + (t>* — b*)y% -|- (v4 — c'jz* = $>· — 1, (i5) 

il résulte de cette dépendance, que tous les points qui ont même 
vitesse, sont situés à la surface d'un ellipsoïde à trois axes, représentée 
par cette équation. En considérant alors la portioq de la masse, sphé-
rique comprise entre les deux surfaces ellipsoïdales qui répondent à 
deux vitesses consécutives v et v-\-dv, la somme des quantités de 
mouvement de toutes les molécules composant cette couche, sera égale 
au volume de la couche, multiplié par v. 

Par suite, si nous désignons par X, Y, Z les demi-axes de l'el-
lipsoïde (15), l'intégrale (12) deviendra, à cause que nous ne de-
vons prendre que le huitième de la couche, 

■ Ai=lf"vd.XYZ. (16) 

L'équation (15) donne 

x=v/:-s. 

i/Z = \YdZ = 
ca) |/—i)(f*—ca) (pfc—c"2) \/(f*—a')(v*—£2)(v3-ca) 

d.XYz = -
 +

 in£\ 
V («'"—a ^(i·*——c1) v'*—a' v'—b* v*—c2/ 
Tome IV, — AOLT iSig. 41 
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Cette dernière valeur conduit à 

a—' ζ-Γ ί.-«·)Γ° ΐ(ι,.Ί r» 

(17 ' +(,-«·) Γ ^Λ^
==

η. 

formule que l'on peut écrire 

ë'x a da* b dc~*~ c dc)J , y/ αη ^ ' 

Le second membre de l'équation (17), si on le multiplie par 8, 
peut encore être considéré comme exprimant la masse d'une sphère 
ayant pour rayon l'unité, et dans laquelle la densité varierait suivant, 
une loi donnée par l'équation (i5). 

III. 

Les résultats contenus dans les deux paragraphes précédents, ont 
été obtenus à l'aide de considérations géométriques ou de considéra-
tions mécaniques. Si l'on voulait, par des procédés analogues, 
s'élever à l'intégrale quadruple, la chose deviendrait, je crois, plus 
épineuse : mais il paraît évident, à priori, que toutes ces considéra-
tions détournées doivent être l'expression d'un seul et même fait ana-
lytique. C'est ce dont il est aisé de s'assurer. 

Considérons en effet, l'intégrale multiple d'ordre η : 

J "-dzdydxν , » (^) 

dans, laquelle nous supposerons que a , b, c,... sont des constantes 
positives moindres que l'unité, et χ, y, ζ,... des variables positives, 
liées entre elles par la condition 

x
* ri~ y* H- z% · · · ^ 1 · (2°) 

Cette intégrale définie est égale à la somme des valeurs que prend la 
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différentielle , quand on y fait varier x, y, z,.. . de toutes les ma-
niérés possibles, compatibles avec la relation (20). Ordinairement, 
pour obtenir la valeur de cette intégrale, on suppose en premier lieu, 
y, ζ... constantes et déterminées, et l'on somme par rapport 
à x, en faisant croître cette variable de ο à \/1—y*——··· : 
puis, supposant ζ, constantes, on fait varier y de ο a 
\/1— z*—. . . , etc. Cette manière d'arriver au résultat n'est pas la 
plus simple que l'on puisse adopter, au moins dans le cas actuel 

Pour le faire voir, posons 

I ... Z1 J' X' ' 

•donnons pour un instant à ρ une valeur constante et déterminée, puis 
cherchons fdxdydz. . . , en attribuant à χ, y, z,.. . toutes les va-
leurs propres à satisfaire à la condition 

(— a*)x' -t- (es— b')y* ■+■ («'"— c*) z'-j- . . p1— 1 , (22) 

laquelle se déduit de l'équation (21), et η est pas contradictoire avec 

30 „ attendu que les rapports "v—x
 sont ious

 P'
us 

(ue l'unité. Nous obtiendrons de la sorte une intégrale définie, ex-

primée en e, a, b , c,. . . que nous pouvons représenter par F(e). 
Attribuons maintenant à ρ une nouvelle valeur p'= ρ + de; calcu-

lous l'intégrale fdxdy. . . entre les nouvelles limites, lesquelles 
se déduisent de (22) en y remplaçant e par e' ; puis, retranchons le 

premier résultat du second : la différence, égale à d.F(p), représen-

tera la somme des valeurs que prend la fonction dxdydz, . ., lorsque 
ies variables satisfont à l'équation (21), et que, dans cette équation , 
!e paramètre passe de ρ à p'. Par conséquent, d'après les premiers 

principes du calcul intégral, on pourra considérer le produit vd. F(e), 
comme exprimant, dans l'intégrale (19), la partie que l'on obtien-
drait , en faisant croître le radical de ρ à ρ +de. D'ailleurs, aux 
'imites 

x H-jr* + z*-f-· ·*=°> ■+■y*+2*-f-.·. — ·, 
42.. 
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correspondent 

ν = ι, ν = oo ; 

donc pour déterminer la valeur complète de l'intégrale cherchée , il 
suffit de prendre la somme des valeurs qu'acquiert la fonction vd.Y{y), 
lorsque ν, croissant par degrés infiniment petits, passe de ι à l'infini. 
Autrement dit, si l'on fait 

F (v) . dzdydx , (a5) 

les limites étant déterminées par 

(ι>· _ a*) X· + ■ · · · <
 v

*—
 1

 » 

on aura ce théorème : 

dzdydx \J'
 ** = f?

vd

'
¥

W» (
a
4) 

les limites de l'intégrale multiple étant données par 

x% -+- y% ζ* + ·■·<-· 1 · 

IV. 

Pour déterminer la fonction F(t>), j'emploie la formule très remark 
quable donnée par M. Dirichlet : 

y x-y-i—.. Mydz = y..—-.(») (zS) 

Dans cette équation, toutes les constantes sont positives : les variables 
x, y, a,. .. sont aussi positives, et doivent satisfaire à la condition 

G0r+ (f),+Q + · · · <1 · * (a6) 

(*) Comptes rendus hebdomadaires des séances de VAcadémie des Sciences, 
tome VIII, page i56; ow Journal de Mathématiques, mars i83g , page 168. 
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Pour appliquer cette formule à l'intégrale (23), je mets la condi-
tion (22) sous la forme 

w\_V_A^* —At* '— 

Comparant alors le second membre de l'équation (23) avec le premier 
membre de la formule (q5) , j'obtiens immédiatement 

F („) = fdxdjdz.. .= (lU(J—L)(^)... (
2?

) 

Donc l'intégrale multiple (19) se trouve ramenée à l'intégrale 
simple 

A =

 ̂ J -dV(S)(S) <*» 

Si, dans la formule (19), les variables pouvaient recevoir des va-
leurs négatives, il est évident que le résultat précédent devrait être 
multiplié par 2". 

En effectuant la différenciation indiquée, la formule (28) devient 

A \ a J I Ua dv (χ—α1 | 1 —b* t ^ ^ 

Le cas où les quantités a, b, c,.. . seraient égales entre elles, doit 
être remarqué : on a alors 

A = 

J" ^O+dJ, „->
T

 " 
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En posant v"— ι = (u*— a*)sin'0, il vient successivement 

1— e'sin'p , I—"' , , .sina9 , simprf® 
cos φ cos' φ cos'ip cos·1 φ 

1(Λ' —ίι - α1) , — ϊγΛ——a la = ;Sina-'<pdçi y ι -a'sm" Φ ; 

d'où 
<??)" ci . , 
A = 2 — y sin" *<pi/<py/i—<z*sin*<p. (3i) 

\2/ 
S» η est impair, l'intégrale sera réductible aux transcendantes ellip-
tiques de première et de seconde espèces, et si n est pair, cette même 
intégrale pourra s'exprimer par des logarithmes. Dans les deux cas, 
la reduction se fera par le calcul suivant. 

Δ représentant le radical Y^i —«"sin"φ, on a identiquement 

sin* 'ιρ.ίΛρΔ — sin" 3φάφΔ-\—^siu" ^φοοβφχ—an'sin ̂ cos φάφΔ ; 

d où 

j" ΗΐΗΗ~'φάφ&— Ç βίιι*~3<ΜρΛ — J" Δ
3
 [(« — 4) sin"~

5
.pcos'pi/i> — siii

n

~
3

p<^>] 

= / sinx-3<pd<p&—j-^J sin"-:,<p<ipAq ~j sin*" φάφΔ 

-ΐ- — / sin" 3φάφΑ — / sin"-' φάφ±. 

Cette equation donne 

A— = ΊΓό- ' A—s ^ A"-5 ' W 

■ n posant, pour abréger, 
χ 

A._, = J sin'~l<pd<p \J ι—a*sin" φ. 

Nous devons actuellement faire la séparation des deux cas : 



1°. η impair. 
On a (*) 
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A„ = Ε, , Α, = ̂ Ε
1 + ̂ Ι·, 

et la formule (32) donne ensuite 

A< — \Γ5*~ ■ "3^- ~ 5αν + \ 5ô° * "3^-;* 1 ' 

6 \ η α* ' δα* ' 3 α* ηα2 ' 5α' ηα" ' 3d" ) 

\ η α* ' δα1 ' 3α-' ηα1 ' 3ά1 ) 1 ' 

etc. 
2°. η pair. 
Les termes initiaux de la série sont 

Τ Ζ 
A ■ — ̂  sin cpricp \/1—a'sin^, \

3
= j" sin3<pr/<pV·—«'sie'-i 

Pour déterminer ces deux intégrales, je pose 

ι — ax sin2 φ = . 

rette transformation est permise, attendu que, a étant monutre qu< 
' unité, on a 

d'(i — sin" φ) < t — α' sin" φ. 

1 obtiens successivement, 
a1—sin' S (ι—a2)sin'S . ι—a ,1116d' 
"n'® = a'cosaθ ' C°S * = a2cos2β ' "nfcos^ = ^ -

dj>——{/ι — α* α./~7—./ι V t—aasin26 = ^—î — . 

A "—β2 Γ* άθ ι —a' r * dO (a-—sin"i<; 

-η posant χ = arc sin a. 

"1 Exercices de Calcul intégral, tome 1", pages 199 et 200. 
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On trouve facilement, 

Résulte cette formule très simple 

Il résulte de ces valeurs,1 

A'=
a
-+il~lTlV—a> As=8—"+8 ? Vï=? 

Les deux premiers termes de la série étant ainsi connus, la formule (5 a) 
donnera ensuite, de proche en proche, les valeurs de As, A,, etc. 

Dans l'équation (5i), supposons a=o : l'intégrale contenue dans 

le second membre, se réduit à I sin"~1 a>dp — - ι/π :——: d'où 
J . <Ψ) 

résulte cette formule très simple 

\/ . . * W r(-Jbi)· 

\/ . . * W r(-Jbi)· 

Dans cette intégrale, les variables sont positives et satisfont à la 
condition 

x* —|— y* a*.... ι. 

V. 

La méthode dont nous avons fait usage dans les deux paragraphes 
précédents, peut être présentée sous la forme générale suivante. 

Supposons, i° que l'intégrale proposée soit 

A =fdxdydz..J(x, y, ζ,.. .)./ΐφ(χ, y, ζ,...)]; (54) 

2* Que les η variables χ, y, ζ,... positives pour plus de simplicité, 
doivent toujours satisfaire à une condition exprimée par 

».?%r > · · · ) ̂  0 > (®5) 
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3°. Que la fonction φ(χ, y, ζ,...) soit de telle nature, qu'elle 
prenne des valeurs déterminées et connues, α et /3, quand on fera 
x = y ζ = . . .= o, et quand ces variables satisferont à l'équation 
4 =° ; 

4°. Que de plus, l'intégrale f dxdydz. . . &(x, γ, ζ,.. .), prise 
entre les limites 

x=j = z=... = o, et φ(χ, y, ζ.,. . .)^e, 

soit connue, et égale àF(p); 

5°. Qu'enfin, la condition φ (χ, y, ζ,. ..) ~ ν ne soit pas contradic-
toire avec (35), et qu'en faisant varier ν dans la première, depuis α 
jusqu'à /3, on reproduise tous les systèmes de valeurs de x, y, z,... 
satisfaisant à la seconde ; on aura 

A=Γ. ·Λν· <56' 

Ce théorème deviendra évident, si l'on répète, sur ce cas général, les 
raisonnements qni ont été développés, dans le paragraphe III, sur un 
exemple particulier. Les paragraphes qui vont suivre sont destinés 
à faire voir quelques-unes des applications que l'on peut faire de la 
formule (36). 

VI. 

Pour premier exemple, je considérerai l'intégrale 

a =fdxdjdz...xx> -r &) 

dans laquelle les quantités p, q, r,..., α, β, y,... sont des cons-
tantes positives quelconques; a, b, c,... des constantes moindres 
que l'unité; m une constante positive plus grande que un, et x,y,... 
des variables qui peuvent recevoir toutes les valeurs positives compa-
tibles avec la condition 

x* + y + zy + * · · < »· (38) 
Tome IV. — Αουτ 183$). 43 
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Si je fais 

«-= —s-*-»-·· , (5
9

) 

puis si je pose 

F(V) = f dxdydz... X xr~ly~'zr~'..., (40) 

les limites étant déterminées par 

(V" — a)jc + (f" — b)jr& + (p" — c) + .. . ̂  v" — 1 ; (40 

j'aurai A=y fi/F(0· 

Pour déterminer F (0» je mets la condition (40 sous forme 

\V vm—ay \,V v"—by ν. ν ν" c y 

\V vm—ay \,V v"—by ν. ν ν" c y 

le théorème de M. Dirichlet (a5) donne alors 

FM = '_©_'<0 ' (y 

*'·■ ''(■+£+!+···)' 

Donc, 

-Μψ-Χ <(sf(^···} <4, 

ou bien, 
A = 

m w w I ^(^»-1) « /g r^(i-a) . g(»-^) π 

</Sy J.if.gQ / PL L «K-û)"t'
i
e(f,B-c)"t"'"J ! (4; 
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ou encore, en posant *>" = «, et · · = ̂ : 

. W W I ""("-Ο Γ?(*—a) ■ q(i-b) η 

*βγ. .Γ(ι + &) I Ρ % (_<* (κ—λ) ' /3 (κ—6) 

Si les constantes a, b
t
 c, sont égales entre elles, la formule se 

simplifie beaucoup : elle devient 

P_, i* +J + *+ ··) 

/ ,r(>G)-T Um(u— \)k~ldu 

= («-«) (*rj , («—)*+- (*5) 

Si, dans cette dernière, a est nul, le second membre se réduit à 

r(DrG)----r («— 
«iSy...r(A) J ! j+I_JL 

n m 

Je pose u = $ : l'intégrale se transforme en 

Γ'-s r('-£)rW 

J. r('+-s) 
donc 

Çdxdjdz.. ,xP-'jri-'zT-1.. . τη)Γ(,*) F(g}' " (£6) 

J
 λ

^···
γ
(
ι_

^
+

-
+

Ι
+

"·) 

Dans toutes ces intégrales multiples, la condition aux limites est tou-
jours 

** + J* H- » +->< ι· 
43,. 
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VII. 

La formule (46) peut se déduire d'une autre formule très générale. 

Prenons A = f xr-'yi-'z'-'.. .dxdydz.q(x-\-jr + z+...), (47) 

la condition aux limites étant χ-f-y-i~ ζ-f-... ~ Λ. 

En posant 
x-hy -h z + . .. — v, 

nous aurons à chercher l'intégrale 

F(f) =/χΡ-'yi-' zr~' ... dxdjrdz, 

entre des limites données par 

—I 1— + ... 

Or, par la formule de Dirichlet, 

ρΛΛ = r(p)r(?)r(r) · · · +r+1+,+... 

doue, 

a=^.y+::.) w ο- «s) 

U est clair que, par un simple changement de variables, eette for-
mule donnera l'équation (46); elle conduit également à celle-ci : 

I 

Çdxdydz.... Χ χ'-'yi-*z'~
l
. .. — χ*—jf — s

y
—,..^

m 

r(,+i)r(OrQ)··· ... 

^...
r
(

1 +
 I

 +
 i

+
1
+

...)· (49) 

Dans cette dernière équation toutes les constantes ont la même si-
gnification que dans (46) ; l'équation aux limites est la même; m est 
une constante positive quelconque. 

(') Cette formule a été démontrée d'une autre manière par M. Liouville (Jour-
nal de Mathématiques, mai 1839;. 
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VIII. 

Pour applicatiou de la formule (48), je prendrai l'intégrale 

A =fdxdph... \J cs<» 

dans laquelle les η variables seront positives et satisferont à la 
condition 

x'+y'+z1 H- · · · <i. 

Cette intégrale se transforme d'abord en 

\f1Y fdxdydz . /1 — (x+jr + ζ -f...) ff, ^ 
W./ xyz... r + (Χ+.Τ + ζ +-·■)' ^ ' 

la condition aux limites étant 

«+/ + ̂ -1- ... ̂  1. 

J'applique actuellement la formule en question, et j'obtiens 
η 

A=(-i5y_^ Γ." "Λλ/·ΞΤ. (5a) 

L'intégrale équivaut à 

-/. ,/Γ^7·+/„ 7^ if J (,—β) 4 

__.<ΗΗΰ , r©r(ï) 

2 <i+0 

en posant ν = 0a, et faisant usage de la relation, 

TV-,, 
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Au moyen de ces valeurs, je trouve, au lieu de l'inte'grale (5o), 

A (g)T , rG) Ί 

dette formule donnera successivement 

Γ' j h—χί 1 'Ο Γ0 ιΓC4) «ν**· 

a cause de 

r -r- = * . 
41 4 .1 ' 

\/ I+g+^y = i (ί - 0 > ^ 

/*** = i '"-[;§■ -
r
 (i)']· <

56
> 

fdœdr&dt = SC· - i)· 
etc. 

IX. 

Je choisirai enfin, pour application de la formule (48), l'intégrale 

a
 =u

+
y:*

+
..,-' w 

entre les limites 

+ y + ^ +· ·· < ». 

En remplaçant xx par χ, y$ par y, etc., elle devient 

. ι Γ* dxdydx... χ x* jrP z> ... 

*Pv·· J (*-Kr+*+·. ·)" ' 
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et la condition aux limites : 

χ 4- y + ζ +... ι. 

La formule (48) donne alors 

rG)rG)- ,Μ -«-m+i + Î + i+... 

Pour que l'intégrale ne soit pas infinie, on doit avoir 

et, cela étant, 
=+ *+1+ ··· > m; 

A = ——-—— (5<j! 

G+j+· ■ —»)·*■■••r0+ï+···) 

Si les exposants a, j8, y,... sont égaux entre eux, 

a=L<1+M. 

G—)'©' 
Nous avons supposé l'exposant m positif; s'il était négatif, nous 
trouverions 

f · · · )mdxdjdi... =· —, r~77~ — · \( 1 υ 

Dans le premier membre, supposons m entier, et développons la 
puissance du polynôme : l'un des termes à intégrer sera de la forme 

ria + TrVl.l-f*"^ ■■■d 

en posant 
U —b —f* C —f-. · « ZZZ 171. 
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Or, en observant que l'intégrale doit être prise entre les limites don-
nées par 

^■+y + **+··. ι, 

la formule de M. Dirichlet donne 

fiP.. .dxdydz = —! " , 

J ·»— r(.+«+!+!+...) 

d'où résulte, en comparant avec l'équation (61), 

r0rG)r0-■_ r(m + ο vr("+;)r('+>)··· ... 

Γ
("-

+
!
+
ι+..Λ (

 ' 

Le signe 2 indique une somme de termes de même forme que celui 
placé sous ce signe : a, b, c.. doivent recevoir tontes les valeur· 
entières non négatives satisfaisant à l'équation 

a b -f- c m. 

Le nombre de ces termes est d'ailleurs (*) 

KT (m + i) m-f- a m + η— ι 

(Avril 1839.) 

(*) Journal de Mathématiques , tome III, page 11 a. 


