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NOTE
Sur quelques intégrales définies ;
" Par J. LIOUVILLE.

(Présentde A V'Académie, le 22 avril 1839.)

1. Dans une note trés intéressante qui fait partie d'un des derniers
cahiers de ce Journal, M. Lejeune-Dirichlet considére I'intégrale

() A% =ff f.r‘"')"—'...z""dxdy...dz,

dans laquelle les variables x, 7,... 2 doivent prendre toutes les
valeurs positives qui satisfont i l'inégalité

(2) @&+ @)+t () <

a,bye.ucy @y Byseo¥s Psq,- .- rsont des constantes positives. La
méthode de M. Dirichlet I'a conduit 4 une valeur remarquable de V,

savoir
a b c
V = 2Bt 9f r(;’)l'(a).r (;)

pqg-+-T .I‘(I-{-S-{— g++;);

@)

que l'on peut, dit-il, obtenir par différents moyeus, et qui renferme
un grand nombre de résultats relatifs aux volumes , centres de gra-
vité, moments d’inertie, etc. L'importance de cette formule m’a
engagé a en chercher une démonstration que je vais exposer.

2. D’abord en remplacant (g)’ par x, (_%), pary,... (z) par z,
29

Tome 1V, — Mas 1839.
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et dz, dy,... ds par}—':.:i:‘;--l de, -yt dy,... %'_zr"dz, on a
-v- — a‘ﬁ"...y‘ U
— pg...r *7?

U étant une intégrale

(4) ff e xs-'_.yg—'...zfs—l.dxdj...dz,

de méme forme que V, mais dans laquelle x, y,... z doivent
prendre toutes les valeurs positives qui satisfont a Iinégalité

VD e N i AR

[ . .
=l,... ~=m, il viendra

Qe

En posant;—:=k,
U= f f:r"“.j"". ..z dxdy.. .dz,

et il s'agira de prouver que

(AT ®d...rm)
(%) U—r‘(l+lc+l+...+m)'

5. Quand le nombre des variables x, y, etc., se réduit a l'unité,
on a

— LA —_r__ rk) .
U—/; woMr = = R

la formule (5) est donc exacte alors.
Elle Y'est également, d’aprés un théoréme connu, lorsque le nom-
bre des variables x, y, etc., se réduit & 2 : il vient dauns ce cas

U =‘/;l x"—’dxﬁ'— yiody = lij;l x+1 (1 — x) . dx.
Or, par une formule d’Euler, on a

"t = rOra+9
(6) /;.r (I—x)‘.dx_r(l_,_k_*_[),
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el il en résulte

U= rire(a4+) _ r@ErQ)
T ETOa+kLD T TUFE+D’

ce qui s'accorde avec la formule (5).

4. M. Poisson a démontré la formule (6) par la considération des
intégrales doubles, dans le XIX® cahier du Journal de IEcole
Polytechnique. En s'appuyant sur ‘le méme artifice, M. Jacobi a
donné ensuite de cette formule une démonstration qui rentre au
fond dans celle de M. Poisson, mais dont le calcul est peut-étre un
peu plus simple. Rappelons ici en peu de mots cette démonstration,

En multipliant membre 4 membre les deux équations

T(#) = f;we"’.x"‘“.dx, T() =ﬁ°° e~ .y~ dy,
on a
TRTY = [7f7 e gt dudy.

Remplacons les variables x et y par deux autres variables u et ¢
liées aux premieres par les relations
x=u, y=u(t —v¢), don x4+ y = u

Les limites relatives & z et v seront o et o, o et 1; par le principe
fondamental de la transformation des intégrales doubles, on obtien-
dra dxdy = ududy: il vient donc

TE)T() =ﬂmﬁl e~ M=t M (1 — v) L dudy
d'ou
TR = Tk + z)fo' Pt (1 — ) dy,
et par conséquent

! R=—1 — =1 —— r(k)r(l)
j:, Pt (L — ) dy = TETD
Or en remplacant ¢ par x et I par 1 -/, cette derniére équation

coincide avec la formule (6).
29. .
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5. Supposons maintenant que U soit une intégrale triple : on
pourra l’écrire ainsi

U= /; B /; 7 y'=dy j; “ 'ds,

7 et 3, représentant respectivement les différences 1 —x, 12—,
en sorte quelona 1 —z=y,, y,—~y=1z,.
Désignons par u et v de nouvelles variables, et posons

2=V, Y= U,;

les limites communes de « et v seront o et 1 Iintégrale U prendra
ainsi la forme

U =j‘l x“"d.rf u"‘_r,duf v=1zrdv;

puis, a cause de y, =1—x, 37, =7, —uy,=0—x)(1 —u),
elle deviendra

U =f;l x= (1 —‘x)"""dx.ﬂl‘u""(l —urdu. f;l v"'"d‘v.

Les intégrations relatives'aux diverses variables peuvent maintenant
seffectuer indépendamment I'une de l'autre, et comme on a

Lo s - __ rRr(a+i4m
[ —ayde = SR

o rr@+m — _Im)
j; u (1 —u)du = TaFIrm) fo L (— Tk

la valeur de U sera finalement

U = rrdfyrm
T r(4k4+14m)’

conformément 4 la formule (5).

Sl y a quatre variables indépendantes =, y, z, ¢, dans l'inté-
grale U, la valeur de cette intégrale s’obtiendra encore par le méme
procédé. On supposera les intégrations effectnées: smecessivement sur
t,z,y et x, etlon posera 1 —x=y,, y,~—y =3, 3,—3=1%,:
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les limites relatives & ¢, z, y et x seront respectivement 0 et ¢, , o et
z,; o ety,, oet1:sidonc on remplace ¢, z ety par de nouvelles
variables lides aux premicres par les relations

t = wt,, 2=z, ¥y = Uy,

les limites communes & ces nouvelles variables seront o et 1; de
plus on aura

Yo=1—x,5=(1—x)1—u), t. =0 —x) (1 —u) (1 —v);

par conséquent les variables &, u, v, w pourront étre séparées ; en
d’autres termes I'intégrale multiple U se décomposera dans un pro-
duit de quatre intégrales qui toules s'exprimeront par des fonctions T
a Taide de la formule (6). Cetlte méthode est générale, et quel que
soit le nombre des variables x, y, etc., elle conduit 2 la formule (5)
qui se trouve ainsi démontrée.

6. On peut présenter cette démonstration sous une autre forme,
en suivant une marche semblable & celle indiquée au n* 4, d’apres
M. Jacobi. Pour plus de généralité, considérons lmtegrale

___ff ff Ay Ay z"‘"d.z’d] .dz,

dans laquelle f(x <~y ...} z) désigne une fonction quelconque
de x4 y~4...-z, et supposons que x, y,... z prennent dans
cette intégrale toutes les valeurs positives qui satisfont 4 I'inégalité

x4+ y—4...+z<kh,

h étant une constante positive.
Admettons d’abord qu’il y ait"deux variables seulement x et y.
On pourra écrire

W =f: x‘-'dxﬁh—xf(x + )y dy.

Effectuons le changement de variables indiqué n°® 4, c'est-a-dire
faisons :

xr=u, y=u(1 — ¢:



230 JOURNAL DE MATHEMATIQUES -

les limites relatives aux nouvelles variables z et v seront o et k, o
et 1, de sorte qu'on aura

W= /; h/;l S@ut+= 00 (1 — o) dudy,
d’'otx
r{k)rd) h
w =r§kh+(l) f [+ du.

Ainsi la valear de W dépend 4 la fois des fonctions I' et d’une certaine
intégrale simple.

7. Admettons maintenant que W contienne trois variables x, 7, z.
En posant A —x =y, , on pourra écrire

W =/;h .r*"dxj;y' f""'t{fﬁ".r S &+ r 4 2)da.
Mais Pintégrale

ﬁ é y=dy f; T Sflx 4y 4 z)2=dz

est du genre de celle que nous venons de traiter, et d’apres les
calculs du n° 6, elle est égale a

r)r(m) f‘J’n f(x-{-u)u”""'-dl“

r{d+ m)

a cause de y, =% — x, la valeur de W devieat donc

r{ 1 k — »—
W=-P—El):_—(":; , dx/o Sflx <4 u)u+=— du,
de sorte qu'en appliquant .une seconde fois les résultats du n* 6,
on obtient

» _rhrm rHEmrJd+ m) b —
W = rl+m) Tk4i+m) './; SO .

8. Cette méthode de réduction successive étant évidemment géné-
rale, nous voyons que l'intégrale

n W=ff . ..ff(x+y+...+z — =, . 2==dxdy . . .dz
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s’exprime dans tous les cas par la formule

_ r&r...r(m) h N
® W= grrrim/, SO B,
dont le second membre contient plusieurs fonctions T et une certaine
intégrale simple.

Lorsqu'on prend f(6)= 1, et de plus 2=1, l'intégrale W coin-
cide avec I'intégrale U du n° 2, et I'équation (8) fournit

W = cBHrd)...r(m) 1
T rkl4. o FmhkFIF. Fm?

cest-a~-dire
W = rkyr)...r(m)
T r(A kI Fm)?

conformément 2 la formule (5).

Réciproquement la formule (5) étant admise, il serait aisé d’en
conclure la formule (8), en suivant une marche semblable i celle
que Yon emploie lorsque de Vexpression connne du moment d’iger-
tie d’'un ellipsoide homogéne quelconque, on veut déduire celle du
moment d'inertie d’un ellipsoide formé de couches hétérogénes.

Au lieu de T'intégrale W, on pourrait évidemment considérer I'in-
tégrale d’une fonction de la forme

LG+ ot Q) Jmromitot.

en étendant Yintégration & toutes les valeurs positives de LTI
qui satisfont & I'inégalité

N\ v A\ z\"
(F + ) ot () <
On serait conduit & une formule semblable i la formule (8): seule-
ment, dans le second membre, il y aurait un nouveau facteur

asfb, ., ¢
pg...r°

et k,,... m se trouveraient remplacés par

oy
r

* LRI Rt

a
P
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Jajouterai que la constante %, qui figure dans la formule (8),
peut étre supposée aussi grande qu'on veut, et par conséquent in-
finie.

9. Conservons toutes les notations du n° précédent, mais suppo-
sons de plus que la somme £~ I~}-...+ m soit égale a l'unité, et
que f(6) soit la dérivée d_i_ge) ou F'(f) d’une certaine fonction F ().
L'intégrale

f" f(@) frrit .o bm—s gh
sera égale a F (k) — F (o), et puisque

Th+k 4+ 4.+ m)=T(a) = 1,
Fon aura

W = r(k)r())...T(m)[F(k) — F(o)].

Ainsi en particulier, dans le cas d’une intégrale double, on trouvera

[ w—dz [T (& dy) y~dy =T (R)T (0) [F (h)—F (o).

Cette derniere formule se simplifiera encore, si 'on remplace I par
sa valeur 1 =k, ct si I'on a égard a I'équation connue

On obtient de cette maniere

h h—x ’, _ F(h)—F
9 [, #dz [TF (@) ydy < TEOZFO]

]

to. Soit 4 un paramétre plus petit que p : faisons h=p —pu, et
de plus supposons que le paramétre 1 entre dans la fonction F de
telle maniére que Y'on ait F(x) = ¢ (x + ). L'équation (g) deviendra

() [ @de [T g wparey)ydy = TG00

sin kx

et si 'on suppose la limite p == o, et la fonction @ (p) assujétie a la
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«condition de s’évanouir pour une valeur infinic de p, elle donnera

(r1) fom ac""dxﬁm O (xr+u+rytdr=— :f,gi

Ce dernier résultat s'accorde avec ceux que j’a1 obtenus, dans mon
Mémoire sur une forinule d'Analyse, par la considération des diffé-
rentielles & indices fractionnaires, et que j'ai vérifiés ensuite par un
moyen particulier. Le moyen que j'ai employé pour cette vérification
différe peu de celui du n° 6, qui sert a démontrer la formule (8).
‘Cest ce que l'on reconnaitra en lisant avec un peu d’attention les
n* 4 et5 du Mémoire cité (voyez le tome X1l du Journal de M. Crelle,
page 276). L’usage des coordonnées polaires auquel j'ai eu recours
alors , équivaut évidemment a la transformation des variables
imaginée par M. Jacobi.

11. Posons

o(p) — @) = flu):

S (w) sera une fonction quelconque de x assujétie a la condition de
s'évanouir pour x == p. L'équation (10) deviendra

(13) [Tade [T flatutnyd=— EE.

Cette nouvelle formule (12) pourra servir &4 résoudre le probléme

suivant :
« Soit f(u) une fonction de x assujétie a s'évanouir pour u=p :
»on propose de trouver une fonction () qui satisfasse i I'équation

13) [T (e + Dde = f(),

» la valeur de u restant toujours plus petite que p, etla constante 4

» étant positive et < 1. »
En comparant Péquation (13) & la formule (12), on voit de suite

qu’il suffira de prendre

() = — B L7 it )y

Mais cela ne démontrerait pas que le probleme proposé n'est suscep-
Tome [V. — Ma1 1839. 30
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tible que d'tine solution; il est donc plus convenable de procéder
comme.on va le voir.

Changeons, dans V'équation (13), « en u -y, puis multiplions
par y~dy, et intégrons entre les limites y =0, y =p—u: son
premier membre deviendra

[ [T Y ) o,
ou bien, en changeant I'ordre des intégrations,

L e [T A (@ e )
ce qui, d'aprés la formule (12), équivaut 3

w M
sinkr,[, V() dp-

D’apres cela, on aura
- S-ll:-;g:f?. 4("‘)([/»‘ — f:“# f(/.“ + r)r_.dy,
d’ou l'on tire, en différentiant et observant que f (p) =o,
ok _
V) == =7 [ flutnrd,

ce qu'il fallait démontrer.

12. On peut encore se proposer de trouver la valeur de ) () satis-
faisant A 'équation (13) lorsque £ est > 1. Supposons par exemple la
constante k comprise entre 1 et 2. En différenciant 'équation (13) par

rapport a u, nous aurons
—(p = A+ [ Y () de = flw),
el comme lintégrition par parties donne

[ Oz ey p)Chen) [
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PURES ET APPLIQUEES.
il en résultera
f:)”—ﬁx‘—’§L (@ ~+ x)der= — {%I)
Le premier membre de cette derniére équation se réduit a zéro pour

m==p, et nous admettrons que le second jouit de la méme propriété.
Cela étant il viendra (puisque & — 1 est < 1)

in(A— 1= — —
Vo =G5 [ e )y oy
On trouvera d’'une maniére semblable la valeur de ~ (x) lorsque la

constante % est cdm'prise entre 2 et 3, ou plus généralement entre
deux nombres entiers consécutifs quelconques.

30..



